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Introduction

Les formes modulaires

La théorie des formes modulaires sur le demi-plan de Poincaré a regu ces derniéres an-
nées une attention considérable. Originellement découvertes par Gauss au XIXéme siécle,
elles furent presque 200 ans plus tard absolument déterminantes dans la preuve du grand
théoréme de Fermat par Andrew Wiles. Leur succés tient au fait que, bien que définies
analytiquement comme des fonctions holomorphes vérifiant une certaine équation fonc-
tionnelle que voici :

fern=1 1(T) =20,

elles portent une quantité d’informations considérable sur ’arithmétique des entiers. Par
exemple, les coefficients du développement en série entiére de certaines formes modulaires,
les séries d’Eisenstein, sont égaux aux nombres de la forme :

or(n) = Z d”
d|n

ou la somme porte sur les diviseurs de n. La connaissance de certaines relations de liaison
entre les formes modulaires donne alors des identités non triviales entre les nombres oy (n),
qu’il semble parfois trés difficile de prouver indépendament des formes modulaires.

Une autre curiosité arithmétique similaire : on peut montrer que la fonction de la variable

q = e?>™% définie par :
2 2 2 2
e(q) — E qa +b°+c +d
a,b,c,d€EZ

est également (& peu de choses prés) une forme modulaire, dont on peut dés lors calculer
les coefficients du développement en série entiére en utilisant la théorie générale des formes
modulaires. Ceci donne alors le théoréme de Jacobi, une expression exacte du nombre de
maniéres d’écrire un entier n comme somme de 4 carrés d’entiers, qu’on note r4(n). Voici
cette identité, qui semble étre tout droit sortie d’un carnet de Ramanujan :

ra(n) =8 Z d.
4d,‘rnd
Objectifs

Les objectifs de ce mémoire sont multiples. Le développement de la théorie générale des
formes modulaires nous occupera tout au long du premier chapitre. Il sera notamment
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I’occasion de calculer la dimension des espaces de formes modulaires, un point crucial per-
mettant d’exhiber des relations de dépendance linéaire entre certaines formes modulaires.
Le reste du mémoire sera consacré a I’étude des séries théta harmoniques, une classe par-
ticuliére de formes modulaires définies & partir de la donnée d’un certain réseau de R™. En
particulier, on s’attachera & prouver que les séries théta harmoniques sont, sous certaines
conditions, des formes modulaires.

Ce phénomeéne, permettant d’associer a une certaine classe de réseaux de R™ des formes
modulaires, a de profondes implications en théorie des réseaux. En effet, ces formes mo-
dulaires attachées & un réseau contiennent de nombreuses informations sur ce réseau, et
fournissent notamment un invariant utile : si deux réseaux sont isométriques, ils ont les
mémes formes modulaires. Faute de place, nous ne ferons qu’effleurer ces applications en
théorie des réseaux, le résultat principal de ce mémoire restant la modularité des fonctions
théta harmoniques.
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Chapitre 1

Formes modulaires

“There are five fundamental operations of mathematics : addition, subtraction, multipli-
cation, division, and modular forms.” - Martin Eicher.

1.1 Définition et premiéres propriétés

Dans cette section, on définit la notion de forme modulaire. On en démontre les premiéres
propriétés, et on donne I’exemple des séries d’Eisenstein.

1.1.1 L’action de SLy(Z) sur le demi-plan de Poincaré

Le groupe SLy(Z) agit naturellement sur le demi-plan H = {z € C , Im(z) > 0} de la
maniére suivante :

. SLy(Z) x H — H
a b AR az+b
c d)’ cz+d
En effet, pour tout z € H, toute matrice (‘; g) € SLy(Z) on a:

- az+b\ 1 faz4+b az+b\ 1 (ad—bc)(z+%)  Im(z)
cz+d)  2\cz+d cz+d) 2 ez +d|? ez +d)?’

Si bien que pour z € H, et M € SLy(Z), on a M - z € H. On vérifie alors que 'application
- : SLy(Z) x H — H définit alors bien une action de SLo(Z) sur le demi-plan supérieur
H. Son noyau contient {£ (}9) = £}, donc cette action se factorise en une action de
PSLQ(Z) = SLQ(Z)/{:EIQ} sur H.

La question naturelle est alors : quelles sont les orbites de cette action? On définit a
cet effet le domaine fondamental de Poincaré :

11
D=<zeH, Re(z) € |—=,=| ,|2| >1¢.
2°2
Ce domaine est un « domaine fondamental » pour 'action de SLy(Z) sur H, ce qui signifie
que chaque point de H est congru a un unique point de D modulo l'action de SLy(Z) (si
on identifie les points de la frontiére de D comme il se doit). Nous ne démontrerons pas
ce point.
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1.1.2 Fonctions modulaires

Les formes modulaires sont, en deux mots, les fonctions de H dans C invariantes sous
Paction de SLo(Z).

Définition 1.1.1. Soit k£ € Z. On dit qu'une fonction holomorphe f : H — C est une
fonction modulaire de poids 2k si et seulement si pour tout z € H et toute matrice
(2%) €SLy(Z), on a :

s (Zji;) — (cz + D)2 f(2). (1.1)

Remarque 1.1.2. On pourrait également définir des fonctions modulaires de poids 2k + 1,
k € Z, mais une telle fonction f serait nécessairement nulle.
En effet constatons que (' %) € SLa(Z); si bien que :

Vel f(0)=f (o) = (IR = 1)

d’ou la nullité de f.

b
Remarque 1.1.3. En constatant que la forme différentielle d (Zjid) est égale & :
az+b\ a(cz+d)—claz+b) L dz
cz+d) (cz +d)? "~ (cz+d)?

L’équation précédente se ré-écrit donc de maniére beaucoup plus compacte, pour tout
matrice M € SLy(Z) :
f(M - 2)d(M - 2)F = f(2)dz".

Remarquons que SL3(Z) est engendré uniquement par les deux matrices T = ({ 1) et
S = (9 §). Ces deux éléments vérifient les relations suivantes dans PSLy(Z), pour z € H :
5% = I, (ST)? = I,

1
z

Sz=——, Tz=2z+1.

On en déduit immédiatement le lemme suivant, qui sera trés pratique pour montrer qu’une
fonction f donnée est une forme modulaire :

Lemme 1.1.4. Une fonction holomorphe f : H — C est une fonction modulaire de poids
2k si et seulement si elle est 1-périodique, et vérifie pour tout z € H :

f(4>=fW@) (1.2

z

1.1.3 Séries d’Eisenstein
Définition

Une premiére maniére d’obtenir des fonctions modulaires est les séries d’Eisenstein. Pour
tout k£ > 1 entier, on définit une fonction holomorphe sur H en posant :

1
(m,n)ez2\{(0,0)}
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Sous réserve que k > 1, la série converge normalement sur tout compact de H, et définit
donc une fonction holomorphe de H dans C. Reste a voir qu’il s’agit bien d’une fonction
modulaire.

Soit donc M = (‘; 3) € SLo(Z). En remarquant que M induit une permutation du
réseau Z2 donnée par (z,y) — (ax + cy, bx + dy), il vient pour tout z € H :

G -z)= Y :

- %
az+b
(mm €2 (0.0 (m22E5 +n)

= (cz+ d)% . Z 1

2k
(mamyezm(0.0yy (@ F )z + (b + dn))

1
_ d 2k . _ d 2k . G )
e ( )e;{(o oy (mz )% ez +d) (2,

qui montre que Gy, est une fonction modulaire de poids 2k.

G, étant une fonction 1-périodique, on peut tacher de I’écrire comme une fonction de
la variable ¢ = e*™%*, ce qui revient essentiellement & déterminer son développement en
série de Fourier. Ce calcul sera 'objet de la section suivante.

Développement en la variable ¢ = ?™%*

On part de la célébre identité, due & Euler :

(o) 1+§:’° 2z 1++§ Lo,
meot(mz) = — — "
z 22 —n2 2z z—n z4+n

n=1 n=1

ol la série converge normalement sur tout compact de H.

Voici une maniére particuliérement simple de démontrer cette identité : on remarque
que z — 7 cot(mz) a des poles simples de résidus 1 & tous les entiers relatifs, et n’a aucun
autre pole. Dés lors, si on forme la différence f(z) des deux membres de I'égalité pré-
cédente, on obtient une fonction entiére, qui est 1-périodique et est bornée dans I’espace
{z € C | |Im(2)| > 1}. C’est donc une fonction entiére bornée, donc constante par le
théoréme de Liouville. En ’étudiant au voisinage de 0, on obtient aisément que cette
constante est nulle, ce qui montre 1’égalité ci-dessus.

2miz

On développe ensuite cot(mz) en série géométrique de la variable ¢ = e*™* pour z € H

(de sorte que g € D = {z € C | |2] < 1}). Il vient :

. _ . +w
'eTK'ZZ _|_ e TZ . + 1 . . 1 . .
weot(mz) = mi— = il = mi — 2mi = i — 2mi g q".
n=0

eﬂiziefwiz qil 1711_

Si bien que pour z € H, et ¢ = 2™ € D), il vient :

m — 271 = - .
n:Oq z nzlz—n Z+n
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On dérive 2k — 1 fois cette formule par rapport a la variable z (ou k € N avec k > 2), en
remarquant que la dérivée de ¢ par rapport a z est 2wiq. Il vient :

—+00
1
. N2k—1, 2k—1 n __ 2k—1
_m;:o:(?m n? gt = (-1) (Qk—l)!§m~

D'ou :

1 1 X
_ omi)2kp2k—1,m
Z(z+n)k (Qk_n!;( mi) T

neZ

Ceci étant valable pour tout z € H, on peut également 'appliquer & mz ou m € N*.
On obtient alors I'expression suivante de G(z), en séparant la somme selon que m = 0,
m>0oum<0:

Gez)= ) m ¢(2k) +2ZZ (mz + n)?

(m,n)€Z2\{(0,0)} m=1neZ
+oo

C(2k+22 % |22m%2“ myn

4k 2m 2k £% X

:2<(2]{7) Z Z 2k—1 mn

m=1n=1
En sommant d’abord sur la variable N = mn, on obtient alors la formule suivante :

)2k EX
Gk(z) = QC(Qk) + lefgk)') Z ng_l(N)qN,

ol ogk_1(N) = Z d*~1 la somme portant sur les diviseurs strictement positifs de N.
d|N

On peut alors utiliser la célébre formule :
(_1)k—lekﬂ_2k4k
2(2k)! ’

C(2k) =

ou By, désigne le 2k-iéme nombre de Bernoulli, pour obtenir :

4k X N
Gr(z) =2¢(2k) [ 1 - Bor ; oar—1(n)q" | .

On définit alors naturellement la fonction modulaire normalisée Fj par :

On notera que, comme fonction de ¢, E}, se prolonge naturellement en g = 0. C’est cette
condition qui distinguera les formes modulaires des simples fonctions modulaires.

Définition 1.1.5. Toute fonction modulaire f étant 1-périodique, elle s’écrit sous la forme
f(z) = F(q) out ¢ = €*™* et F est une fonction holomorphe de D = {z € C | |2] < 1}
dans C. La fonction f est alors appelée une forme modulaire si la fonction F' a une
singularité effacable en ¢ = 0.
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Remarque 1.1.6. La théorie des singularités des fonctions holomorphes permet de donner
des caractérisations équivalentes nettement plus simples du fait qu'une fonction modulaire
soit une forme modulaire. En effet, en notant f une fonction modulaire, et F' la fonction
de ¢ = €?™* associée comme dans la définition ci-dessus, on a équivalence entre les
propositions suivantes :

(i) f est une forme modulaire;
(ii) F est bornée au voisinage de 0;
(iii) f(2) reste bornée quand Im(z) — +o0;
(iv) F se prolonge en une fonction holomorphe de I dans C.

En effet, (i) <= (iv) n’est qu’une ré-écriture de la définition, (i) <= (iii) s’obtient
immeédiatement avec le changement de variable ¢ = e?™* et (ii) <= (iv) découle de la
théorie élémentaire des singularités isolées des fonctions holomorphes (qu’on ne détaille
pas ici).

Par ailleurs, le développement en série de Fourier des fonctions d’Eisenstein donné ci-
dessus assure que pour tout entier £ > 1, la fonction G} est non seulement une fonction
modulaire, mais bien une forme modulaire.

1.2 Formule des zéros

Cette section est trés largement inspirée de 'influent Cours d’arithmétique [1] de Jean-
Pierre Serre. Son objectif est le démontrer un théoréme donnant le nombre de zéros et de
poles, comptés avec multiplicité, d’une fonction modulaire. On fera référence a ce théo-
réme sous le nom de « formule des zéros » ou « lemme des zéros ».

Avant de démontrer ladite formule, commengons par introduire quelques notations. On
fixe une fonction f méromorphe sur H. Pour tout p € H, on note v,(f) Pordre du zéro de
f en p, qui est 'unique entier n € Z tel que z — f(z)/(z—p)™ se prolonge en une fonction
holomorphe au voisinage de p, non nulle en p. Si de plus, f est 1-périodique, on peut
considérer la fonction f : D — C telle que pour tout z € H, ¢ = €>™*, on a f( ) = f(2).
L’ordre de f en oo, noté v (f), est alors naturellement défini comme 'ordre de f en 0.
Notons que dans le cas ol f est une fonction modulaire, v,(f) ne dépend que de la classe
de p modulo SLy(Z), en vertu de 1’équation modulaire. On s’autorisera donc la notation
vp(f) ou P désigne la classe de p modulo 'action de SLy(Z). On notera également j = e

Soit maintenant f une fonction modulaire, de telle sorte que f soit une fonction mé-
romorphe sur I, et qu'on suppose non identiquement nulle. Alors, par le principe des
zéros isolés, f n’a qu'un nombre fini de zéros et de poles dans tout compact de D. Par le
changement de variable ¢ = ¢2™%*, on en déduit que f n’a qu'un nombre fini de zéros et
de poles dans le domaine fondamental :

D{zeH, R(2)| < % |>1}

Autrement dit, il n’existe qu'un nombre fini de points p € D tels que v,(f) # 0. La somme
apparaissant dans le théoréme suivant est donc bien définie.

Théoréme 1.2.1. (La formule des zéros) Soit f : H — C une fonction modulaire de
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poids 2k, k € N, de la variable z. On a alors ’égalité :

1 1 k
vl oD+ 5o+ D wl) =5
pEH/ SL2(Z)
PF#L,J

Démonstration. La preuve qui suit est empruntée au Cours d’arithmétique [I] de Jean-
Pierre Serre.

Soit f une fonction modulaire. L’idée est d’intégrer la fonction %mf?/ sur la frontiére
du domaine fondamental D. On suppose dans un premier temps que f n’a sur la frontiére
de D aucun autre zéro ou poéle que j,i, —j2. Il existe alors un contour C tel que celui
représenté ci-dessous, dont l'intérieur contient un représentant de chaque zéro ou pole de

f non congru a i ou j modulo SLy(Z).

En appliquant le théoréme des résidus, il vient donc :

f'(z) dz
o = p(f)- (1.3)
/c f(z) 2ri pEH§2(2>“
PFL.J

Reste donc a évaluer I'intégrale de gauche. Pour chacun des arcs de 'intégrale, on fait les
remarques suivantes :

a) Le changement de variable ¢ = 2™ tranforme I'arc EA en un cercle w centré en 0,
parcouru da~ns le sens anti-trigonométrique, et ne refermant comme unique éventpel Z€ro
ou pdle de f seulement le point 0. On a donc, comme dg = 2widz et f'(z) = 2mif'(q) :

RO ()

omi Jy 7 T 2mi | g = vel) = —vself):

b) L’intégrale de ﬁf?/ sur le cercle auquel appartient ’arc BB’, parcouru dans le sens

anti-trigonomeétrique, vaut par le théoréme des résidus —v;(f). Lorsque le rayon de ce
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cercle tend vers 0, Pangle B’jB tend vers %’r, et donc on obtient, en intégrant le déve-

loppement en série de Laurent de f en j sur 'arc B’B, quand le rayon du cercle auquel
appartient ’arc B’B tend vers O :

RO
omi /s f(z)dz—> 6’Uj(f).

Le méme argument sur les arcs des cercles CC’ et DD’ fournit, quand les rayons des
cercles tendent vers O :

1 [P f(z) 1 1
1 [ f(z) 1

c¢) La translation T : z — z + 1 laissant f invariante et transformant ’arc AB en larc
ED’, on a naturellement la compensation :

L Pre 1 (P )
i Jy 70"V omi Lo T

d) L’application S : z — = tranforme I'arc B'C' en I'arc DC’ (attention aux orienta-
tions!). On peut donc espérer une forme de compensation entre les intégrales le long de
ces deux arcs. Précisons cela. Il vient avec le changement de variable z = ’71, du = Z—lzdz :

1 !/ 1 c’ !/

2mi Jpio f(u) 2mi Jp  f(S(2)) 22

Maintenant, f étant une fonction modulaire, on a f(S(z)) = 22¥f(z), d’ol1, en dérivant
les deux membres par rapport & z :

dz = 0.

1 _
= (5(2) = 2PN 2kf(2) + 2 (2)).
En injectant ce résultat dans eq. , il vient :

1 #(u) 1 /C’ PHLkf(2) +2f (2)de 1 [ ) 2k [ dx

27 B'C f(U) B Tm

D 22k f(z) 22 2mi Jp f(2) 2mi p z

Maintenant, comme la portion du cercle unité couverte par I'arc DC’ tend vers % quand
les distances CC’ et DD’ tendent vers 0, il vient, quand le rayon des cercles contenant
les arcs BB’, CC’, DD’ tend vers 0 :

1 “ dz 1
2w Jp oz 12°
Ce qui, avec le calcul précédent, donne la compensation attendue :

L[ @, L[ fw, k

; z ;
27t Jpio f(2) 27t Jorp fuw) 6
On obtient done, en vertu des remarques a),b),c) et d), que quand le rayon des cercles
qui contiennent les arcs BB’, CC’, DD’ tend vers 0, on a :
1 [ f(2) 1 1 1

omi o T2 dz = —vso(f) — gvj(f) -
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En reprenant eq. (|1.3)), ceci fournit donc 1’égalité attendue :

w50+ Y ) =
peH/ SL2(Z)
p#ij

k
-

Dans le cas ou la frontiére de D contient un zéro ou un pole de f, on reprend la méme
démonstration, avec un contour modifié comme suit (le dessin représente le cas ou f a un
zéro sur le segment AB, et donc également sur le segment D'E'; on procéde évidemment
de méme si f a un zéro sur l'arc de cercle entre j et —;2).

0

|
I
I
1
l

e
i
]
!
I
|-
-1 -1 2 0 12

1.3 Dimension des espaces de formes modulaires

La formule précédente nous permettra de déterminer complétement la structure et la di-
mension des espaces de formes modulaires. En effet, elle nous permet de nous assurer que
les formes modulaires n’ont en un certain sens « pas trop de zéros ». Autrement dit, une
forme modulaire avec trop de zéros est la forme nulle : c’est ce genre de considérations
qui nous permettront de borner la dimension des espaces de formes modulaires.

Pour la suite, on dira qu’une forme modulaire f est une forme parabolique si :

lim  f(z) =0.

Im(z)—+o0

Introduisons quelques notations :

My, = {formes modulaires de poids 2k},
M3, = {formes paraboliques de poids 2k}.
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Remarquons déja que M3, est le noyau vu dans Myy, de la forme linéaire f — (l%m f(z).
Im(z)—4oc0

On en déduit que dimMgk/Mgk <1.
On pose :
A = g3 — 2743,
ou :
g2 = 60G2, g3 = 140G5.

C’est une forme parabolique de poids 12 (ce que l'on voit en utilisant les valeurs de ((4)

et ((6)).

On peut maintenant calculer explicitement les dimensions des espaces My, de formes
modulaires.

Théoréme 1.3.1. (dimensions des espaces de formes modulaires)

(1) Si k<0 ouk =1 dim My, =0.

(it) Sik=0,2,3,4 oub, My est de dimension 1.

(iii) L’application f > Af est un isomorphisme entre My_g et M3, pour tout k € Z.

Démonstration. Pour le point (i), si f € Moy \ {0} on doit écrire & =n; + %2 + 2 avec
ny, ng, ng € N.

On voit que cela est impossible si k& < 0 ou £ = 1. Pour k = 2, on voit que G2 ne s’annule
qu’en j = e’ dans le domaine fondamental. De méme pour k = 3, G5 ne s’annule qu’en
i.

On obtient donc que A ne s’annule pas en 7. On en déduit que c’est une forme parabolique
non nulle. On peut donc lui appliquer la formule des zéros. On sait déja que A s’annule en
00, donc l'ordre de A en oo est > 1. Par la formule des zéros, ce zéro a pour multiplicité
1 exactement. On en déduit 'injectivité de f+— Af.

On en déduit que si f € M3\ {0}, on a:

f _ Up(f)Sip?éOO
UP(A)_{ vp(f) —1sip=o0

On en déduit que % est une forme modulaire de poids 2k—12. Ceci démontre la surjectivité
de Papplication f +— Af, et donc (iii). On obtient (ii) en appliquant ce qui précéde avec
k € {0,2,3,4,5}, puisque k—6 < 0, M, = {0}. Mais par I'existence des séries d’Eisenstein
si k > 2, et des fonctions constantes si k = 0 (qui sont modulaires), on obtient dim My, = 1
dans ces cas. O

LEJ stk =1mod6

Corollaire 1.3.2. Si k € N, dim Ms, = { LgJ +1 sik % 1mod6
6

Démonstration. On utilise en itérant ’isomorphisme entre Mgk et Mj_g, puis le fait que
dim My, = dim Mgk + 1si k > 2, car on dispose des séries d’Eisenstein qui ne sont pas
paraboliques. O

Concluons cette section par un joli théoréme sur la structure des formes modulaires.

Notons M = @ My,
keZ
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Corollaire 1.3.3. On dispose d’un isomorphisme de C-algébres :

$:C[X,Y] > M
P(X, Y) — P(GQ,Gg).

Démonstration. On va montrer que {G%G?, 2a+ 383 = k} est une base de Moy.

On sait déja que le résultat est vrai si k < 3. Pour k > 4, on peut raisonner par récurrence
en choisissant un couple (a, 3) tel que 2+ 38 = k, puis si f € My, alors on peut fixer
A € C tel que f — )\Gg‘Gg est parabolique. On conclut en utilisant I'isomorphisme donné
par Théoréme

Pour montrer que la famille est libre, remarquons que si I’on dispose d’une famille (Ay )
non tous nuls tels que : 3°, 5 Ao sGY G =0, alors gz annule un polynéme & coefficients
complexes non nul. On peut 'obtenir en fixant un couple (7,9) tel que 2y + 30 = k, avec
disons § maximal. En divisant la relation précédente par GgGg, et en utilisant la relation
2(a — ) 4+ 3(8 — ) = 0 qui montre que 2|(8 — 0) et 3|(av — ), on obtient le polyndéme
voulu. On en déduit que gz est une fonction constante, ce qui est absurde car Ga(j) = 0,
donc on obtiendrait Go = 0 O



Chapitre 2

Séries théta

2.1 Reéseaux et séries théta

2.1.1 Généralités sur les réseaux

Définition 2.1.1. On dit que L C R? est un réseau de R? si L vérifie I'une des conditions
équivalentes suivantes :

(i) L est un groupe abélien libre de rang d;

(ii) L est un sous-groupe discret de R? qui I’engendre en tant que R-espace vectoriel.

Définition 2.1.2. Soit e = (eq,...,eq) une base de L. On note disc(L) le déterminant
de la matrice de Gram de e : Gram(e) = (e; - €j)1<i,j<d-

Cette quantité est un invariant bien défini de L car si €’ est une autre base de L, la
matrice de passage de e & €’ est un élément de GL4(Z) noté P. On a alors :

Gram(e’) = PTGram(e)P.
D’ou :
det Gram(e’) = det(P)? det Gram(e).
Mais puisque P € GL4(Z), det(P) = %1, donc det Gram(e’) = det Gram(e).

On peut par ailleurs interpréter 4/disc(L) comme le volume d’un domaine fondamental
de L, ou encore comme le volume de ’espace compact R?/L (qui est homéomorphe & un
d-tore).

Vocabulaire

Soit L ¢ R? un réseau. On dira que L est entier si le produit scalaire canonique x - 3 sur
R? prend des valeurs entiéres sur L. On suppose L entier dans la suite.

Si disc(L) = 1, on dira que le réseau L est unimodulaire.

Si la forme quadratique x - = prend des valeurs paires sur L, on dira que le réseau L est
pair.

15
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2.1.2 Reéseau dual
Définition 2.1.3. On définit le réseau dual L’ de L par :
L'={zecR?|VyelL, z-ycl).

Si e est une base de L, on vérifie aisément que la base duale e* de e, identifiée & une base
de R? via le théoréme de représention de Riesz, est une base de L'.

Notons A la matrice de e dans la base canonique de R%, et B celle de e*. Alors on a par
définition de e* : AT B = I;. On en déduit que B = (AT)~!. Ceci permet de remarquer
que si L est un réseau unimodulaire, alors L est auto-dual : L’ = L. En effet, on a dans
ce cas A, B € GL4(Z), donc le changement de base e — e* est un élément de GL4(Z).
On en déduit que e et e* engendrent le méme réseau.

2.1.3 Définition des séries théta
Définition 2.1.4. Soit L C R? un réseau. La fonction théta de L est définie par :
9L H—C

P E 67L7rz(x~:r)
zel

On pose Np(k) =#{z €L |z -z =k}
On peut également exprimer 6, en fonction de ¢ = ¢
prend des valeurs impaires) par :

2imz (de fagon un peu abusive si x -

La série définissant 6, converge normalement sur tout compact de H. En effet, on peut
. 1 .
pour k € N inclure Ny (k) boules de rayon 1 dans la boule de rayon k2 + 1. On en déduit

N (k) = Op_yo0 (k2).

2.2 La formule sommatoire de Poisson

Soit f : R* — C une fonction C*. On dira que f est & décroissance rapide si
Va e N Vk e N, [0, f(x)] = 0”w|‘_>+oo(||x|\7k) (ot v désigne un multi-indice).
L’objectif de cette partie est de démontrer la formule suivante :

Théoréme 2.2.1. (Formule sommatoire de Poisson)
Soit L C R% un réseau entier. Soit f : R — C une fonction C*™ & décroissance rapide.
Alors :

> f@) sz

= yeL’

ot pour tout y € R4 :

fwy = | fayemors,
Rd
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2.2.1 Séries de Fourier

Soit f : R — C continue et 1-périodique. Il est connu que f est somme de sa série de
Fourier. Ce résultat permet de démontrer la formule sommatoire de Poisson classique,
qui correspond au cas L = Z. Afin de démontrer la formule dans un cadre plus général,
nous allons devoir généraliser ce résultat a des fonctions C*° invariantes par I’action par
translation d’un réseau L C R? que I'on fixe pour la suite.

Lemme 2.2.2. Soit P = Vect{e, : x — *™@¥) | y € L'} € C(RY/L,C). Alors P est
dense dans C(R?/L,C) (muni de la norme infinie).

Démonstration. P est une sous-algébre de C(R?/L, C) stable par conjugaison, qui contient
les constantes et sépare les points. Comme R4 /L est compact, on peut conclure a l’aide
du théoréme de Stone-Weierstrass. O

Fixons D C R? un domaine fondamental pour L. On définit un produit scalaire hermitien

sur C(R?/C) par : (f,g) = \/ﬁ fD f(z)g(z)dx.

Lemme 2.2.3. La famille £ ={e, |y € L'} est orthonormée totale.
Démonstration. Soit e = (ey,...,eq) une base de L définissant le domaine D.

Soit y # ¢y’ € L'. En utilisant la formule de changement de variables pour les intégrales :

—2mi((y=y") @) 4y

1
ey, e} = V/disc(L) /De

_ / e—2m‘((y—y/)'(ll61+“‘+“6d))d$1 coodxg = 0y gy
[0,1]4

en séparant la derniére intégrale en un produit de d intégrales.

Il reste & montrer que P = Vect(&) est dense dans C(R?/L,C) (pour la norme 2), mais
c’est une conséquence immédiate du Lemme [2.2.2] car 'intégrale définissant le produit
scalaire hermitien (f, ¢g) est définie sur un compact, donc la convergence uniforme implique
la convergence pour la norme hilbertienne. O

Théoréme 2.2.4. Soit f : RY — C une fonction C>® invariante par L. Alors f est
somme de sa série de Fourier, et la convergence est normale :

Vo e RY, f(z) = Y (f,e,)e”m Y.
yeL’

Démonstration. Posons pour tout y € L' :

cy(f) = (frey)-

Commencons par remarquer que si y = niej + ...nqej;, alors une intégration par parties
montre que :

¢y(0;f) = 2minje,(f)

ou les dérivées partielles sont prises par rapport & la base e. En itérant, on voit que pour
tout k € N, ¢ (f) = OHyH_H_OO(W). On en déduit que la fonction :

g@) = 3 (f,e)eiey

yeL’
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est somme d’une série normalement convergente sur R?, donc continue, et clairement
invariante par L. On en déduit que g se factorise dans C(R?/L,C). Par Lemme [2.2.3]

lg — f||2 =0, c’est a dire :
/ |f(x (z)]2dz =0

comme f — g est continue, on a bien f = ¢ sur D, donc sur R% car f — ¢ est invariante
par L et que D est un domaine fondamental. O

2.2.2 Preuve de la formule sommatoire de Poisson

Démonstration du Théoréme[2.2.1. On se place dans le cadre du Théoréme [2:2.3] On se
donne donc f : R — C une fonction C*> & décroissance rapide. On note pour y € R? :

fo) = [ 1w
Rd
la transformée de Fourier de f.

On définit pour ¢t € R? :

F(t)y=Y_ f(t+a).

el

Comme f est & décroissance rapide, la série précédente converge normalement sur R, et
définit donc une fonction C* invariante par L sur RZ. On en déduit que F' est somme de
sa série de Fourier :

VteR?, F(t) =Y (Fe,)e*™ @,
yeL’

1l reste donc a calculer les coefficients de cette série de Fourier. Or pour y € L' :

<F7 ey> —27rz yt)d

W/F

= — ft+z) ) e 2™t
\/dlSC / (; )
R Y

€Ll
—27ri(y't)dt>

WZ(

- - f t)e—QTri(y‘t)dt f(
\/disc(L) R4 ( dzsc(L) )
On justifie I'interversion entre intégrale et somme par le théoréme de Fubini et le fait que
f est intégrable car & décroissance rapide. L’avant derniére égalité provient du fait que D
est un domaine fondamental, donc ses translatés recouvrent R%, et ne se chevauchent que
sur un ensemble de mesure nulle.

On obtient la formule souhaitée en prenant t = 0. O
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2.3 Modularité de 0;(z)

On va montrer dans cette section, en utilisant la formule sommatoire de Poisson, que
les séries théta sont des formes modulaires. On fixe donc un réseau unimodulaire pair
L Cc R% ot d € N* est un multiple de 8, et on considére la série théta associée, en la

variable ¢ = 2™ :
0u(5) = Y g% = Y emien),
zeL xeL
Le fait que le réseau L soit pair assure que pour tout x € L, %5* est un entier, si bien que
la formule ci-dessus définit bien une fonction holomorphe de ¢ dans le disque ouvert D,

et donc une fonction holomorphe 1-périodique de la variable z € H.

On souhaite montrer que sous les hypothéses qui précédent, la fonction 0y, est une forme

modulaire de poids 2k = 4. Comme on sait déja que 0 (z + 1) = .(z) pour tout z € H,

et comme SLy(Z) est engendré par T = (§1) et S = (% §), il suffit de montrer I'égalité

suivante, oll on a posé 2k = % :
-1
(9L () = ZleL(Z). (21)
z

Seulement, a priori, 2k = % n’est méme pas entier. On va cependant voir que pour qu’il

existe un réseau unimodulaire pair dans R, il faut que d soit multiple de 8.

2.3.1 L’équation fonctionnelle de 6,

Vi s ié X i ¢ ivalué %
Pour éviter les problémes liés aux racines carrées multivaluées, on va commencer par se
placer sur la demi-droite 7R7 . Soit donc ¢t € R% . On va démontrer I’égalité suivante :

Théoréme 2.3.1. (Equation fonctionnelle pour la fonction 01,)
Pour toutt € R}, on a :

or, (i) = t2%gy,(it) (2.2)

ot on a posé 2k = g, qui se ré-écrit (en utilisant au passage le fait que k =

entier pair) :
Z efga:»w _ t2k Z e*Trt(a:»:v) (23)
reL €L
Démonstration. On fixe dans toute la suite un tel ¢ € R%, dans I'optique de démontrer
la, formule On considére la fonction f : x + e~"(#2) Cette fonction est de classe
C* & décroissance rapide & l'infini, et satisfait donc bien les hypothéses de la formule
sommatoire de Poisson. Dans 'optique de lui appliquer la formule en question, calculons
sa transformée de Fourier f. On a, pour tout y € R? :

d
fly)= | f@)e 0P de = / [ et -2miev dayday...dzq.
R4 Rd
Jj=1

D’ou, en séparant l'intégrale du produit en produit des intégrales :

A d +oo 2 . d too 2 .
f(y) _ H/ efﬂta:jf%mmjyjdxj _ H/ P —2Tizy; dr. (24)
j=177° j=177°



20 CHAPITRE 2. SERIES THETA

Afin de calculer cette intégrale, on s’intéresse a la fonction :
+oo
g:z — / e—ﬂtxz—Qﬂ'xzdx
— 00

Les théorémes de dérivation sous le signe intégral assurent que la fonction g est holomorphe
sur le plan C. De plus, il est aisé de calculer g dans le cas ou z est réel. En effet, on a
alors par un changement de variable élémentaire :

oo 2 2 Foo z2\2 T 2 1
9(z) = / e T ATy = % F / e @)y = 774 2.

—0o0 o0

Cette expression reste naturellement valable dans le cas ou z est un complexe quelconque,
en vertu du théoréme des zéros isolés (ou, selon les auteurs, le principe du prolongement
analytique), les deux membres étant des fonctions holomorphes. En évaluant cette égalité
en z = qy;, il vient donc :

—+o00
/ e—wtx2—27mciyjdx _ e—%yf 1
t

— 00

On en déduit alors le calcul de f , en reportant cette intégrale dans :

d 2 /1 1
L

On est maintenant en mesure d’appliquer la formule sommatoire de Poisson & la fonction
f. 1l vient, en notant L’ le réseau dual de L :

Z;ﬂw) Rd/L y;/f

On utilise alors 'unimodularité de L, qui assure non seulement que L = L, mais également
que u(R?/L) = 1. 1l vient dés lors :

S f@) =3 f@)

€L zeL

Le calcul de f mené précédemment fournit donc I’égalité :

1
Z efmf(w-a:) _ W Z e

€L xz€L
qui se ré-écrit :
§ e_T(w‘I) — t2k E e—Trt(a:‘z)’
€L €L

qui est exactement la formule Ceci conclut la preuve de I’équation fonctionnelle de la
série 07,. 0O

Ainsi, on a obtenu que pour z = it avec t € R, on a :

0 (i) = t%20, (it).
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Ce qui se ré-écrit :
1 2N\ d/2
()= ()" e

ou la racine carrée est I'unique racine carrée positive. Cependant, il reste un facteur 7 a
faire disparaitre , ainsi qu’'un probléme d’exposant non entier & régler. Ceci sera 1’objet
de la section suivante.

2.3.2 Contraintes sur la dimension et modularité de 0;,

Reprenons I'équation fonctionnelle précédente, valable pour tout z € iR% :

o5 <Z1> - (?)d/2 0L(2). (2.5)

On note que si I'on parvient a démontrer que d est en fait un multiple de 8, tous nos

d/2 . . .
problémes s’envolent : le facteur (f) / devient alors z2* avec k = % entier, et on obtient

bien une équation fonctionnelle de forme modulaire (valable a priori uniquement sur la
demi-droite iR” , mais s’étendant & tout le demi-plan H par le principe des zéros isolés,
les deux membres étant holomorphes sur H).

On va donc dans cette section s’attacher & montrer le :

Théoréme 2.3.2. Si L C R est un réseau unimodulaire pair, alors d est un multiple de
8.

Démonstration. On continue de noter 07, la série théta associée au réseau L. On commence
par noter que 1’équation [2.5] se prolonge naturellement par rigidité a tout le demi-plan H.

En effet, la fonction :
1 2172\ @
i6)1/2 i %

(ot on a pris la détermination principale de la racine carrée, définie par (re =re'
pour r € Ry, et 8 €] — m,7]) est holomorphe sur H, et nulle sur ‘R. Elle est donc
identiquement nulle, par le principe des zéros isolés. On en déduit la formule suivante,

valable pour tout z € H :
1 2y 1/2\ ¢
oL <Z> - ((2) > 01.(2) (2.6)

N 1 . , o
ol on note w2 la racine carrée principale d’'un complexe w.

Le membre de gauche est égal a 01,(S - z), avec les notations habituelles :

()% )

L’idée va alors étre d’itérer I’équation en remarquant que (7'S)? = I. On note en

effet que :
-1 1
TS = (_1 O)
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dont le polynéme caractéristique est X2 + X + 1, diviseur de X3 — 1. Le théoréme de
Cayley-Hamilton assure donc que (T'S)? = I5. Dés lors, il vient pour tout z € H :

0.((TS)*2) = 0,.(2).

En utilisant Péquation [2.6] et le fait que 6, soit invariante par z — Tz, il vient alors :

1/2\ ¢
01(2) = 0,((T'S)*z) = (((TS.)QZ) ) 0,((TS)22)

7

_ ( (W)W>d <(W)1/2>deL((TS>z>
() () (€

La fonction 6, n’est pas identiquement nulle, et donc par intégrité de 'anneau des fonc-
tions holomorphes sur H, il vient pour tout z € H :

EE gy

Calculons le membre de gauche. On a :

(TS)2z (TS)zz _ ST*IZTSZE 1 -1 <1 >zz

= = — +1
z

1 i1 1 i 1 z—1

(22" (22

est donc une des deux racines carrées de —i¢, donc une racine primitive 8-iéme de 'unité.
L’équation w? = 1 ci-dessus assure donc que 8 divise d, comme annoncé. O

Le nombre :

Comme annoncé au début de la section, la contrainte 8|d fait s’envoler tous nos problémes.
En effet, en posant k = %, on obtient :

Corollaire 2.3.3. Si L C R? est un réseau unimodulaire pair, alors la fonction 0;, est
une forme modulaire de poids 2k = %.

Démonstration. On a montré dans la section précédente que pour tout z € {R*, on a :

()= ()" e

Maintenant, 8 divisant d, cette formule devient, pour tout z € iR7 :

0 (‘1) — 2, (2)
d

ol k est 'entier 7. Cette formule étant valable pour tout z € iR* et les deux membres
de I'équation étant holomorphes sur H, le principe du prolongement analytique permet
alors de conclure que cette équation reste valable sur tout H, ce qui prouve que 6y, est
une forme modulaire de poids 2k. O



Chapitre 3

La gaussienne harmonique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va voir que la série théta étudiée au chapitre précédent est un cas
particulier d’un résultat beaucoup plus large. En effet, L étant un réseau unimodulaire
pair, 87, n’est pas la seule forme modulaire que I'on peut obtenir & partir du réseau L.
Précisons cela.

Soit L € R™ un réseau unimodulaire pair. Par le chapitre précédent, ceci impose que
n soit un multiple de 8. Soit P un polynoéme harmonique (c’est a dire, tel que AP = 0)
homogéne de degré d. On considére la fonction de la variable ¢ = €*™* (ou z € H)

suivante :
Orp(z) =Y Pl)g™ =Y P(x)e™""), (3.1)
€L zeL
Ceci définit bien une fonction holomorphe en la variable g € D car le réseau L est pair
(si bien que pour tout x € L, % est un entier). C’est donc une fonction holomorphe
1-périodique en la variable z € H. Si d est impair, cette fonction dégénére en la fonction

nulle. On supposera donc dans la suite que d est un entier pair.
On va montrer que sous les hypothéses qui précédent, cette fonction 61, p est une forme
modulaire de poids 2k = 5 + d. On notera que si on prend P = 1, on retrouve le résultat

de la partie précédente.

Pour cela, SL2(Z) étant engendré par les deux matrices S et T', il suffit de vérifier que
I’équation suivante est vérifiée :

-1 n
Vz € H, 9L7p <Z> = ZjeraL,p(Z).

(ici, 2 est bien défini car on a vu que 8 divise n).

Par le théoréme des zéros isolés, il suffit en fait de vérifier cette égalité seulement sur iR*
(les deux membres étant des fonctions holomorphes sur H). En posant z = it, t € R%, on
est donc ramené & montrer 1'égalité suivante, pour tout ¢t € R} :

O.p (i) = (it) 3+9, p(it).

23
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Comme n est un multiple de 8 et d est un entier pair, cette équation se ré-écrit :

vVt € Rj_, 9L7p (z) = (—1)%t%+d9L7P(it).

Soit, pour tout ¢ € R :
3" Pla)e T = (—1)51E+4 Y p(a)e @), (3.2)

C’est cette équation [3:2]que nous allons démontrer dans les sections précédentes, prouvant
ainsi que 0z p est une forme modulaire de poids § + d.

Encore une fois, le résultat découlera de la formule sommatoire de Poisson, appliquée
a la fonction lisse & décroissance rapide suivante (ici, t € R% est fixé) :

fiae Plz)e @),

Toute la difficulté résidant dans le calcul de la transformée de Fourier f , naturellement
définie par la formule suivante, valable pour tout y € R™ :

fy)=| fl)e ™V da. (3-3)

Rn

On va démontrer le résultat suivant, qui donne la valeur de la transformée de Fourier f :

Théoréme 3.1.1. (Transformée de Fourier de la gaussienne-harmonique)

Soit P un polynéme harmonique homogéne & n variables, de degré d > 0, et t un réel
strictement positif. On consideére la fonction f : x — P(x)e~™"**) de la variable x € R™,
dont on note f la transformée de Fourier. On a alors, pour tout y € R™ :

5 1 (.
fly) = We (w y)P(y)~

On propose deux preuves de ce résultat. La premiére est originale, et utilise la propriété de
la moyenne pour les fonctions harmoniques, ainsi que la rigidité des fonctions holomorphes.
La seconde est tirée du cours de Noam Elkies [2], et est fondée sur des relations algébriques
entre certains opérateurs linéaires.

3.2 Calcul par la moyenne harmonique

On démontre dans cette section le Théoréme [3.1.1] annoncé ci-dessus, en utilisant deux
ingrédients : la rigidité des fonctions holomorphes, et la propriété de la moyenne pour
les fonctions harmoniques. Pour cela, commengons par démontrer cette formule de la

moyenne, en utilisant le théoréme de Gauss sur la divergence (un avatar du théoréme de
Stokes).

3.2.1 La propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques

On démontre dans ce paragraphe le théoréme suivant, conséquence du théoréme de Gauss
sur la divergence :
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Théoréme 3.2.1. Soit f : R" — C une fonction harmonique (c’est a dire de classe C?,
vérifiant Af =0). Soit r > 0.

On munit la sphére unité S*~1 de R"™ de sa mesure de surface normalisée du (c’est a dire
que fgn,l du=1). Alors, on a pour tout y € S*~ 1, tout r >0 :

fly) = /ESM fy +ru)du.

Autrement dit, f(y) est égal a la moyenne de f sur la sphére de centre y et de rayon r.

Démonstration. Soient f et y fixés comme dans I’énoncé. On considére la fonction :
w : R+ — (C

T fy + ru)du.
uesSn—1t

11 est aisé de constater que la continuité de f en y assure que ¥(r) tend vers f(y) quand
r tend vers 0. Pour conclure, il suffit donc de prouver que 1 est constante. Pour cela, on
dérive v sous le signe intégral (le théoréme de dérivation sous le signe intégral s’applique
car on peut localement dominer les dérivées de f par des constantes, I'intégrale portant
sur un compact). Il vient, pour tout r» > 0 :

Y'(r) = /Egn_l(Vf(y + ru) - u)du.

Par le théoréme de Gauss sur la divergence, ceci vaut, & une constante multiplicative prés :

/ div(Vf(y + rz))dz :/ Af(y+rx)dx = 0.
z€B(0,1)

z€B(0,1)

Ainsi, ¢ est constante, et tend vers f(y) en 0. Donc, on a pour tout r > 0, ¥(r) = f(y),
ce qui conclut. O

3.2.2 Le calcul de la transformée de Fourier

A T’aide de cette formule de la moyenne harmonique, on va pouvoir calculer la transformée
de Fourier de la gaussienne harmonique.

Démonstration du Théoréemel[3. 1.1 On conserve les notations et hypothéses du Théo-
réme : t est un réel strictement positif, P est un polynéme harmonique homogéne
de degré d, f est la fonction de R™ dans C définie par f :  — P(z)e~ (=% On note f
sa transformée de Fourier, définie par :

vy eR",  fly)= [ [fla)e >V dx.
R™

Donnons nous dés maintenant un y € R™. Il restera fixé tout au long de la preuve. On
considére ensuite la fonction de la variable complexe z :

h(z) = f(z)e 2@ ) g, (3.4)
R’!L

De sorte que le nombre qui nous intéresse est f(y) = h(i). L’intérét de cette manoeuvre est
le fait qu’il est nettement plus aisé de calculer h(z) pour des valeurs réelles. Une formule
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pour h(z) valable pour z réel s’étendra alors a tout le plan complexe grace au principe du
prolongement analytique.

Soit donc z € R réel. Calculons h(z). Il vient :

h(z) :/ f(x)e—%rz(a:»y)dx :/ P(x)e—ﬂ't(m-aj)—Qﬂ'z(q;-y)dx

— 7wy [ p(g)e @R 2E @)+ (50) gy
R™

eFWY) [ plg)e i) (i) gy
R™

— ) / P (u - %y) e~ Tt gy en posant : u = x + ;y.

On utilise ensuite le fait que P est homogéne de degré d pour obtenir, toujours pour
zeR: ,
(—Z)de%‘z (y-y) / t v
h(z) = ——— Ply—-u)e ™=y,
(2) td n v
On se débarrasse du ¢ dans I’exponentielle en posant 2 = v/tu, de sorte que dx = t= du :

™

(_Z)deTzz(yy) \/g rlpw
h(z) = e E— Ply— e @) . (3.5)

Reste & voir que l'intégrale du membre de droite de Equation (3.5)) est indépendante de
z. Pour simplifier les notations, posons pour tout a > 0 :

g(a) = / P(y + az)e @) dg.

On va montrer que ¢ est indépendante de a. En intégrant en coordonnées polaires (c’est
a dire en posant x = ru ot r € Ry et u € S*~1), il vient, en notant S*~! la sphére unité
munie de sa mesure de surface du :

+oo
g(a) = / / P(y + a(ru))e” ™" em=1 gy dy, (3.6)
r=0 JuesSr-1!

En ré-arrangeant cette intégrale, on obtient :

gla) = /::O prlemmr’ </ueSn1 P(y+ (ar)u)du) dr.

Maintenant, pour tout r > 0, par la propriété de la moyenne pour les fonctions harmo-
niques, on a :

1
ET [y, P i = PG).

En reprenant la formule précédente, il vient donc pour tout a > 0 :
+o0 5
g(a) = P(y)vol(S”_l)/ e dr,
0

g est donc constante sur RY . Comme g est clairement polynomiale (car c’est le cas de P)
en la variable a, la fonction ¢ est donc constante sur tout R, égale a ¢g(0) = P(y).
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En injectant ’égalité g (— ‘/E) = P(y) dans l'équation on obtient donc que pour

tout z € R, on a :
(—2)deF= (vy)
he) = L P(y)

Les deux membres sont des fonctions holomorphes de la variable z € C (pour le membre
de droite, c’est évident, et pour le membre de gauche, c’est une conséquence du théoréme
d’holomorphie sous le signe intégral, au vu de la définition de h). Par le principe du
prolongement analytique, comme ces deux membres coincident sur R, ils sont égaux sur
tout C. Reste & évaluer en ¢ pour obtenir :

. ) (—i)de Ty
fly) =h(i) = TP(@/).

Ainsi, on a bien démontré, pour tout y € R”, la formule :

2 1 Ty
fly) = We P y)P(y)~

Ceci termine le calcul de la transformée de Fourier de la gaussienne harmonique.

3.3 Calcul par algébre linéaire

3.3.1 Les opérateurs F, F, A

Cette section, a saveur plus algébrique que les précédentes, portera sur certains opérateurs
agissant sur l’espace des fonctions lisses de R™ dans C.

On note, pour tout d € N, Py 'espace des polyndmes homogénes de degré d, en n variables
et a coefficients complexes.

Définition 3.3.1 (Opérateurs). On introduit maintenant quelques opérateurs linéaires
de lespace C*°(R™, C) dans lui-méme.

- L’opérateur d’Euler E. Pour tout f € C*°(R™,C), on note E(f) la fonction :
E(f):z— Y x;0;f().
j=1

On remarque naturellement que pour tout P € Py (ot d € N), on a E(P) = dP. La
vérification, qui ne présente aucune difficulté particuliére, est laissée au lecteur.

- L’opérateur norme F. C’est l'opérateur linéaire qui a une fonction f € C*(R", C)
associe la fonction F'(f) définie par :

F(f):a = ||zl f(2)

ou [|.|| désigne la norme euclidienne canonique sur R".

- L’opérateur de Laplace A. Il associe a une fonction f € C*°(R"™, C) la fonction :

A(f) =051
j=1
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On rappelle que les fonctions de ker A sont appelées fonctions "harmoniques".

- L’opérateur gaussien G,. Pour tout a € C, G, est 'opérateur qui & une fonction
f € C=®(R",C) associe la fonction Gy (f) : x + e~ @2) ().

- L’opérateur identité sur C*°(R", C) sera noté I.

Pour préparer le terrain, on commence par expliciter les relations de commutations entre
certains de ces opérateurs.

Lemme 3.3.2. Soit a € C. L’opérateur G, a pour inverse G_,, et commute avec F. De
plus, on a les relations :

G.EG_, = E + 2nal, GoAG_, = A+ 7a(4E + 2nl) + (21a)*F.

Démonstration. On fixe a € C. Le fait que G, soit inversible d’inverse G_,, est immédiat,
de méme que le fait que G, commute avec F. Montrons les deux autres relations de
commutations. Soit donc f € C*(R"™,C).

On a pour tout z € R™ :

GoEG_o(f)(z) = o~ malzw) Z :Ejaj(f(x)ea”(x'w))
=TT Z 2 (03 £(@)e™ =) 4 f(2)20;me™= ) )

= Sridy o) 200 s Zm — B(f)(@) + 2raF (f) @)

Ce qui fournit la premiére égalité : G, EG_, = E + 2nalF.
Démontrons maintenant la seconde. Un calcul similaire donne, pour tout x € R :

GaAG_o(f)(x) = e o) i 02 (f (x)e ™))

_ —wa(ac x)Z( owr(ac x) +28 f( ) ( am(z- x)>+f( ) ( Ocﬂ'(ac-ac)))

— —wa(gc z) Z ( aﬂ'(x ) + 471'0531‘]8 f( ) ar(z-z) + f(m)afeom(;ca:))

|

(aff(m) + dmax;0; f(x)) + e~ (@) £ () Z 9, (2max jem @)

Jj=1 =1
n

= A(f)(x) +4maB(f) + (2na) f(z)e D Y () 4 2maglen ()
Jj=1

= A(f)(2) + 4maB(f) + 2maf(z)(n + 2ol |z|[)
= A(f)(2) + 4maB(f) + 2maf(z) + (2ma)*F(f).

On obtient donc bien la seconde égalité annoncée : Go,AG_, = A + na(4E + 2nl) +
(27a)?F. O

)
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Avant de passer au calcul de la transformée de Fourier de la gaussienne a proprement
parler, on va également expliciter les relations entre ses opérateurs et la transformée de
Fourier.

Pour cela, on va introduire ’espace fonctionnel de Schwartz, cadre naturel de ces calculs
de transformée de Fourier.

Définition 3.3.3. Soit n € N*. L’espace de Schwartz S est défini comme 1'espace des
fonctions C>° de R™ dans C telles que pour tout & > 0, la différentielle k-iéme de f, DFf
est une fonction a décroissance rapide, c’est a dire vérifie pour tout 5 > 0 :

k —
D*f(x) = o(||«]| =)
pour z € R au voisinage de l'infini.
On peut alors définir la transformée de Fourier F dans un cadre légérement plus formel.

Définition 3.3.4. L’opérateur F : S — S est défini, pour tout f € S, par la formule :
VyeR",  Ffly)=fly)= [ fl@a)e TV dz.
Rn

Les théorémes de dérivation sous le signe intégral ainsi que des intégrations par parties
permettent de vérifier que F est bien un opérateur de S dans S.

On peut enfin expliciter le lien entre la transformée de Fourier et les opérateurs F, F' et

A.

Lemme 3.3.5. Soit f : R® — C une fonction de l’espace de Schwartz, on note f =
F(f) sa transformée de Fourier. On a alors les résultats swivants sur les transformées de
Fourier :

(i) Pour tout j € [1,n], on a :

Fla;f) = 2_71@ 7 F(0,f) = 2riy, f

7

(0w on note abusivement x; f la fonction x — z; f(x) et yjf la fonciton y — yjf(y))
(it) On a de plus les relations suivantes entre F et les opérateurs E, F, A :

~ o —1 ~
F(Af)=—4n"F(f),  F(2E+nl)f)=—2E+nl)f, F(Ef) = zA0).
Démonstration. Seul le point (i) nécessite des arguments de nature analytique. En effet,
le point (i7) découlera aisément du point (i) par linéarité et itération du point (7). Com-

mencons donc par montrer le premier point.

(i) Soit donc f € S et j € [1,n]. En dérivant sous le signe intégral (ce qui est licite,
car f est a décroissance rapide), il vient pour tout y € R™ :

9;f(y) = . f(@)0j (e @) dy = . f(@)(=2miz;)e” @V de = —2miF (x;f)(y).

Ce qui prouve la premiére formule. Pour la seconde, on réalise une intégration par parties
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par rapport & la variable x;. Il vient, pour tout y € R" :

FONW = [ of@)e >y

R™

+oo
= / / 8jf(x)e_2m('”'y)d1:j d.’L‘l...d{L‘j_ldl‘j+1d$n
L1,y je1,L 541,50, Tn ER T;=—00

.....

+oo
- / f(z) (—27riyj)e_2”i(m'y)dxj> dzy...dz;_1dxji1dey,

j=—00

= 2miy; X fa)e 2™ @V 4y = 2miy; f(y).

Ce qui démontre la seconde formule du point (7).
(i) Le second point est une conséquence du premier, qu’on itére en utilisant la linéa-

rité des équations. Fixons f une fonction de I'espace de Schwartz, dont on note f = F(f)
la transformeée de Fourier. Il vient, par linéarité et en utilisant le (7) :

En:a;f = En:f(a2 zn: (2miy;)*F(f) = —4n*F(f).
j=1 j=1 j=1

De méme, pour la seconde et la troisiéme équations, on obtient (en utilisant la notation
abusive z; f pour désigner la fonction = — x; f(x)) :

n

F(QE +nI))(f) =F [ > (220, f) + nf | =2 F(x;0;f) +nf
j=1

j=1
_nf+22—8]-"6f = —nf — 228 yif

:nff22<yjajf+f>:72E<f> nf =—(2E +nl)f

j=1
" “1\? ., -1 .
i rn = (St ) = SR =3 (55) 45 = a0
j=1
Ce qui démontre les deux derniéres formules, et conclut donc la preuve du lemme. O

Remarque 3.3.6. On constate aisément en utilisant le linéarité de F que la seconde formule
du point (i7) est équivalente a la formule suivante, légérement plus maniable dans certaines
situations : F(E)(f) = —(E + nI)(f).

Ces quelques lemmes d’algébre linéaire vont nous permettre de calculer la transformée de
Fourier de la gaussienne harmonique, comme annoncé. Ce calcul sera I'objet de la section
suivante.
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3.3.2 Le calcul de la transformée de Fourier, deuxiéme version

On va commencer par donner la forme générale de la transformée de Fourier de f dans le
cas ou P est un polyndéme homogene de degré d (pas forcément harmonique). Ceci résulte
d’un calcul élémentaire.

Lemme 3.3.7. Soit P € Py homogéne de degré d en n variables, t > 0. On s’intéresse a
la fonction :
fix— Plx)e @)

1l existe alors un polynome Q de degré au plus d — 1 tel que pour tout y € R, on ait :
fly) =i~ G0 T 0D(P(y) + Q(y)).

Remarque 3.3.8. Ceci exprime le fait que la partie de plus haut degré du polynéme P
est conservée par passage a la transformée de Fourier. Cependant, comme on le verra
plus tard, dans le cas particulier ott P est harmonique, le polynéme @ est nul, et donc
P multiplié par la gaussienne est - & quelques constantes prés - sa propre transformée de
Fourier.

Démonstration. La preuve est une béte récurrence, associée a une petite intégration par
parties. On raisonne par récurrence sur d. Le cas d = 0 a déja été traité dans le chapitre
précédent : il correspond au calcul de la transformée de Fourier de la gaussienne. On fixe
donc un degré d > 0 tel que le résultat soit vérifié pour les polynomes de Py, et on le
montre pour ceux de Pyyq.

Soit donc un polynéme P homogéne de degré d + 1. Par linéarité de la transformée
de Fourier et de I’équation & démontrer, on peut sans perte de généralité supposer que P
s’écrit sous la forme P = X; Py ou Py € Py et j € [1,n]. Il vient alors, pour tout y € R™ :

n

j?(y) _ / P(I)efwt(x-x)fwri(wy)dm _ / xjPO(z)efwt(z-z)fwri(x.y)dx.

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral (qui s’applique car on peut dominer
localement chacune des dérivées par des fonctions intégrables), cette derniére intégrale
est égale & :

- —2mi !
(o la dérivée partielle porte sur la variable y;).
On utilise alors I’hypothése de récurrence au rang d, appliquée & Fy. On obtient donc
Iexistence de Q¢ de degré au plus d — 1 tel que :

Fy) = La. (/n Po(x)e_”t(””)_zm(w'y)dx) (3.7)

R Py(x)e ™t @o)=2mi@y) gy — j=dg=(5+ )= W) (Py(y) + Qo (y)).
On injecte ceci dans ’équation et il vient, pour tout y € R™ :
Fly) = 5t 000 (o, (Ry(y) + Qolw) + 05(Pofy) + Qofw) ) -
On pose alors Q(Y) =Y;Qo(Y) — £=0;(Po(Y) + Qo(Y)) qui est un polynome de degré au
plus d, de sorte que :

Fly) = i@ (F+ED) =509 (4, Py (y) + Q(y))
= i (N (FHED) TV (P(y) +Q(y)).
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Ceci termine la récurrence, et achéve donc la preuve du lemme. O

On va maintenant pouvoir s’intéresser au cas ot P est un polyndme harmonique. On fixe
donc un polynéme harmonique homogéne de degré d > 0 quelconque, et on considére la
fonction de R™ dans C définie par :

fix— Plx)e @),

Le lemme précédent assure qu’il existe, pour tout j € [1, d], un polynéme Q; € P; (comme
dans le paragraphe précédent, P; désigne ’espace des polynémes homogénes de degré j
a coeflicients complexes), avec Q4 = P, tels que :

Yy eR" fy) = g D Qily). (38)

Afin de conclure cette seconde preuve du Théoréme il s’agit donc de prouver que
sous I’hypothése supplémentaire " P harmonique", on a Qo = ... = Qg4_1 = 0. C’est 'objet
de ce second lemme :

Lemme 3.3.9. Sous les notations et hypothéses de l’équation[3.8, on a :
Qo=...=Qa-1=0.

Démonstration. On fixe P un polynéme harmonique homogéne de degré d > 0, a n
variables et & coefficients complexes, et on considére la fonction de R™ dans C :

f:x— P(x)e @)

ol t est un réel fixé, strictement positif. On considére la transformée de Fourier f = F(f)
de f. Le lemme qui précéde assure l’existence de Qy, ..., Q4 homogénes de degrés respectifs
0,...,d, avec Qg = P, tels que :

. 1 i
f= jdt3+d ZG%QJ‘ (3.9)
j=1

(on rappelle que les opérateurs G, sont définis au début de Section [3.3.1]).

Maintenant, comme on sait que f = G¢P soit P = G_;f, le caractére harmonique de
P donne 0 = AP = AG_.f, si bien que G;AG_;f = 0. De la méme fagon, comme P est
homogeéne de degré d, on a EP = dP, si bien que EG_;f = dG_;f, soit Gy EG_,f = df.
On obtient donc les deux équations linéaires suivantes, vérifiées par f, découlant respec-
tivement de I’harmonicité et de I’homogénéité de P :

GiAG_f =0, GLEG_.f = df.

On utilise alors Lemme qui donne une expression explicite des opérateurs présents
dans 1’équation ci-dessus. On obtient alors, en injectant le résultat de ce lemme dans
ladite équation :

E(f) +2ntF(f) = df, A(f) + 7t(4E + 2nI)(f) + (27t)*F(f) =0
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On applique alors la transformée de Fourier F aux deux membres de cette équation. En
utilisant Lemme [3.3.5] on obtient donc successivement :

~(B4nD)(f) - -Af =df, —Ax*F(f) - 2wt (2B + nI)(f) - #A] =0,

2w 47r2

soit = Af = T (E(f) + (4 D) f), ~Af = F(f) + ”(2E+n1)(f)-

On identifie les deux équations précédentes, pour obtenir :

27 A A 47r A A
— (B +(n+d)f) =5 F(f)+ (2E+ﬂ1)(f)-
On divise les deux membres par T’ et on simplifie les quantités égales. On obtient fina-
lement ’équation :
<E + — ) f=df. (3.10)

En repassant aux polynoémes, on va voir que cette derniére équation impose que le poly-
noéome :

est homogene de degré d. Vérifions cela. On a vu au début de la démonstration quon a
légalité f = i~% 279G 1Q. Il en découle donc que Q = idt%"‘dG_%f, si bien que, en
utilisant Lemme [3.3.2] :

n N n 2 ~
G1E(Q) =i't3t (G EG_1)(f) = i3 ™ (E + :F) (f).
On utilise alors 1'équation [3.10, qui fournit donc :
G1E(Q) =it df.

Ce qui se réécrit :

B(Q) =d-i'"t* G . f = dQ.

Maintenant, I’équation E(Q) = d@ ainsi obtenue impose que @) est homogéne de degré d.
En effet, on a Q = Qo+ ... + Qg4 ou pour tout j € [1,d], Q; est dans I'espace propre de E
associé a la valeur propre j. Comme () est lui-méme dans l’espace propre de E de valeur
propre d, le fait que les espaces propres de E sont en somme directe impose que Q = Qg
et Qo =..=Qg_1 =0, ce qui achéve la preuve du lemme. O

Des deux derniers lemmes, on déduit Théoréme |3.1.1) comme attendu.

3.4 Modularité de 07 p

Rappelons Théoréme démontré de deux maniéres différentes dans les sections pré-
cédentes :

Théoréme (Transformée de Fourier de la gaussienne-harmonique)
Soit P un polynéme harmonique homogéne & n variables, de degré d > 0, et t un réel
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strictement positif. On considére la fonction f : x + P(x)e™"*®) de la variable x € R™,
dont on note f la transformée de Fourier. On a alors, pour tout y € R™ :

5 1 =
fly) = P FWYP(y).

Ce théoréme va nous permettre de conclure la preuve du résultat qui nous occupe, a
savoir la modularité de la fonction 87, p. Rappelons les hypothéses. L C R™ est un réseau
unimodulaire pair. En vertu des résultats du chapitre 2, ceci impose que n est un mutiple
de 8. On fixe également un polynéme harmonique homogéne de degré d pair, a coefficients
complexes, qu’on note P. On considére alors la fonction holomorphe de la variable z € H,
01, p définie par la série :

Vz € H, Or.p(z) = Z P(x)eim(®2),
€L

Le fait que L est un réseau pair assure que 0y, p est 1-périodique. Pour montrer le théoréme
qui nous occupe, a savoir que ¢z p est une forme modulaire de poids 5 + d, il suffit donc
de montrer ’égalité :

Vz € H, 9L’p (1> = Z%+d9L7p(Z).
z

Or, les deux membres sont des fonctions holomorphes de la variable z € H. Par le principe
du prolongement analytique, il suffit donc de vérifier cette égalité pour z = it, t € R7.
Aprés ce changement de variable, ’égalité & démontrer devient donc (en prenant en compte
le fait que n est divisible par 8, ce qui assure i% = 1) :

VEeRY, ) Pla)e 1) =43ty " p(g)e ), (3.11)
z€eL z€eL

Soit ¢ > 0. Considérons la fonction f : z — P(z)e ™ (#%) D’aprés Théoréme [3.1.1] sa
transformée de Fourier f est donnée par : f : y +— i~ %~ 2~4P(y)e” 7 W¥). Ainsi, le réseau
L étant unimodulaire (si bien que L' = L et disc(L) = 1), la formule sommatoire de

Poisson donne : . .
Y fa) =" fw)
zeL yeL
d’ot1, en utilisant I’expression de f et de f:
D Pla)e ) =3 i E P )e 7,
€L zeL
qui est exactement la formule [3:11] Ainsi, on a donc prouvé le théoréme :

Théoréme 3.4.1. Soit L C R™ un réseau unimodulaire pair, et P un polynéme harmo-
nique homogéne de degré d > 0. Alors, la formule :

vz € H, 0r.p(z) = Z emiF (@)
€L

définit une fonction holomorphe 0r p sur le demi-plan H, qui est une forme modulaire de
poids 5 +d.



Conclusion

Nous avons démontré la modularité des fonctions 6y, p, L C R™, P harmoniques de degré
d, associées aux réseaux unimodulaires pairs. Pour cela on démontré et utilise la formule
sommatoire de Poisson afin de prouver une identité reliant une série définie par une fonc-
tion & sa transformée de Fourier. En utilisant cette formule, et la relation classique entre
une fonction gaussienne et sa transformée de Fourier (qui est encore une gaussienne!), on
a obtenu des identités vérifiées par les séries f;,. En utilisant la théorie des fonctions de
la variable complexe on en a déduit la modularité de 6y,.

Afin de démontrer la modularité de 61, p, nous avons utilisé deux méthodes différentes. La
premiére utilisait la propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques afin de dé-
montrer lidentité du théoréme [3:2] par un calcul direct. La deuxiéme utilisait 3 opérateurs
agissant sur ’espace des polynomes & n variables, ainsi que la facon dont ces opérateurs
se transforment aprés une transformée de Fourier, pour démontrer la méme identité. De
nouveau la théorie des fonctions de la variable complexe nous a permis de conclure que
la série Oz, p est bien modulaire de poids d + 7.

La modularité de ces fonctions a de nombreuses conséquences, et posséde des applications
dans différents domaines des mathématiques. En théorie des réseaux, on peut utiliser la
nullité des espaces de formes paraboliques en basse dimension (6, 10 et 14) afin d’obtenir
des identités telles que :

2R .
Z (J;-y)ZZM , Rp={x€ Lz -z=2},
TER] "

en utilisant le polynéme harmonique P(x) = (x -y)? — W, n = 8,16, 24. Ce genre
d’identité est le début de la classification des réseaux unimodaires pairs en dimensions
8,16 et 24. Remarquablement, il existe un unique réseau unimodulaire pair & isométrie
prés en dimension 8 : Fg, et deux en dimension 16 : Eg @ Eg et Df'ﬁ. On trouve une
preuve de ce résultat dans [5], qui utilise des résultats présents dans [6] sur les systémes
de racines. En revanche, dés la dimension 24, la classification se complique : il existe, &
isométrie prés, 24 réseaux unimodulaires pairs en dimension 24, dont le célébre réseau de
Leech. Pour plus de détails concernant cette classification, consulter [4].

En théorie des nombres, ces séries peuvent étre utilisées afin de démontrer de trés nom-
breux théorémes, parmi lesquels on peut citer le trés célébre théoréme des quatres carrés
de Jacobi, qui donne la formule citée en introduction :

rq(n) =8 Z d.
d|n

afd
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Cette formule peut étre obtenue en utilisant une classe un peu plus large de fonctions
modulaires, possédant une symétrie restreinte a des sous groupes d’indice fini de SLo(Z).
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