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Résumé

Ce mémoire a pour objet de faire le lien entre la courbure d’une variété Riemannienne et le spectre de
son opérateur de Laplace-Beltrami. La répartition des valeurs propres du Laplacien a d’abord été étudiée pour
expliquer les limites de validité du théoreme d’équipartition de 1’énergie, ce qui a amené Weyl a démontrer
la loi éponyme (1911) : Si0 =24} < A, < ... < A, < ... = oo sont les valeurs propres du Laplacien d’une
variété compacte de dimension 7,

Z e Vol(M)

=1 t—0 (471:;)% '
A partir des années 1950, des mathématiciens se sont interrogés sur les liens entre le spectre d’une variété et
sa géométrie, 1I’étude du développement de la formule de Weyl a alors été approfondie par McKean et Singer
(1964) dans la forme qui nous intéresse :

1 t
eitl" —(Vol(M +,/de+0,2 .
T % Gy V0D +§ [ R+ 0%)

avec K, la courbure scalaire au point x. Ce mémoire a pour ambition de démontrer cette formule dans le cas
d’une variété compacte sans bord. Il est principalement inspiré du livre [8] de Rosenberg.

Nous remercions chaleureusement Cyril Letrouit pour toute 1’aide qu’il a apporté dans I’étude de ce pro-
bleme ainsi que pour la relecture minutieuse de ce document.
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1 Rudiments de géométrie Riemannienne

Cette partie a vocation a fournir les bases de géométrie Riemannienne nécessaires a la compréhension de 1’article
de McKean et Singer. Des notions de bases en géométrie différentielle seront supposées connues, on pourra
trouver les notions de base sur les variétés différentielles dans [6, chap. 2-3] et sur les formes différentielles
et I’intégration sur des variétés dans [6, chap. 5-6]. En général, les champs de vecteurs et les dérivées de Lie
associées seront confondus. Pour davantage de détails sur la géométrie Riemanienne, on pourra consulter [3] et
[4, chap. 3-4].

1.1 Variété et Laplacien

Convention (d’Einstein). Une variable libre qui apparait a la fois en indice et en exposant dans un terme sera
sommée. L’ensemble des valeurs parcouru par I’indice de sommation dépendra alors du contexte (en général
sur une variété de dimension n, ce sera {1,...,n}). Ainsi,

a,-b’

désignera en réalité
n
Z a,'bl .
i=1

Définition 1.1. Une variété Riemannienne (M, g) est la donnée d’une variété lisse M et d’une application lisse
g:M— T*M®T*M telle que pour tout x € M, g(x) = g € T,;’M ® T;"M soit un produit scalaire. Etant fixées
des coordonnées locales (x;)1<i<, sur une carte, on pose g;;(x) = gx(dy,, 8Xj) de telle sorte que g = g;;dx' @dx/.

Remarque 1.2. Si on considere des coordonnées locales (x;)1<;<, sur une carte U et (y;)1<;<, sur une carte V,
alors si on note g;;(x) = gx(dy;, dy;) et g;;(x) = gx(dy,, dy;), on a

, 0xk o
8ij = ay, angkl-
... J
Ainsi si on pose A= (%) 1<i<n’ G= (glj) 1<i<n, et G/ = (g;]) 1<i<n on a
1<j<n 1<j<n 1<j<n
G' = AGA'.
. k
Démonstration. On a dy, = %8@{, donc
! y

g;j(x) = gx(gyiv a}'j)
axk oxt
:gx((;iyi XHW x,)
dxk 9x!
= a*y,»a*ngkb

Par la suite, nous supposerons que (M, g) est une variété Riemannienne connexe orientée.

Notation. Si des coordonnées locales x = (x;)1<i<, sont fixées, on notera g* la matrice des g; ; = & i relative
aux coordonnées x.



Propriété 1.3. Etant données des coordonnées locales (x;)|<i<, sur une carte U de M,

a(x) = \/detgdx' A... AdX"

est une n-forme différentielle sur U indépendante des coordonnées locales choisies.

Démonstration. Soient (x;)i<i<n et (yi)1<i<n des coordonnées locales ayant méme orientation sur une méme
carte U. Alors

nooxk nooxk
dx' A AdX = dy' | AL A _dy'
' (£ ) (£ 50)
n ai
=Y e(o) (H Qy::(i)) dy' A... Ndy"
i=1

oes,
puisque dy' A ... Ady" est une n-forme alternée. Donc
dx' A AdX" = (detA)dy' A... AdY".

Or /detg” = \/det(Ag*A’) = (detA) /detg* car detA > 0 comme (x;)1<i<yn et (¥i)1<i<n ONt méme orientation.
Ainsi v/detg¥dx' A ... Adx" = \/detg¥dy' A ... Ady". O

Définition 1.4. En utilisant une partition de 1’unité, on peut alors définir la forme volume associée a la métrique
Riemannienne comme I’unique n-forme différentielle sur M qui en coordonnées locales coincide avec

dvol = +/detg*dx' A ... Ndx"

ot (dy,,...,dx,) est une base orientée positivement de T, M.

Définition 1.5. On définit I’espace
L2(M) = {f:M—> R,/ frdvol < +oo}.
M
C’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire f,g — (f,g);2 = [y, fgdvol. On I'étend aux champs de
vecteurs par (X,Y) = [, ¢(X,Y)dvol.

Définition 1.6. Pour tout x € M, la métrique g induit naturellement un isomorphisme 0t , : TxM — T,;"M par
représentation de Riesz. On en déduit o, : TM 5 T*M = \' T*M. On peut alors déduire de g, un produit
scalaire sur T;*M aussi noté g,. Si des coordonnées locales (x;) sont fixées, on pose g (x) = g, (dx',dx’).

Propriété 1.7. Soit (x;) des coordonnées locales, si on pose G* = (g"/) et G = (g;;), on a GG* =1d, i.e.
gikgkj = 5,-j~
Démonstration. Soitx € M. Soient y,z € T,M, posons y = y' Oy, 2= Z Ox;, 0 x(y) = yidx' et Oy (2) = zidx'. Alors
0o x(¥)(z) = gx(1,2) = &ijy'z/ = yjz/. D’ou y; = g;jy’. Alors comme

8ipy'e = &:(1,2) = 8x(0gx(v), 0 (2)) = &yiz,
on obtient gijyizj = gijgkiykgljzl. D’ou g;; = gikgklglj, ie G = GG*G. Comme G inversible, GG* = Id. O
Notation. Etant donné un fibré vectoriel lisse X de base M, on note I'(X) I’ensemble des sections lisses de X.

Définition 1.8. On peut alors définir le gradient V : €~(M) — ['(TM) par V = a, Tod ot d désigne la
différentielle extérieure et ol les opérateurs o, et d sont étendus aux espaces de sections correspondants.



Propriété 1.9. En coordonnées locales,

8fa

—1L 5,
Vi=g500 (M

Démonstration. Soit x € M. Par définition, V f(x) = a;xl (%dxi), orsiy=y'dy, € M, o (y) = gij»’dx’. D’ou

_ Lijof
Vf - g”W Xj* O
Définition 1.10. L’opérateur div est I'unique opérateur tel que pour tout X € I'(TM) et f € €°(M)

(X, V)2 = —(div(X), f) 2.

Définition 1.11. Etant données des coordonnées locales (x;) I<i<n Sur une carte U de M, et X € I'(TM) on pose

X =X'9,,. Alors
. 1 -
le(X) = Waxi( ! detg") (2)
Démonstration. Voir [8, 1.2.3 p.18]. O

Définition 1.12. On peut alors définir I’opérateur de Laplace-Beltrami par A = —divoV: €= (M) — €~ (M).

Propriété 1.13. En coordonnées locales,

1 L df
Af =— oy (g =—+/detg). 3
f \/(Ttg Xi (g ij € g) ( )
Démonstration. Cela s’obtient en composant (1) et (2). O

Propriété 1.14. Pour tout u,v € €°(M) et X € T'(TM),

V(u) = uVv+vVu
div(uX) = udiv(X)+g(Vu,X)
A(uv) = uAv —2g(Vu, Vv) + vAu

Démonstration. Le gradient Vu de u est I’'unique champ de vecteurs tel que pour tout Y € I'(TM), g(Vu,Y) =
du(Y). Pour tout Y € I'(TM),

gV(uv),Y)=duwv)(Y)=udv(Y)+vdu(Y) = ug(Vv,Y) +vg(Vu,Y) = g(uVv+vVu,Y)
donc V(uv) =uVv+vVu.

La divergence div(X) de X est I’'unique application €™ telle que pour tout w € €= (M), (X,Vw) = —(div(X),w).
Pour tout w € €% (M),
(div(uX),w) = —(uX,Vw) = —(X,uVw) = —(X,V(uw) —wVu) = —(X,V(uw)) + (X, wVu)
= (div(X),uw) + (WX, Vu) = (udiv(X),w) + (gwX,Vu), 1) = (udiv(X),w) + (g(X, Vu),w)
= (udiv(X)+g(X,Vu),w)
donc div(uX) = udiv(X) + g(Vu,X).

Enfin,
A(wv) = —div(V(uv)) = —div(uVv+vVu) = —div(uVv) — div(vVu)
= —udiv(Vv) — g(Vu,Vv) —vdiv(Vu) — g(Vu,Vv) = uAv —2g(Vu,Vv) + vAu
donc A(uv) = uAv —2g(Vu, Vv) + vAu. O



1.2 Connexion de Levi-Civita et courbure

Définition 1.15. On appelle connexion de Levi-Civita 1’unique opérateur V : T'(TM) x I'(TM) — I'(TM) tel
que pour X,Y,Z € I'(TM),

2¢(VxY,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(X,Z)—Zg(X,Y)
+g([X,Y],Z) —|—g([Z,X]7Y) _g([szLX)‘

Propriété 1.16. La connexion de Levi-Civita vérifie les propriétés suivantes :

i) V est bilinéaire
ii) Vf € (gm(M),foY :fVXY
iii) Vf € €°(M),Vx(fY) =df(X)Y + fVxY.
Démonstration. La bilinéarité i) est immédiate.
Soit f € €7 (M),

28(VxY,Z) = fXg(Y,Z) +Yg(fX,Z) — Zg(fX,Y) +8([fX.Y],.Z) +&([Z, fX],Y) — g([¥, Z], £X)
=fXg(Y,Z)+ (fY8(X,Z2) +Y(f)g(X,Z2)) — (fZg(X,Y) + Z(f)g(X,Y))
(X

Y(f
+(f8([X,Y],2) =Y (f)g(X,2)) + (Z(f)g(X.Y) — fg([Z,X].Y)) — fs([Y,Z],X)
=2f8(VxY,2) +Y(f)8(X,Z) = Z(f)8(X,Y) =Y (f)g(X,Z) + Z(f)g(X,Y)
=2g(fVxY,Z).
D’ot ii).
De méme,

28(Vx(fY),Z2) =Xg(fY,Z)+ fY8(X,Z) — Zg(X, fY) +8([X, fY), Z) + g([Z,X], fY) — g([fY,Z],X)
=(X(f)g(Y,2)+ fXg(Y,Z)) + fYg(X,Z) — (Z(f)g(X,Y) + fZg(X,Y))
+(f8([X.Y],.2) +X(f)g(Y.2)) + f¢([Z.X].Y) — (fg([Y.Z].X) — Z(f)8(Y.X))
=2g(fVxY,Z)+X(f)g(Y,Z) = Z(f)g(X.Y) + X (f)g(Y,Z) + Z(f)g(X,Y)
=2¢(fVxY +X(f)Y,Z) =2¢(fVxY +df(X)Y,Z).

Dol iii). m
Remarque 1.17. En fait, VxY (x) ne dépend que de X (x). On peut donc en déduire une application V : TM x
[(TM) — T(TM).

Démonstration. En effet, par linéarité, il suffit de vérifier que si X(p) = 0, alors VxY(p) = 0. Or si on choisit
des coordonnées locales (x;) au voisinage de p et que I’on note X = X'0,, avec X'(p) =0, on a VxY(p) =
Vi, Y(p) = Xi(p)Vaxl_Y(p) = 0. On notera qu’on a utilisé le fait que VxY (p) ne dépend que localement des
chamlps X et Y ce qui est visible via son expression. O

Définition 1.18. On appelle symboles de Christoffel les

v _ 1w, dgu 98 9gij
Li=58 G0 T o ~ o

Propriété 1.19. La connexion de Levi-Civita vérifie les propriétés suivantes :

.0

X = ijox

i) V.0



i)

VX,Y €eT(M), VxY —VyX =[X,Y] “)

iii)
VX,Y,ZeT'(M), X(g(Y,Z)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ). 5)
Démonstration. Les trois s’obtiennent par des calculs directs. O

Définition 1.20. On appelle tenseur de courbure de Riemann le tenseur
R(X,Y)Z = Vy(VxZ) — Vx(VyZ) = Vy x Z.
Des coordonnées (x;) étant fixées, on note Rﬁ. j & les coordonnées du tenseur de Riemann.
Définition 1.21. On appelle tenseur de courbure de Ricci, le tenseur
Ric = R;jdx' @ dx/

ou
R = Rk
1y = SNijk:

Définition 1.22. On appelle courbure scalaire, le champ scalaire :

R=R.=g"R;.

1.3 Géodésiques et coordonnées exponentielles

On supposera désormais M compacte.

Définition 1.23. Un chemin sur M désignera une application [0, 1] — M de classe ¢"'. Soit y un chemin sur M,
on appelle longueur du chemin ¥ la grandeur

! oL
L) = [ ey (1)
Définition 1.24. On peut alors définir une distance sur M par

Vx,yeM, d(x,y) = inf L(y).
) vtq y(0)=xet y(1)=y )

Définition 1.25. Un chemin y est dit critique si et seulement si pour toute famille de chemins (¥ ), e

3l
telle que pour tout € €] — %;—&—%[, Y:(0) = ¥(0), 7:(1) = ¥(1) et 1 = 7, on ait j—e‘gzoL(yg) =0.
Théoréme 1.26. Un chemin Yy est critique si et seulement si Vyy = 0.
Démonstration. Voir [8, p. 80-81]. O

Remarque 1.27. Si on note ¥ = (y',...,7") en coordonnées, on obtient les équations d’Euler-Lagrange pour
1<i<n:

a’y - dy d

R

dr> M dr dt



Démonstration. Soit Y un chemin critique. Alors le Théoreme 1.26 assure que Y est parcouru a une vitesse
constante. En effet par la formule (5),

Donc si ¥ n’est pas une géodésique constante, ¥ ne s’annule pas. Soit x € im(y). Comme ¥ ne s’annule pas, on

dispose d’un ouvert x € U C M tel que 1’on puisse étendre ¥ en un champ sur U. Alors si on note 7 = %ax,-, on
a

Vi¥=Va 5 14
dr %%
J
_dry, d}"‘
dr % dt
ay’ d?’k di/c
=———-Vy di+d(
dr dr %™ * 9
;dyld d?
i dr dr dt
On en déduit la caractérisation des géodésiques par les équations d’Euler-Lagrange. O

Propriété 1.28. Soit x € M. Comme M est compacte, pour tout v € TuM, on dispose de 7, chemin défini sur R
tel que %,(0) =x, %,(0) =vet Vy, % = 0.

Définition 1.29. Soit x € M, on définit I’application exponentielle par exp, : v € T.M — ¥,(1) € M.

Théoreme 1.30. Soit x € M. Alors exp, : T.M — M est un difféomorphisme au voisinage de 0.

Démonstration. Soitv € T,M on a

d d

d(expy)o(v) = T expy(uv) = T
u=0 u=0

d

du o Yo(u) =v

%tv(l) =

car t — %,(ut) et t — ¥,,(¢) satisfont la méme équation et les méme conditions initiales. Donc d(expy)o = Id
donc par théoréme d’inversion locale, exp, est localement un difféomorphisme.

O

Définition 1.31. On appelle coordonnées exponentielles 1’image par exp, de coordonnées orthogonales sur
M.

Propriété 1.32. Soient (x1,...,x,) des coordonnées exponentielles, alors
1
8ij=0ij— gRikjlxkxl +0(|IX]]).

Démonstration. Voir [7, Chapitre IX, Théoreme 5.5 p.260]. O

Définition 1.33. On appelle coordonnées polaires exponentielles les coordonnées définies sur un voisinage de
x € M privé de x, obtenues en choisissant des coordonnées polaires (x;) = (r,0;) sur T,M\{0} .

Propriété 1.34 (Lemme de Gauss). Soient (r,6;) de telles coordonnées. Pour 1 <i<n—1, g(9,,dq,) =

Démonstration. Soit v € T,M. Regardons ce que devient g(d,, dg,) le long de cette géodésique. On a par (5)

arg(ara 89,) = g(va,-arv 89,) +g(ar; Va,ael) = g(ah Va,.ae,-)



car d, = %,. On a alors grace a (4)
arg(arv 89,') = g(ar,Vael_ ar) + [8”89,-}'
Or comme [0, dg,] = (expx)+«([dr,dg,]) = 0, on a, a nouveau par (5)
arg(ar; 891) = g(ah Vagi ar)
1
= —dg.g(dy,0,) =0.

2 (]
Donc g(d,,dp,) est constant sur la géodésique. Or dans R", dy, est de longueur proportionnel a r. Ainsi au
voisinage de x, dg, = (expyx).dg, Iest également. D’ou g(d,,dg,) = 0. O

Théoréme 1.35 (Laplacien en coordonnées polaires). Soit f € € (M), soit x € M et considérons les coordon-
nées normales exponentielles (r,6;) centrées en x. On suppose que f dépend exclusivement de r. Alors

_9*f n—1 d.det(dexpy)\ df
A ==527 ( r det(dexpy) )

or? or’

Démonstration. On fait le calcul a I’aide de (1.13) et du lemme de Gauss (Propriété 1.34). Voir [10, Prop. 4.8

p95-96]. O

2 Construction abstraite du noyau de la chaleur

Cette partie est inspirée de [4].

2.1 Généralités sur les opérateurs auto-adjoints
Définition 2.1. Une résolution spectrale est une famille d’opérateurs {E} }, g telle que :

 pour tout A € R, Ej est un projecteur
s A< A = Im(E;) CIm(Ey)

e A — E; est continue & gauche (au sens de la norme d’opérateur) et tend vers 0 en —eo et Id en oo,

Etant donnée une résolution spectrale {E} }2cr et une fonction mesurable ¢ : R — R, on peut définir
Jo= [ 9(2)dE;
comme un opérateur linéaire de D dans H ou
D= dom(Jy) = {x € H| [ |9()Pd|Exx|* <=}

et pour tout x,y € H,
Vo) = [ @(A)du(2)

ol i est 'unique mesure sur R telle que (] — o0,a[) = (E,x|y) pour tout a € R.



Définition 2.2. Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire A : D — H défini sur un sous-espace D =
dom(A) de H est dit auto-adjoint si A* = A ot dom(A*) = {y € H|x — (Ax|y) est continue sur D} et A* est
I’adjoint de A. Ceci implique que dom(A) = dom(A*).

Définition 2.3. L’ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A : D — H est
p(A) ={A € C|A — A1d est inversible d’inverse continu}.
On appelle spectre de cette opérateur, I’ensemble
spec(A) =C\p(A).

Théoreme 2.4 (Théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints). Pour tout opérateur auto-adjoint A dans
un espace de Hilbert H, il existe une unique résolution spectrale {E; }, cr telle que

A= / AdE), :/ AdE;.
R spec(A)
Démonstration. Voir [9, Théoreme 12.23]. O

On définit alors, pour tout @ mesurable, I’application linéaire @(A) = [ @(A)dE) qui ne dépend que de la
valeur de ¢ sur spec(A).

2.2 Semi-groupe de la chaleur

Définition 2.5. Pour M une variété Riemannienne, soit D(M) I’ensemble des fonctions € a support compact
sur M, muni de la topologie vectorielle suivante : V C D(M) est un voisinage de 0 si et seulement si

1
YU C M ouvert de carte, VK C U compact, Im € N*, {(p € D(K)‘ max  [|0%¢|e < m} cV.

oeN" |o|<m

On appelle alors espace des distributions son dual topologique D'(M), ’ensemble des formes linéaires conti-
nues sur D(M) muni de la topologie faible-*. On construit de méme les champs de vecteurs distributionnels
D' (M).

Propriété 2.6. On a les injections continues suivantes :

D(M) — L2(M) — D' (M) et D(M) < L2(M) < D'(M).

On étend la définition du gradient aux distributions en posant, si u € D'(M) et y € D(M) :
De maniére similaire, on définit le Laplacien distributionnel, si u € D'(M) et y € D(M), par :
(Au, ) = (u,Ay).

On définit les espaces de Sobolev suivants :
W (M) = {ue L*(M)|Vuc [*(M)} C L*>(M)
W, (M) = adhérence de D(M) dans W' (M)
WE(M) = {u e W) (M)|Au € L*(M)}.
W (M) un espace de Hilbert muni de la norme
lullgpr = [laall 2 + [V -

W, (M) est un espace de Hilbert comme sous-espace fermé de W' (M).



Lemme 2.7. R = (A+1d)~" est défini et est un opérateur borné auto-adjoint de L*(M).

Démonstration. Soit f € L?(M). Montrons qu’il existe un unique u € W (M) tel que
Autu=f. (6)

En fait, on peut chercher u dans W (M), car une telle solution appartient a Wi (M). Soit ¢ € D(M). En appliquant
I’équation (6) a ¢ et en utilisant les définitions du Laplacien et du gradient distributionnels, on obtient

<M, W)Lz + <VuaVW>L2 = <f’ lpU>L2'

Comme ’injection H' (M) — L?(M) est continue et H} (M) est complet, le théoréme de représentation de Riesz
assure I’existence de u. De plus, 1’égalité précédente assure que

2
lullz2 < A1z el 2

D’ou ||R|| < 1 et donc R est borné. Comme R borné, pour montrer qu’il est auto-adjoint, il suffit de montrer
qu’il est symétrique. Or soient f,g € L>(M), 1égalité précédente appliquée en y = Rg assure que

<Rf7Rg>L2 + <VRfaVRg>L2 = <faRg>L2

ce qui assure la symétrie. O

Théoréme 2.8. L’opérateur A: Wi (M) — L*(M) est auto-adjoint positif. Son spectre est donc inclus dans R.;..

Démonstration. Commencons par montrer que A est symétrique et positif. Cela résulte de la formule de Green,
siu,v € W (M) et y € D(M), alors

(W, Au) ;2 = (Vu, V),

par définition de la divergence distributionnelle. D’ou, par densité de D(M) dans W (M), —A est symétrique
positif. Il reste & montrer que dom(A) = dom(A*) = WZ(M). Or A= R~! —1Id avec R = (A+1d)~". 11 suffit
donc de montrer que R~ est auto-adjoint sur WO2 (M). Comme A symétrique, R~! est symétrique. Il reste donc
a montrer que

dom((R™1)*) € dom(R™").

Par définition, on a
dom((Ril)*) ={ye Lz(M),Hf € Lz(M),Vx € dom(R*l), (R*lx,y>,_z = (x,f)2}

Soit y € dom((R™")*), on dispose de f € L*>(M) tel que Vx € dom(R™"),(R™'x,y);> = (x, f);2. Alors comme
R~! est symétrique pour tout x € WO2 (M),

(R, Rf) 2 = (6, f)p2 = (R x,y) 2

ce qui assure que y = Rf et donc y € dom(R™!). O

Avec @(t) = ¢!, on peut donc considérer ’opérateur P, = @(A) = e~ : L>(M) — L*(M) ou D C L*(M).

Propriété 2.9. La famille {P, };>¢ est le semi-groupe de la chaleur. Pour tout t > 0, P, est un opérateur linéaire
continu auto-adjoint de L*(M) dans lui-méme qui vérifie :

i)Vt >0,|R] <1

ii) PPy = B
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iii) Pour tout f € L*(M) t > P,f est continue

iv) Pour tout f € L*(M), u(t) = P.f est l'unique fonction vérifiant u(0) = f et % =—Au.

Démonstration. i) Soitz >0,ona||R||= sup et < 1.
AeSpec(—A)
ii) Cela résulte du [9, Théoréme 13.24] : si @ et Y mesurable et ¢ bornée, alors

P(A)y(A) = oy(A)

et du fait que e Ao = (94

iii) Soit f € L2(M), le résultat résulte du théoréme de convergence dominée et du fait que (e ~**); g , est
uniformément borné pour s € [0, 4.

iv) Soit f € L>(M), ona Byf = f. De plus

d . Pt+sf_ Plf
“pPf=1lim-2>L "t
dt If sg% S
oo ,—SA
—1
—lim [ & e rgE, ¥,
s—0.J0 s

En appliquant I’'inégalité
le® —1] < |0e?)

on obtient pour s €] — €; +¢|,

efsl -1

I eftit‘ < lefl(zfe).

s
. —sA __ . L . L

En prenant € assez petit, |%e"’l\ est uniformément majoré pour s €] — €;+¢€[. Par convergence do-
minée,

d oo

hf= —/ e ™ dE, f.

t 0

En utilisant le [9, Théoreme 13.24], on obtient

d
Eptf = —ARf.

2.3 Théoremes de régularité

Soit Q C R” ouvert, on définit les espaces de Sobolev,
WE. = {u € L},| pour tout multi-indice o tq |t| < k,0%u € L3,.}
que I’on munit de la norme
Ifl5e =X 10 715.
|o| <k
On notera par la suite £ la transformée de Fourier dans R” de f € €5’ () et * le produit de convolution.

Lemme 2.10. [l existe C,C’ € R’ tels que pour tout f € W/ZC
C [ VFEP+ERIE <IfIZ <€ [ 17E)R(1+[ER) ae. ™
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Démonstration. En effet par 1’égalité de Parseval,

115 = X 1%1)112

|oe|<k

= ¥ [ IgeFE)Pas

o<k

= | (Y E*P)IF(&)PdE.

R” ‘(X‘Sk

Or ¥ <k|X %2 et (1+]X?|)* sont polynomiales de méme degré, on peut donc trouver des constantes C et C’

telles que
C+IX*) < Y XUP <1+ X2,
|| <k

ce qui permet de conclure.

Lemme 2.11. Soit u € W*(Q) avec k > n/2 a support compact. Alors u € € (Q) et
suplu| < Cllu|y

ou C ne dépend que de n,k et Q.

Démonstration. Soit u comme dans 1’énoncé. Alors par Cauchy-Schwartz :

2
(fanag) < [ @Pa+ightas [ a+1p)taz.
L’hypothése k > 4 assure que [ (1 +|&|*) *d& converge et donc

[ 1a@)ldg < Clully.

Ceci nous assure que I’on peut obtenir u en prenant la transformée de Fourier inverse de i, i.e.

() = o [ ae)ea

(2m)"/2 Jr
qui est continue par convergence dominée et sup|u| < C|ul|y«. O

Théoréme 2.12 (de Sobolev dans R"). Soit Q C R" ouvert. Pour tout u € Wt _(Q), pour tout m € N, si k >

m+n/2 alors u € €™ (Q). De plus, si Q" C Q' C Q d’adhérence compacte les uns dans les autres, alors

llullem@ry < Cllullyray)-

Démonstration. Soitu € W _(Q) avec Q ouvertde R" et k > n/2+m. Soit Q' C K C Q" C Q avec K compact et
Q' Q" ouverts d’adhérence compacte dans Q. Soit ¥ une fonction < (Q) telle que W = 1 sur Q' et supp(y) C
K. Alors yu € 65°(Q") et yu € WK(Q"). Soit || < m un multi-indice, alors 0% (yu) € W&—(Q") avec k —m >
n/2.Le lemme précédent assure que 0% (yu) € € (Q") et donc yu =u € C"(Q’) et ce pour tout Q/, ce qui assure
que u € " (Q). O
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On définit I’espace de Sobolev W ! = {u € D'(M)|||ullyy-1 < +oo} oln

o = sup @)
oepm\ {0} | @llw1

Lemme 2.13. On considére Q C R" un ouvert et L = 9;(a™J (x)d;) un opérateur différentiel tel que la matrice
des (a'7) soit symétrique définie positive sur Q. Pour tout entierm > —1, siu € L} (Q) et Lu € W (Q), alors

loc

u € W2(Q). De plus, si Q" C Q' C Q d’adhérence compacte les uns dans les autres, alors

[lullymz(@ny < Cllull 200 + 1Latllwmery)

oit C ne dépend pas de u.
Démonstration. Voir [4, Théoréme 6.9]. ]

On définit I’espace de Sobolev WX (M) = {u € L2 |u,Au,A’u,...,A*u € L2 (M)} muni de la norme

loc loc
k .
£ llwae = YA 2
i=0

Théoréme 2.14 (de Sobolev). Si M est une variété Riemannienne de dimension n, pour tout u € W[%)]Z(M ), pour
toutm € N, si k > m/2+n/4 alors u € C"™(M). De plus, si Q C M d’adhérence compacte, K C € compact et
k>n/4,

5114(P|M| < Cllullyaxq)-

Démonstration. Soit U une carte de M et des coordonées locales (x', ...,x"). Posons U’ = x(U) et p = \/det(g)
et considérons I’opérateur défini sur D(Q) par L' = —p~19;(pg"/d;). On peut étendre L a D/(Q) en étendant
les dérivées partielles de maniere antisymétrique et en étendant la multiplication par une fonction lisse de facon
symétrique. On peut alors transporter L' en un opérateur sur D'(U) noté L. On dispose également de A défini
sur D'(U). Par I’expression de la Propriété 1.13, L et A coincident sur D(U), et on cherche a2 montrer qu’ils
coincident sur WZ%C(U ) car cela permettra alors de transporter le théoréme de Sobolev valable sur Q a U. On
note A la mesure de Lebesgue sur R” et it la mesure sur M. On a alors si u € D'(U) et ¢ € D(U),

(Lu,@) = (—p ' di(pg" dju), ) = —(i(pg"/ dju),p~' @)
= (pg"dju,di(p~" @) = (dju.p™d:(p~"9))
=—(u,d;(p"i(p~"'9))) = (u,pLp ' ).

Supposons que u € W2 _(U). On a alors si ¢ € D(U)

/UA(M)fpdfl:/UA(M)fpp“du:/UuA(<pp‘1)du

:/UupL((pp’l)dl:/UL(u)q)dk.

D’ou L et A coincident sur leo .- Ainsisiu € leolé (M), en appliquant le lemme précédent a L, on obtient comme
u,L'u,(L')u,...,(L')*u € L*(Q) que u € W*(U). Donc u € €™(U) par le théoréme de Sobolev appliqué a U
ouvert de R". L’inégalité découle de I’inégalité du Lemme 2.13 et de celle du Théoréme 2.12 O

2
loc

En particulier, si A*u € L? pour tout k € N alors u € €.
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On travaille maintenant dans R"*! que 1’on dote de coordonnées 7, x, ..., x,. On définit les espaces de Sobolev
anisotropes dans R"*! :

VE(Q) = {u € L*(Q),0%u € L*(Q) pour tout multi-indice « tel que [o] < k}

ol [a] =200+ ot + ... + 0.

Théoreme 2.15 (de Sobolev anisotrope). Soit Q C R". Pour tout u €'V,

X (Q), pour toutm €N, sik >m+n/2
alors u € C"(Q).

Démonstration. Cela résulte simplement du fait que V¥ (Q) — W2 (Q) et du théoréme de Sobolev isotrope. [

Lemme 2.16. Soit P = p(x)0, — d;(a; j(x)0;) un opérateur différentiel sur Q ouvert de R"! avec p >0, (a; ;)
symétrique défini positive et ces deux fonctions ne dépendant pas de t. Alors si u € L? (Q) et Puc V! (Q), on
aucV"i(Q).

loc

loc

Démonstration. Voir [4, Théoreme 6.21, p.177]. O

Théoréme 2.17 (de régularité parabolique dans R"). Pour toute distribution u sur Q ouvert de R"!, si d,u —
Au € €= alors u € €.

Démonstration. Posons Pu = d,u — Au. Si Pu € €*, alors pour tout k € N, Pu € V/;C(Q) Le lemme précédent
donne alors que pour tout k € N, u € V¥ _(Q). Le théoreme de Sobolev anisotrope assure que u € ¢(Q). [

Théoréme 2.18. Pour toute distribution u sur R, x M, si dju+Au € €= (R, x M) alors u € €= (R, x M).
Démonstration. On reproduit la démonstration du Théoreéme 2.14 en s’appuyant sur le lemme précédent. [
On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 2.19. Pour tout f € L*(M), u(t,x) = P.f(x) est €= sur R, x M.

2.4 Noyau de la chaleur

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, on obtient :

Théoreme 2.20. Pour tout x € M et t > 0, il existe une unique fonction p;, € L>(M) telle que pour tout

fELXM), Pf(x) = [y pix(y)f (y)dy.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que ¢ : f — P, f(x) est borné pour tout x € M et t > 0. Or soit K C M
compact contenant x € M, on a

k .
I8l = T2 A
1/2
-y ([ raz )
AP
<Y (7)1l
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en utilisant que pour tout A € R, |[Afe~"*| < (%)l e~ que I’on obtient par une étude de fonction. D’olt

1Pl < L4151 £lp2-

L’inégalité donnée par le Théoréme 2.14 permet de conclure que

SLI‘(P‘Ptﬂ <C(L+1)| £l

et donc @ est borné. O

Définition 2.21. Pour tout x,y € M ett > 0, on pose p;(X,y) = (P;/2.x, Pi/2,y) le noyau de la chaleur sur M.

Lemme 2.22. Soit f € L>(M), 5,t >0 et x € M, alors

Pysf(x) = ' /M (Ps.z> Prx) 12 f (2)dz.

Démonstration. En utilisant que P, = P, Py et la symétrie de Py, on obtient

PtJrsf(x) = PIPSf(x) = <pl,XaPsf>L2
= <Pspt.,X7f>L2 = /MPsPt.x(Z)f(Z)dZ

:/ <ps,zapt,x>L2f(Z)dZ'
M

O
Lemme 2.23. Soient x,y € M ett > 0, alors (ps x, pi—s,y) 12 ne dépend pas de 0 < s <.
Démonstration. Soit0 <r <s <t¢, alors
(Ps,xs Pr—sy) 12 = PsDr—s,y(%)
= PP rprsy(x)
= /A./IPr,x(Z)<Psfr~,zvpl*s.,y>L2dZ
=P prx(y)
= (Proxs Pr—ry)12-
O

Théoreme 2.24. Le noyau de la chaleur a les propriétés suivantes :

i) VYx,y € MVt >0, p;(x,y) = p:(y,x)
i) Vf € L*(M),Yx € M.Vt > 0,Ff(x) = [y p:(x,y)f (y)dy
iii) Vx,y € M,¥s,t > 0, pris(x,) = [y Pe(x,2) ps(z,y)dz
v) Yy € M,u(t,x) = p;(x,y) est € et satisfait I'équation de la chaleur dju = —Au.

v) Vf € 6> (M), [y pi(x,y)f(y)dy — f(x) quand t — 0 ou la convergence est uniforme sur tout compact
pour toutes les dérivées.

vi) pi(x,y) est € ent,x,y simultanément, i.e. est une fonction € sur R%. x M x M.
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Démonstration. i) La symétrie découle directement de la Définition 2.21.

ii) En utilisant la Définition 2.21 et le Lemme 2.22, on a
RS = [ (pipespipdind Qe = [ pn2)f )z

iii) En utilisant le Lemme 2.23 et la Définition 2.21, on a p;(x,y) = (Psx, Pr—sy) si 0 < s <t. De plus la
Propriété ii) assure que p;(x,.) = pr presque partout. Donc

/M Pi(%,2)Ps(2,9)dz = (Pt xs Psy) 12 = Pits(X,Y)-

iv) Soient 0 < s <tetx,y € M, alors

M(tax) = Pt (x,y) = <pt7s,x»ps,y>L2 = Ptfsps.y(x)'

D’aprés le Théoreme 2.19, u est € et d’apres la Propriété 2.9-iv), u est solution de 1’équation de la
chaleur.

v) Soit f € €;°(M). Comme

1B =Dl = [ 21— dl s
2k 00
par convergence dominée, P, f ¥, f pour tout k € N quand ¢ — 0. Donc P, f - f quand t — O par le
Théoreme 2.14.

vi) Voir [4, Théoreme 7.20 p.208].

3 Diagonalisation du Laplacien

3.1 Théoreme de Rellich-Kondrachov

Définition 3.1. Soient X,Y deux espaces de Banach. Une application 7 : X — Y est dite compacte si T (Bx (0, 1))
est d’adhérence compacte dans Y.
Théoreme 3.2 (Rellich-Kondrachov dans R™). Soit Q un ouvert relativement compact de R". L’inclusion

H}(Q) — HY(Q) = L*(Q) est continue compacte d’image dense.

Démonstration. La densité et la continuité sont évidentes. Il reste a montrer la compacité. Soit (f,) C By, ! 0,1),
et ¢ € 65°(R") a support compact tel que ¢ = 1 sur Q. Alors

V()R = V() (&)
= V(@) (E)F
= | [ VoE—e)fi(enel
< CENAIE < @Il <CE)
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par Cauchy-Schwarz avec

c(&)= [ IVo(E —e)|de.

Ainsi comme C est continue, si 7 > 0, (V£,) est uniformément majoré sur Bgrx (0, r). Par Arzéla-Ascoli, quitte a
extraire, on dispose de f tel que une suite extraite de (f,) converge uniformément vers f sur Bgn (0, r) pour tout
r > 0. On renomme cette suite (f,). Alors soite >0etr >0

o= Sl = [ (&) ~ Fule) P

= |Fu(€) = fun(e)Pde + |Fu(€) = fin(E) P de

le|>r le|<r
Or
[ &)= fu@)Pde < 1 [ 1fule) = ful@)P(1+ |ePde
le|>r 1+r le|>r
1 2
S L
<
142 rI)w

On peut donc choisir r > 0 et n tel que ﬁ < eetpour tout p > n, || f, — fu lloo.Bn (0.r) < 7152 - Cela nous donne
alors

£ = fullf2 < 3€

pour tout n,m > p. Ainsi (f;,) de Cauchy dans L? complet, donc convergente. O

Théoréme 3.3 (Rellich-Kondrachov dans M). L’inclusion H' (M) — H°(M) est continue compacte d’image
dense.

Démonstration. Soit f, C H' (M) borné. Soit (U;, ¢;) un atlas fini de M avec U; borné et (p;) une partition de
I’unité subordonné aux @ (U;). Par compacité, on peut supposer que dans chaque carte les g/ sont borné. Fixons
i et considérons

gn = (Pifn) © @i-
La suite (g,) est alors bornée dans Hl (U;) grace a (1). Par le théoreme de Rellich-Kondrachov dans R”, une
sous-suite de (g, ) converge dans L?(U;). En extrayant successivement, on obtient 4; € L?(U;) et y une extraction
telles que

L*(Up)

(Pify(n)) o @i ol

Alors )
L*(M) o
fq/(n) n_>_+>oo ;hl °p; .

3.2 Diagonalisation du Laplacien

Lemme 3.4. Soit H un espace de Hilbert, T un endomorphisme continu symétrique compact de H. Alors il
existe A € R et (u,) C H tel que ||uy|| =1, |T (un) — Auy || " Oet |T||= |7l
n——+oo
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Démonstration. Soit (u,) une suite de H telle que |ju,| = 1 et [{T (u,),un)| - IT||- Quitte a extraire, on
n—s+oo
dispose de A € R tel que (T (up),un) = A. Alors
n—s~oo

0 < ||IT () — Aup||* < 2A4% =24 (u,, T (1)) — O.

n—y—+oo
O

Théoreme 3.5 (Hilbert). Soit H un espace de Hilbert, T un endomorphisme continu symétrique compact de H.
Alors T est diagonalisable en base orthonormale : il existe Ay, A1,... € R et ey, eq,... € H tels que Te; = Mey,
pour tout k, (ex)ren est une base hilbertienne de H et A — 0,k — oo,

Démonstration. Supposons construits Ay, Ay, ..., A et eg, e, ..., ex. Posons
Hy={x € H|{x,e1) = (x,es) = ... = {x,e) = 0}.

Alors T}y, est un endomorphisme compact symétrique de Hj car Hy est stable par 7. Donc d’apres le lemme,
on dispose de A € R et (u,) C Hy tels que ||uy|| = 1, ||T (un) — Lun|| " 0 et ||7jg, || = |4|. Par compacité, on
n oo

peut extraire une suite de 7' (u,) qui converge vers v. Alors

Or on a alors T (u) = v = Au. Il reste donc & montrer que A, — 0,n — oo. On a déja que (A,) est décroissante.
Supposons qu’il existe € > 0 tel que ¥n € N, A, > €. Alors si on pose v, = €A, 'u,, on a ||v,|| < 1 et pourtant
T(vy) = €uy, pour tout n € N . Donc ||T (v,)|| = € pour tout n € N et les T(v,,) sont deux a deux orthogonaux,
ce qui contredit la compacité de T'. L

Théoreme 3.6 (Diagonalisation du Laplacien). Soit M un variété Riemannienne compacte. Alors A est diago-
nalisable en base orthonormale : il existe 0 <Ay <A < ... €Retep,eq,... € €~ (M) tels que Aey, = Agey pour
tout k, (ey)ren est une base hilbertienne de L*(M) et A — o0,k — oo. On appelle alors spectre de M la famille

Ao, Aty e

Démonstration. D’aprés le théoréme de Rellich-Kondrachov : H' (M) < H°(M) = L*>(M) est continue com-

pacte d’image dense. Alors pour tout 4 € L>(M), v € H' (M) > (v,h),> est continue donc on dispose par Riesz
de Th € H' (M) tel que (v,h);2 = (v, Th) .

Lapplication T : L>(M) — H' (M) est continue donc T : H' (M) — H' (M) est compacte comme composée d’une
application continue et d’une application compacte. On vérifie qu’il est symétrique. Donc T est diagonalisable.
En posant (e )ren une base de diagonalisation associée aux valeurs propres (L )xen, on a pour tout u € H' (M),
Uy — 0,k — oo et

Hic{ersu) g1 = (Miers ) gy = (T (ex),u) 1 = (ex,u) 2

Ce qui se réécrit si u € €°(M), comme

(L (ex +Aep),u) 2 = (e, u)p2.

1
Aek = ( - 1) €.
Mk

Ceci assure que les (e) forment une base de diagonalisation associée aux valeurs propres Ay = i —1 — oo,

Ainsi

Le théoréme de Sobolev (II- Théoréme 2.14) assure qu’ils appartiennent bien & € (M). O
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4 Construction calculatoire du noyau de la chaleur

Toute cette section ne concerne que les variétés compactes. Elle présente une construction explicite du noyau
de la chaleur. La méthode est inspirée de [8], [1], [2], [5].

4.1 Définition et unicité

Définition 4.1. Soit M une variété Riemannienne compacte. Un noyau de la chaleur sur M est une application
p:MxM xR, — R continue telle que :
1. p(x,y,t)estC'ent,C*enyet p+Ap=0

2. pour toutx € M, p(x,-,1) — &, quand  — 0T au sens distributionnel ; autrement dit, pour tout f € € (M),

hm/pxy, Vdy = f(x).

t—0t

On commence par montrer I’unicité du noyau de la chaleur. Cela découle du théoréme suivant.

Théoreme 4.2. Soient M une variété Riemannienne compacte, p(x,y,t) un noyau de la chaleur sur M, 0 < A; <
A < ... le spectre de M, @1, @2, ... la base orthonormée associée. Alors pour toutt > 0 et x,y € M,

p(x,y,t) = kzoeit&{(pk(x)(pk(y)

ot la somme converge absolument en tout (x,y,t). En particulier, p est unique et ¥ j~ge~ Y = [ p(x,x,1)dx.

Démonstration. Pour tout t € R*. et x € M, on pose p(x,-,t) = Y fi(x,1) @y ol 'égalité a lieu dans L*(M). On
a donc

i) = (ple-1),90) = [ pleyn)u(s)dy

On sait que p est C' en ¢, C? en x et M est compact donc on peut dériver sous 1’intégrale et obtenir
i) =3 [ peyne)dy= [ aptryne)dy= [ ~Ap(yaed)dy
= [ ~plerna )y = [ =pleyn M)y = A [ plen)ge(r)dy = —Aufi(x)
donc fi(x,1) = e Mg, (x). De plus, pour tout u € €=(M) C L*(M),

u(x) = 11151(,p(x,- )= lim (1, )" e M g (x) ) —hm Ze Ml g () (u, 1) = Y () (1, )

1= ) " >0 k>0

ou la somme converge absolument.

Montrons que pour tout / > 0, g; = ¢;. Fixons [ > 0. Puisque ¢~ (M) est dense dans L?(M), il existe une suite
(un)nen de fonctions de € (M) telle que u,, — ¢; pour la norme L? donc Y >0 8k (X) (un, @) converge vers g;(x).
Ainsi, (u,) converge ponctuellement vers g; et converge en norme L vers ¢. Quitte 2 extraire une sous-suite,
(uy) converge presque partout donc g; = ¢ presque partout.

On a donc p(x,-,1) = Yy e M@ (x) @y ol la convergence est dans L2 donc presque partout quitte 2 extraire une
sous-suite de sommes partielles. De plus,

<p(x7'7t/2)7p(xl7'7t/2)>:Zei(l/z)kkq)k(x) I/Z)LA(P Ze Mk(Pk )(Pk( )
k
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donc la somme converge simplement vers une fonction continue qui ne peut étre que p(x,-,7) donc p(x,y,t) =
Y0 e "M @ (x) @i (v). En intégrant par rapport a2 x = y, on obtient Yi>0 e = [, p(x,x,t)dx par convergence
dominée. O

4.2 Développement de Minakshisundaram-Pleijel

) ol?
Dans R”, le noyau de la chaleur est donné par p(x,y,t) = ﬁe . Lidée de la construction de p sur M
)2
est de partir d’une fonction semblable sur M et d’ajouter des termes de correction.

Soit € > 0 tel que pour tout x € M, exp, : B(0,€) — M soit injectif, donc un difféomorphisme sur son image.
Soit Ug = {(x,y) € M x M|d(x,y) < €}. On définit sur U la fonction

G(x,y,1) = e 4
et on va chercher comme solution une fonction de la forme
Sn(x,y,1) = G(x,y,1) (Ztukxy>

Lemme 4.3. Avec L = A+ 0, en fixant x € M,

r (9 6 .x y k—1 r N k
LSy =G Ztukxy ZtAukxy Zkt ug(x,y) tharuk(x,y)
2t 0(x,y) = ) =0
our=d(x,y), d, est le champ radial centré en x et 0(x,y) = \/det(g(y)) ot g est la matrice du produit scalaire

sur M pour la carte exp,.

Démonstration. Pour tout x,y € M ett € R* , en utilisant la Propriété 1.14 et le Théoréme 1.35, on a :
G0 t) = Gloyt) (-4 2
t x,y, - )C,y, 2l 4l2
_ k—1
9, Sy (x,y,1) = G(x,,1) < 4t2) (Zt g (x,y) ) +G(x,3,1) (Z ket (x,y) )
_ k—1
_G(x,y,t)<<—+4t2>2tukxy —l—Zkt uy )

ASy(x,t,y) = AyG(x,y,t (Zt uy (x,y > + G(x,y,1) (ZtkAyuk(x,y)> 2(VyG(x,y,1) Zt Vyu(x,y))
k=0

Gleyt) = — e, 9,6y = —— (-2 ) e s =—LGlrpr)
X00) = e +, X00) = [ - ]ée ¥ =—= X0 1)s
Y (47t) rony (4m)s \ 4t 2 Y

(4n1t)3< 4 ( >2>e = (—21t+4r;2> G(x,y,t)

AG(x,y,t) = =0, G(x,y,1) — (n— ! 8 9 (x,y ) 3,G(x,y,t)
B 17 nfl 3,0 (x,y) r
- —G(XJ’J) (_2l + 41‘2) - < r + 6(x7y) ) ( ZI) G()C Y )
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I G(x,y,1) =




no 2 ro6(xy)
- <2t_4l‘2 Z 9(x7y) >G(xayat)'

Et comme G est une fonction radiale, d’apres le lemme de Gauss (Propriété 1.34),

N
(VyG(x,y,1) Zt Vyug(x,y)) = (9,G(x,y,1)) (Z;karuk(x,y)> 2tG X,y,1) (Zt Oruy (x y))
k=0

En combinant toutes ces identités, on obtient bien

LySN :AySN + 8,SN

no .0 (x, N
— <2t — 4“2—1—866()(6’;)))) (x, 9t (Zt u(x,y ) G(x,y,t) <2tkAyuk(x,y)>
+2 ny, (Ztkauk ,y)>+G(x,y,t)<( 4t2)2tukxy +Zktk ! xy)

2,0(
G(x7y7t)<r (x,7) Ztukxy +ZtAukxy+ Ztauk X,y) Jertk L ( ,y))

2 6(x,y) =,
O
Lemme 4.4. On a L,Sy(x,y,t) = G(x,y,1)t" Ayuy avec
1 1 . -1 -1
)= o )= e 57 B expulsexpi ()8 (xexpy (sexpy ().

Les fonctions uy ainsi définies sont € sur M x M.

Démonstration. Le résultat du lemme précédent se réécrit

N-1
LySN ZG(X,)’J) < Z Ck(xay)tk+A)‘uN(xvy)tN>
k=—1
r9:0(x,y)
2 8(x,y)
2,6
Cr(x,y) = (; B(ixy)))) (k+ 1)) U1 (%, ) + Ayug (X, ) + rorugi 1 (x,y)  pour 0 <k <N-—1.

Cfl(xay): MO(xay)+rarM0(xvy)

On doit donc choisir les u; de sorte que les plus petites puissances de ¢ disparaissent, ie. C; = 0 pour —1 < k <
N — 1, ce qui revient a résoudre les équations différentielles ci-dessus.

Pour C_1, on obtient une équation différentielle du premier ordre

~19,6(x,y)

20 (x,y) o (%, )

aru()(xay)

dont la solution est |
6(x,y)

ou I’on a fait un choix de constante égale a 1 (qui sera utile pour la suite).

uo(x,y) =
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Pour Cy, on obtient une équation différentielle du premier ordre avec second membre

<r9 -6(x,y)

ol I’on a décalé les indices de 1. L’équation homogene associée est

rad.0(x,y
rdnne) == (520 k)
dont une solution est ,/wm (x,y) == ;( 5 On procede ensuite par variation de la constante : on écrit 1y (x,y) =
ry/0(xy

A(x,y)ul™ (x,y) donc

0,A
rk— 1\/>

—Ayutg—y

9,0 9,0
(; r@ ) ug +rouy = (; r@ ) A" 4 rAQ ™ + ru" 0,A = rul"9,A =

donc en intégrant

Alx,y) = /0 g \/ 0(x, epr(f expr ' (¥))) Ayt (x,expx(é exp; ' ()))ds

P[5 o enp, (sexp ()1 (ke sexp; ()

u(x,y) = Alx, y)ui"""(xay)

1
k—1 —1 -1
- |51 0w exp.lsexpr () A1 (x.exp(sexpy ! (3))ds
V G(xyy) 0
ol on prend une constante d’intégration nulle de sorte que u(x,x) soit bien défini. Le caractere € des u; se
montre alors par récurrence en remarquant qu’on intégre une fonction € sur un intervalle compact. O

Théoréme 4.5. Pour tout x € M, uo(x,x) = 1 et uy (x,x) = tK(x) ot K est la courbure scalaire.

Démonstration. Par définition de 6, 6(x,x) = 1 pour tout x € M donc up(x,x) = 1.

Pour k = 1, en utilisant la définition de u; et le fait que exp,(0) = x donc exp, (sexp; ! (x)) = x,
1 1
up(x,x) = ——— / vV 0 (x,x)Ayug (x,x)ds = —Ayup (x,x)
v/ 0(x,x) Jo

ol uy = ﬁ, 6 = \/det(g). D’apres la Propriété 1.32, siy',...,y" désignent les coordonnées normales basées en
XEM,

gu( ,: Z le]l y y +0(||y|| )
kl 1

Autrement dit

g(y) = I+A(y) avec A(y <Z Rixji(x ) +0(|lylI°)
ij

y=0 Ki=1

donc en particulier A(y) = O(||y||?) (on identifie ici implicitement y € M et sa représentation en coordonnées
locales y = (y',...,y") € R™). On a alors

i=1 k=1 kl 1

n n
z(z )*0 17 =~ 3 Ricw(y'y! + Ol
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det(g(y)) =det(I +A(y)) = 1+ Tr(A(y)) + O(IA)*) = 1—* Z Ricy (x)y*y' +O(|ly[l*)
kl 1

1 n
0(x,y) =\/det(g(y)) = 1— ¢} Ricu(x)y"y' +O(y[*)

ki=1

1 1 & k 3
uo(x,y) =—— = Ric +0
o(5) =i = 1+ 5 X Rieulaby +0(1p1)
1 & . 1 & 1
Aypoto(3) =y5 3 28uRieu(x) +O(1al) = & ¥ Ricu(x) + 0(Ibl) = gK o)+ (1)

k=1

ou la derniere égalité provient de I’unicité du développement limité. On utilise ici le Laplacien Euclidien clas-
sique. Avec y = x on a donc Ay rutg(x,x) = %K (x). Mais le Laplacien classique et le Laplacien sur M coincident
en x pour les coordonnées normales (au signe pres) donc u (x,x) = —Ayug(x,Xx) = Ay rrug(x,x) = 1K (x). O

4.3 Existence et construction du noyau de la chaleur

Soit ) : Ry — [0, 1] une fonction € qui vaut 1 sur [0,€/4] et O sur [€/2,+oo. On pose Hy : M x M x R} — R
définie par

0 sinon

H, ()C y7l) = {SN(X,y,t)n(d(x,y)) si d(x,y) < €

autrement dit Hy (x,y,1) = Sy (x,»,7)f (x,y) ou 7 (x,y) = n(d(x,y)).
Lemme 4.6. La fonction Hy vérifie les propriétés suivantes :
e elle est € sur M x M x R%,
* pourtoutx € M, @ € N" et T >0, [y, oY Hy(x,y,t)dx est borné sur (y,t) € Mx]0,T]

o LyHy(x,y,t) = O(t"N"/2) quand t — O uniformément en x,y. Autrement dit, t“N*"/2L Hy (x,y,t) est borné
y q y
sur M x M x]0,T] quel que soit T > 0. Plus généralement, dans toute carte, pour tout o, € N" et y € N,
axaa}ﬁ(;tYLyHN _ O(tN—(n/er\ocIHBHZy))

e pour tout x € M, Hy(x,-,t) — O, quand t — O au sens distributionnel et plus généralement, pour tout
o €N, %Hy(x,,t) — d%8;

s pour tout’y € M, Hy(-,y,t) = &, quand t — O au sens distributionnel et plus généralement, pour tout
o €N, dFHy(-,,t) = d%4,.

Démonstration. Hy est € sur M x M x R*. car Sy et 7] le sont.

Pour le deuxiéme point, pour tout (y,¢) € M x]0,T],

< ‘/ Hy(x,y,t)dx| + / Hy(x,y,t)dx
M\By(y.€/4) By (y.e/4)
3 1 an? (&,
nix,y Te M T up(x,y dx
/M\Bm»sm ( )(4m)7 <kzo . )>

< Ao (L M) |
= X,y w€ d Up X,y X
M\By(y,e/4) (4me)2 =0 ¢

’/MHN(x,y,t)dx

HN(xvyat)d‘x

’/M\BM(»SM)
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/ HN(xvyat)dx
BM(yvg/4)

1 _(e/9? N
< e [ i
(4mr)2 M

———

N
Yl (Z t"luk(x7y)|> dx=0(1)
k=0

borné pour 7 €]0,7]

- / SN()C,y,t)dX
Bu(y.g/4)

:/ Sw( exp} ),¥,t)/ det(g(x))dx
B(0,e/4)
1

(Zl‘ Uj exp)

(0.6/4) (47::)% =

< / : ne’%
B(0,e/4) (4mt)2

|
T

Zl Uy exp}

borné pour (x,y,7) € M x Mx]0,T|

) \/det(g(x))dx
v det(g dx

borné sur {(x,y,7) € M x Mx]0,T]|d(x,y) < &/4}

1w,
1)/” GaTe dv=0)

donc la deuxieme propriété est vraie pour @ = 0. Pour o quelconque, on a toujours |, M\By (v.e/4) HN (x,y,1)dx

borné car de la forme r*e~7 f(x,y,t) avec f bornée. De plus,

0%Hy (x,y,t)d
/BM ey VD)X

8,0‘/ Hy (x,y,t)dx
" Jouer TR

9 / v (expy(x),,1)+/det(g(x))dx
B(0,£/4)

I N
= 89‘/ ,, 747 *ug (exp, (
Y JB0,e/4) (4m1)2 (kgz) y*
_ / ST i (ex
<0e/4>( i’ = B
~ JB(0,e/4) (4717)% 3 k=0 Byl

comme précédemment donc la deuxieéme propriété est démontrée.

)de
)de
e

Montrons que ¢~V +n/ 2LyHN (x,y,1) est borné au voisinage de ¢ = 0. Par compacité de M, il suffit de montrer
qu’elle est localement bornée, ¢’est-a-dire que pour tout (xo,yo) € M x M, elle est bornée sur un voisinage de

(x0,¥0,0). Pour cela on distingue les cas.

Si d(x0,y0) > €, puisque Hy est identiquement nulle sur ((M x M)\U; ) X R%, N2 Hy(x,y,t) est identi-
quement nulle sur un voisinage de (xp,yo,0) donc se prolonge continiiment par 0.

Si d(xp,y0) < €/8, puisque Hy est égale a Sy sur un voisinage V de (x,yo,0), pour tout (x,y,#) dans ce voisi-

nage,
LyHN(xvyat) =

donc tN*2L Hy (x,y,1) =

Sie/8 < d(xo,y0) < €,0na

LyHN(xvyat)

LySy(x,y,t) = G(x,y,)t" Ayuy (x,y) =

(47r)%

:LySN(xyyvt)ﬁ(xvy) +SN(x,y,t)Ayﬁ(x,y)

1 _dy)?

(4m)?

d(xy)?
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AyuN(x,y)tN*"/2

e~ # Ayun(x,y) qui est une fonction bornée sur un voisinage de (xo, yo,0).

—2(VySn(x,y,1), VyTi (x,¥))



N
~ X
=11(x,y)G(x,3,1)" Ayuy + Ayl (x,y) G (x, y,1 <Zt"uk X,y ) +2n'(d(x,y) =5

dlxy)? N d(x,
e <n(x VA yun + AT (x,y) <Zt u(x,y > +21n'(d(x,y)) (;y))

Nen _dwy? ] d(x,y)
N2 Hy (x,y,t) = 6w )i (n(x WV Ayuy + AT (x,y) (Z’ ui(x,y > +21'(d(x,y)) >

c

et sur un voisinage de (xg,y0,0), d(x,y) reste supérieur & une constante ¢ > 0 et pour toutk € Z, e~ 1 = o(t¥)
t—

donc il y a convergence uniforme vers O quand ¢ — O sur un voisinage de (xo,Yo,0) donc =V +n/ 2LyHN est
bornée.

On remarque qu’en dérivant par rapport a x ou y, on ajoute un facteur % et en dérivant par rapport a ¢, on rajoute
un facteur tlz donc le comportement pour d(xg,yo) > €/8 est le méme et pour d(xp,yo) < €/8, I’opérateur

8;"85 9, rajoute un facteur ¢/*+IB1+2¥ donc 8X°‘8yﬁ O/ LyHy = O(tN~ (/2 ol +B1+27))

Enfin, pour tout f € €*(M),x € Mett € RY,

|yt f()dy = Hy (.0 f (7)dy + Hy (5,30 () dy
By(x,e/4) M\By(x,e/4)
/ Hy(x.0)f(9)dy = [ Hy(x, 1) (5)dy  car Hy(x,3.1) = 051y & Bu(x.€/2)
M\By (x,€/4) B (x,€/2)\B (x,€/4)
dtxy
= - t d
BM(x7£/2)\BM(x.,£/4)e (4m (Z el > x3)f ()dy
ko (xv) e/4
—0 car VYkeZ, t'e <them 7 =o0(1)
1—0
[ Hyyafo)dy = Sy (5,30 ()dy
By (x,e/4) By (x.e/4)

= / ) Sy (x,exp,(v),1)f(exp,(y))+/det(g(y))dy
B(0,e/4)

= / ¥ (z:kuku,expx( ) ) Flexp,(y)) v/det(g(y))dy
08/4

2 k=0

2

N
= 767'47 (Z X expx( ))) f(expx( 1B 08/4 \/ det dy

Rr (471)3
N . 1 7%
-y GT¢ e O xR0 Lo )V dele))dy
k=0
j uo(xaexpx(o))f(expx(0)>1B(0,£/4)(O) det(g(O)) = uo(x,x)f(x) = f(x)

car pour toute fonction ¢ : R” — R intégrable et continue en 0,

. 1 HVHZ
[ e PO =0(0),

Plus généralement, par compacité, on peut dériver sous I’intégrale et obtenir

/ I Hy (x,y,1) f(y)dy — 0 (en raison du facteur e 1)
M\By(x,e/4) =0
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| oty =% [ Hy(ennf()dy
B (x,€/4)

By (x, 8/4)

“Z / e 30,00 (030,00 a0 0) AR

e O (. exp, () (exp,(0))) Loy () v/ det( )y

N
; 47rt
m 0% Mo(xa expx(o))f(expx( 13 0, 8/4 det
donc la quatrieéme propriété est démontrée.
Le méme calcul mené en échangeant les roles de x et y montre la cinquieme propriété. O

Remarque 4.7. Si P est un espace topologique métrique quelconque et ¢ : R” x P — R est une fonction telle
que @(-, p) est intégrable pour tout p € P et ¢ est continue sur V X P out V est un voisinage de 0 dans R", alors
pour tout p € P,

1 Lyl
lim / e i (v, p)dy = (0,
i Je ()T ¢(v.p)dy=9(0,p)

et la limite est localement uniforme en p € P. Par conséquent, pour tout f : M X P — R continue,

lim / Hy (x,y,t) f(y, p)dy = f(x,p)

t—0Jpm

et la limite est localement uniforme en (x, p) € M x P, donc uniforme si P est compact. Il en est de méme en
dérivant Hy ou en échangeant x et y.

Pour F,G : M x M x R, — R continues, on pose

(F xG)(x,y,1) //szs z,y,t —s)dzds

quand cette intégrale est bien définie. L’ opération * est bilinéaire, associative mais pas commutative. On définit
F* = Fx .. xF k fois.

Nous dirons désormais d’une fonction F : M x M x R — R qu’elle est C' si elle est C' sur M x M x R, et que
ses dérivées se prolongent continlment a M x M x R...

Lemme 4.8. Pour tout N > n/2, la fonction Qy = ¥.;/= (—=1)*(LyHy)** est bien définie sur M x M x Ry, la
somme convergeant uniformément sur M x M x [0, T| pour tout T > 0. De plus, pour tout T > 0, On(x,y,7) =
O(tN="/2) quand t — O uniformément en x,y. Autrement dit, t N*"/2Qy(x,y,t) est borné sur M x M x [0,T].
Enfin, pour tout N > n/2 + 21, Qy est C'.

Démonstration. On fixe T > 0. D’aprés le Lemme 4.6, il existe une constante A telle que pour tout (x,y,7) €
MxMx[0,T], (x,y,¢)| <AtN="/2.On pose V = vol(M) = [,, 1. Montrons alors par récurrence sur k que
pour toutk > 1,x,y € M,t € [0,T],

ART(N=1/2)(k=1) k=1 ;N—n/2-+k—1
(N—n/24+1)..(N—n/2+k—1)

|(LyHN) ™ (x,y1)] <

C’est vrai pour k = 1 et si c’est vrai pour £,

1
) 530 = o) ()50 = | [ (LB 025 (e =)
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S/t/ |(LyHN)*k(x,z,s)LyHN(z,y,t—s)\dzds

T (N=n/2) (k=1)y/k—1 N—n/2+k—1 N
At —s)N"dzd
// N—n2 (N2 k=1 9 “

_ AR (N=n/2)(k=1)y/k=1 // N=n[24k=1( _ N=1/2 47 ds
(N—n/2+1)...(N—n/2+k—1)
k1 (N—n/2) (k—1) yk—1
_ ARFLT (N=n/2)(k=1)y/ //stn/2+k71TN7n/2dst
T~ (N—n/2+1)..(N=n/2+k—1) Jo Ju
AR (N=n/2)(k=1) k1 I N=n/2+k

T (N—n/2+1)..(N—n/2+k—1) N—n/2+k
AKHLT (N=n/2)kykN—n/2+k

- (N—n/2+1)...(N—n/2+k)

ce qui acheve la récurrence.

Puisque le numérateur croit comme a* et le dénominateur croit comme k!, la somme converge donc Qy =
= (= 1)¥(LyHy)*™* converge normalement sur M x M x [0, T]. De plus, la somme des ¢~V "/2(L,Hy)** (x,y,1)
converge également normalement donc est bornée donc Qy (x,y,7) = O(tN="/2).

Pour le caractére C’, on peut dériver sous 1’intégrale (LyHN)*k ce qui revient a remplacer dans la convolution
certains LyHy par leur dérivée (la présence de t comme borne de I’intégrale ne pose pas probleme par la for-
mule de Leibniz : o, [ f(x,t)dx = f(t,t) + J§ 0. (x,t)dx). En vertu du Lemme 4.6, on obtient des majorations
similaires a celles obtenues précédemment donc Qy est C;. O

Lemme 4.9. Pourtout | >0, N >n/2 et F: M x M x R — R qui est C', F x Hy est C' et vérifie L,(F x Hy) =
Fx (LyHy) + F.

Démonstration. Par définition,

!
F*HN(x,y,t):/ / F(x,z,5)Hy(z,y,t — s)dzds.
0 JM
Pour tout x,y € M ett,s € R olt 0 < s <, on pose @(x,y,7,5) = [),F(x,z,8)Hn(z,y,t — s)dz de sorte que

FxHy(x,y,t) = [3 ©(x,y,t,5)ds. Alors @ peut étre étendue continfiment a s = 0 en posant @ (x,,t,0) = F (x,y,t).
En effet,

OLintes) = [ Flrzs)Hy(nt —5)ds
= /M(F(x,z,s) — F(x,z,t))Hn(z,9,t — s)dz+ /MF(x,z,t)HN(z,y,t —s)dz.

D’apres le Lemme 4.6 et la remarque qui suit, [y, F(x,z,¢)Hy(z,y,t —$)dz — F(x,y,t) quand s — ¢ uniformé-
ment en x,y,f et

‘/M(F()C,Z,S)F(X,Z,t))HN(z,y,[s)dZ

< <sup|F<x,z,s>F<x,z,r>|) [ Vi es s

ZEM

sup|F(x,z,s)fF(x,z,t)| < sup |F()C(),Z,S)*F(X(),Z,t)| —0
€M (z,%0)EM XM st

| Mtz =5)laz = (1)

car F(-,-,s) converge localement uniformément donc uniformément par compacité de M x M, et [,, |Hy(z,y,t —
5)|dz est borné d’apres le Lemme 4.6 donc le prolongement rend bien la fonction ¢ continue donc F * Hy est
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bien définie et continue. De plus, pour tout & € N”, toujours d’apres le Lemme 4.6, [y, F (x,z,1)07 Hy(z,y,t —
s)dz — dF (x,y,t) quand s — ¢ uniformément en x,, et [y, |0 Hn(z,,t —s)|dz est borné donc [y, (F (x,z,s) —

F(x,z,t))0Hy(z,y,t — s)dz — 0 donc ¢ est C! et ses dérivées 8x“8f 97 ¢(x,y,1,5) se prolongent continiiment
ens =t par 8x°‘8yﬁ A o(x,y,t,1) = 8x“8yﬁ 97 F(x,y,t). Par conséquent, F % Hy est C'.

De plus,
!
L,(F *Hy)(x,y.1) = (Ay+8t)/0 O (x,y.1,5)ds
1 !
=/0 Ayso(x,y,t,s)dw¢(x,y,r,t)+/0 o p(x,y,t,5)ds
!
:F(x,y,t)—i—/o Lyo(x,y,t,s)ds
1
:F(x,y,t)+/0 Ly/ F(x,z,8)Hy(z,y,t — 5)dzds
M
!
:F(x,y,t)—i—/o /MF(x,Ls)LyHN(z,y,t—s)dzds
:F(xay7t)+(F*HN)(xay7t)
donc Ly(F xHy) = F * (LyHy) +F. O

Théoréme 4.10. Pour tout N > n/2 +1, la fonction p = Hy + Q * Hy est un noyau de la chaleur qui est C'.

Démonstration. Le caractere C! de p provient de celui de Hy et Oy * Hy.

De plus, d’apres le lemme précédent,

foo Foo
On *LyHy = <Z (—l)k(LyHN)*k> «LyHy = Y (=DF(LyHy) ) = —Qy — LyHy
k=1 k=1

Lyp=LyHy —‘rLy(QN *HN) =LyHy+ Oy *LyHy + Oy = LyHy — Oy — LyHy + On = 0.

Enfin, soit f € €= (M). D’aprés le Lemme 4.8, il existe C > 0 tel que |Qy (x,y,7)| < CtN="/2 pour tout (x,y,t) €
M x M x [0,1] donc

[ plesnfdy = [ Hy(eyn)s0)dy+ [ Oniy(xnn fo)dy
M M M
/ Hy(x,y,t) f(y)dy — f(x) d’apres le Lemme 4.6
M t—
’ / QN*HN(xayat)f(Y)dy‘ < / / / 1On (5,2, 8) || Hi (2,0, — 9)|| £ (5) | dzdsddy
JM JmJo Jm
= /M/O /1‘4CSN*"/2|HN(ZJJ—S)Ilf(Y)Idzdsdy
< CtN’”/Z(stpm)/M/O /M|HN(z,y,t—s)|dzdsdy — 0

car d’apres le Lemme 4.6, [, |Hy(z,y,t — s)|dz est borné par une constante indépendante de y,s, . O

4.4 Conséquences

Voici quelques conséquences immédiates de la construction précédente.
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Corollaire 4.11. Pour toute variété Riemannienne compacte M, il existe un unique noyau de la chaleur, qui est

de plus €.

Démonstration. Par unicité du noyau de la chaleur (Théoréme 4.2), le noyau p construit précédemment ne
dépend pas de N et il est C' pour tout N > n/2 1 donc il est €. O

Corollaire 4.12. Pour tout x € M, pour tout N > 0,

(1o (x, %) + ... +uy_1 (x, )" L+ 0(V))

X,x,t) =
plx,x,1) = 4

[NE

uniformément en Xx.

Démonstration. D’aprés le Lemme 4.8, il existe C > 0 tel que |Qy(x,,1)| < C:N""/2 pour tout (x,y,1) € M x
M x [0, 1] donc

plx,x,t) = HN(x x,t)+ On *Hy(x,x,t)
1

N—1
H ' = x40
v (x,x,1) 4m (lgukxx > ) (;;)uk(XX) ( ))
t
Oy * Hy (x,3,1)]| < / [ lovtzs)Hy (et —s)ldads < [ [ ¢ Hy(z.y.t —5)ldzds
0 JM 0 JM

t
<c o2 [0 (et =5)ldzds = 0¥ ) = ——0(™)

S

d’ou le résultat. O

Corollaire 4.13. Si M est une variété Riemannienne compacte et 0 < Ay < Ay < ... sont les valeurs propres de
Uopérateur de Laplace-Beltrami associé,

Y etk = ;(VOZ(M)+%./A‘4dex+0(t2)).

2
=0 1—0 t)"/

(14 £tK(x)+0(t?)) donc

Démonstration. D’apres le corollaire précédent et le Théoreme 4.5, p(x,x,t) = o )%
Tt

en intégrant selon x, d’apres le Théoreme 4.2,

Ze_’}“k*/ X, X t)dx = (47;)”/2 (Vol(M 6/ K(x)dx+O(t ))

k>0
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