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Résumé

Dans ce mémoire on étudie la dynamique d’une particule chargée dans un cristal a
défauts aléatoires évoluant selon I’équation de Schrodinger. Notre objectif a été de voir
émerger ’équation de collision de Boltzmann depuis les équations de la mécanique quan-
tique. Aprés avoir posé le cadre physique du probléme, nous donnons les outils d’analyse
fonctionelle que nous utilisons pour résoudre les équations. On utilisera une méthode per-
turbative. La majeure partie de notre travail consiste en le controle de la série perturbative
obtenue. Enfin, en utilisant les premiers termes de cette série on voit émerger la dynamique
de I'équation de Boltzmann au premier ordre.
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1 Introduction physique

1.1 Meécanique quantique, équation de Schrodinger

Soit un électron. En physique quantique, son état ne peut pas étre déterminé avec exactitude
a tout instant. On ne peut plus le repérer par une position exacte z € R?, on étudie plutot sa
densité de probabilité de présence : son état est représenté par une fonction d’onde 1 € L?(R?)
a valeurs complexes. On suppose

/ () P = 1
Rd

Ainsi, |¢(z)|? est une densité de probabilité, c’est celle de la loi de la position de I’électron.
D’aprés ’égalité de Parseval, le carré de la transformée de Fourier de v est également une densité
de probabilité : |1(v)|? est la densité de la loi de la vitesse de I'électron.

Afin de pouvoir prédire I’évolution au cours du temps t de ’électron dans son environnement,
il faut une équation dynamique pour v, c’est ’équation de Schrodinger :

oY

5 =

ol H est un opérateur hermitien appelé le hamiltonien du systéme. Il représente ’énergie du

systéme. Le plus souvent il se décompose en un terme d’énergie cinétique et un terme d’énergie
potentielle :

Hip

Hp(z) = —(Ay)(z) + V(x)i(x)

oil § est le laplacien et V : R* — R le potentiel.

Notre objectif, ’équation de Boltzmann, décrit, dans un cristal métallique, I’évolution de la
densité dans l'espace des phases p(z,v) (son interprétation statistique correspond au nombre
d’électrons libres en x, de vitesse v). Mais & cause de l'impossibilité quantique de déterminer
simultanément vitesse et position (principe d’incertitude de Heisenberg), la définition classique
de cette quantité ne convient pas & un probléme quantique. Pour cette raison les physiciens ont
introduit la transformée de Wigner :

Wole,v) = [ dlat %)w(x - g)dz

Ce qui distingue Wy, de la densité habituelle dans I’espace des phases est qu’elle est & valeurs
réelles mais peut étre négative. Cependant, ses marginales reconstruisent bien les densités de
position et de vitesse :

/Ww(x,u)dxzwv)ﬁ, /Ww(x,v)dv:\w(:r)P
R4 Rd

En physique quantique, on mesure des observables. Nous les représenterons ici par des fonc-
tions J € L?(R% x R?). Pour un électron de fonction d’onde 1, I’espérance du résultat d’une
mesure de la grandeur J est sa valeur moyenne contre la mesure Wy, (z, v)dzdv, c’est la quantité

(J, Wy) = / J(z, 0)Wy(z,v)dzdv
R4 xRd

Par exemple, J peut étre 'observable "position" J(x,v) = x et (J, Wy) donne dans ce cas
la position de la particule.



1.2 Potentiel engendré par un cristal

La situation est la suivante : un électron se déplace dans un cristal, c’est & dire un réseau
d’atomes placés sur Z¢, chacun donnant lieu & un potentiel G. Par superposition, le potentiel

total est
Vix) = E Gz —a)
aczZd

Pour simplifier les calculs, on effectuera ’hypothése que G est dans l'espace de Schwartz. Le
cristal présente en réalité des défauts aléatoires. On modélise cela en ajoutant un facteur aléatoire
v, devant le potentiel créé par chaque site. On note V,(z) = v4,G(z — ). On suppose que les
Vo sont i.i.d., & support borné avec E(v,) = 0 et E(v2) = 1.

Remarques : G étant de Schwartz et les v, étant & support borné, V- = 3"V, est défini
presque siirement, continu presque stirement et borné presque stirement.

Lemme 1.1. Presque sirement, la série ) . a voG(z — ) converge normalement sur tout
compact.

Preuve. Pour tout o € Z%, v, est borné presque siirement et les v, sont de méme loi. Choisis-
sons M > 0 tel que Va € Z4 P(|va| < M) = 1. A = N(Jva| < M) est alors presque sir comme
intersection dénombrable d ‘événements presque strs. G est de Schwartz : choisissons C' > 0 tel
que Vr € R4 |G(2)| < (l+\ac\)2d Soit K compact de R%. Choisissons R > 0 tel que K C B[0, R].

Pour tout x dans K pour tout o de norme supérieure ¢ R, 0 < |a| — R < |a| — |z| < |z — o donc

|Gz — a)| < W et alors v,|G(x — a)] < % (p.s.). Cette domination donne la

convergence normale sur K (p.s.).

Proposition 1.1 (Hypothése de sommabilité du potentiel). Au sens des distributions,

> EVa®)Val@)o] = 1G@)*5(p — 1)
aezZd

~

Preuve. Flz — Gz — a)](p) = @(p) ~Pe donc V( )V( ") = va0aG(p)G(p)e!® —P En
prenant l’espérance, on a donc [Va (p)V ()] = G(p)ei® —p)e

Done - cza E[Va(p)f/;(p) ] = G(p) Y aczd e®'=pe (g sens des distributions). Or avec la
formule sommatoire de Poisson,

S e FINT G - p) = Y dalp) — p)

acZzd aczZd acZzd

G ayant son support dans B(0,1), on en déduit la formule.

1.3 Equation de collision de Boltzmann

Soient N particules classiques, modélisées par des sphéres dures. La densité p(t,x,v) est
définie par le fait que, a l'instant ¢, le nombre de particules dans le volume dz, de vitesse
comprise dans le volume dv est dN = p(t, z,v)dzdv. La physique statistique nous apprend que
p évolue selon I’équation de collision de Boltzmann :

Op(t, z,v) + (v-Vy)pt,z,v) = /Rd (p(t,z,u) — p(t,z,v))o(u, v)du

A gauche on trouve la dérivée particulaire de p, et a droite le terme de déflection de la
quantité de mouvement due aux collisions.

Dans le probléme qui nous intéresse, on suppose que les électrons n’interagissent pas, de
telle sorte qu’il n’y ait & étudier que le mouvement d’un seul électron. La densité p est alors



remplacée par la transformée de Wigner W, de la fonction d’onde de I'électron. Les électrons
évoluant dans un milieu aléatoire, on souhaite obtenir une équation d’évolution qui porte sur
I’éspérance de la transformée de Wigner.

Celle-ci apparait dans la limite ou le potentiel aléatoire est suffisament petit et lorsque la
bonne échelle est choisie. Plus précisément, si on note €V le potentiel, avec ¢ > 0 caractérisant
sa petitesse, on considére la limite cinétique du modéle, c’est & dire la limite suivante :

lim Wy, (z/€%,v) = Wy(z,v)

e—0

Théoréme 1.1. Soit d > 2, 1y € L*(R%). On note ; la fonction d’onde obtenue par évolution
de g d’apres l’équation de Schrédinger dans le potentiel aléatoire pendant un tempst. Alors dans
la limite cinétique l'espérance de la tranformée de Wigner converge faiblement : si We(x,v) =

th/ez (x/GQv v),
E[W; (x,v)] — Wt(x, v)

(la limite est faible et pour e — 0) De plus, W wvérifie I’équation de Boltzmann :

Wiz, v) + (v- Vo) Wi(z,v) = /Rd(Wt(x,u) — Wi(z,v))o(u,v)du

Le noyau de collision o(u,v) étant donné par

o(u,v) = |G(u—v)[*s (“2 - “2>

La convergence vers W est faible, c’est pour cela que nous nous intéressons aux quantités
(J,Wy). Par densité dans L?(R?), il suffit de considérer le cas o J est de Schwartz. Nous verrons
par un argument de densité légérement plus élaboré qu’on peut faire de méme avec ).

2 Outils pour la résolution de I’équation de Schrodinger

On s’intéresse ici a la résolution de ’équation de Schrédinger déterministe dans deux cas.

Dans le cadre de ce mémoire, on supposera souvent que les fonctions manipulées sont trés
réguliéres (typiquement qu’elles sont de Schwartz).

Pour résoudre une EDP, on se place généralement dans un espace de Sobolev, ou les objets
sont beaucoup moins réguliers. Pour ’équation de Schréodinger, on cherche une solution 1 dans
C(R, (H%(RY), ||||2))) admettant une dérivée pour la topologie associée a ||.||2, cette dérivée
étant continue pour la norme L? (on notera alors ¢ € C(R, H2(R?))). Dans les articles étudiés au
cours du mémoire, on trouve de nombreuses formules faisant intervenir, par exemple 'intégrale
de ce genre de fonctions, ou bien leur transformée de Fourier, ce qui n’a pas été vu dans le cadre
des cours. On explique ici quelques uns de ces outils et voit comment ils étendent des notions
existant pour des objets réguliers.

2.1 Intégrale de Bo6chner

L’espace L?(R?) est un espace de Banach. Sur ce genre d’espace, on peut définir une notion
d’intégration.

Comme dans le cadre de 'intégration de Lebesgue on définit d’abord l'intégrale pour des
fonctions en escalier.



Définition 2.1. Soit (X,T,u) un espace mesuré et (E,[.|) un espace de Banach. Une fonction
[ de X dans E est en escalier lorsqu’il existe Ay, € T et xp, € E tels que f = Y 1_ wxla,.
L’ensemble des fonctions en escalier est un espace vectoriel.

On définit alors [y f =", xrp(Ax). On vérifie aisément que cette définition ne dépend pas
du choix des Ay, et xy. Les propositions suivantes sont immédiates.

Proposition 2.1. Soit f fonction en escalier.
1. (Inégalité triangulaire) | [y f| < [y |f]
2. L’intégration est linéaire sur ’ensemble des fonctions en escalier.
8. L’intégration commute avec les opérateurs linéaires.
4. Si @ est une forme linéaire sur E, alors ®( [ f) = [y ® o f

On définit ensuite la notion de mesurabilité puis celle d’intégrabilité au sens de Bochner.

Définition 2.2. Soit (X, T, u) un espace mesuré et (E,|-|) un espace de Banach. Une fonction
f de X dans E est mesurable au sens de Bochner lorsqu’il existe (f,) une suite de fonctions en
escaliers telle que pour presque tout t dans X, f(t) = lim,— oo fn(t).

Remarque : Si f est limite simple presque partout de fonctions étagées alors |f| est une
fonction de X dans R limite simple presque partout de fonctions étagées, donc est mesurable.
En prenant f est (f,,) comme dans la définition on a alors pour tout n, |f — f,| est mesurable.

Définition 2.3. Soit (X, T, pn) un espace mesuré et (E,|.|) un espace de Banach. Une fonction
f de X dans E est intégrable au sens de Bochner lorsqu’elle est mesurable au sens de Bochner et
qu’il existe (f,,) une suite de fonctions en escaliers telle que lim,_, o fX |f— fnl = 0. L’ensemble
des fonctions Bochner intégrable est un espace vectoriel.

On admet la proposition suivante.

Proposition 2.2. f est Bichner intégrable si et seulement si |f| est mesurable et que fX lfl <
00.

Proposition 2.3. Soit f Béchner intégrable et (fn) comme dans la définition. fX fn est de
Cauchy. Par complétude, (fX fn) admet une limite dans E. Cette limite est indépendante du
choix de (fy). On notera [, f cette limite.

Preuve. Montrons d’abord que la suite est de Cauchy. Soit € > 0. Choisissons p entier tel que
Vn > p, fX |f — fnl < 5. Soient m et n supérieurs a p. Par linéarité et inégalité triangulaire :

[tn= [ ] < [t < [ An=ri+ [ 1= ne

Soit (gn) vérifiant les mémes propriétés que f. Notons I = lim, o fX frnoetly :=limy, o fX In-

Par linéarité et inégalité triangulaire :
s/ Ifnff|+/ |f = gnl
X X

OS‘/an/Xgn

En passant a la limite sachant que lim,,_, o fX |frn — f| = limp 00 fX |f — gn| = 0, on obtient
lim,, o | fX fn— fXgn| =0=|Iy — I| donc Iy =1,

Avec la définition, les propositions concernant les fonctions en escalier on déduit rapidement
les propriétés suivantes.

Proposition 2.4. Soit f fonction Bédchner intégrable.
1. (Inégalité triangulaire) | [y f| < [y |f]



2. L’intégration est linéaire sur ’ensemble des fonctions Bochner intégrables.
3. L’intégration commute avec les opérateurs linéaires continus.

4. Si ® est une forme linéaire continue sur E, alors q)(fX = fX Do f

On se place désormais dans 'espace L?(R?), qui est un espace de Hilbert. Voyons quelques
propositions utiles pour la suite.

Proposition 2.5. Soit f Béichner intégrable dans L?(R?). Par continuité et sesquilinéraité de
()2, Vg € L2(RY), ([ f 19)2 = [x(flg). De plus, L*(R?) étant un Hilbert, [ f est l'unique
élément de L*(R?) tel que cette propriété soit vérifice.

Remarque : Par densité de D(R?) et de S(R?) dans L?(R%), il suffit de vérifier la propriété
sur un de ces espaces la pour déterminer | </

Proposition 2.6. Soient a < b des réels. Soit f : [a,b] — L*(R?). Si f est continue, alors f est
intégrable sur [a,b).

Preuve. Le théoréme de Heine permet d’approcher f uniformément pour || -||2 par des sommes
de Riemman. f est donc Bdéchner mesurable. De plus, par continuité de f, ||f||2 est continue
sur le segment [a,b] donc y est intégrable.

Proposition 2.7. Soit f continue de R dans L*(RY). Alors t fotf est ' et de dérivée f.

Preuve. La preuve est la méme que dans le cas réel. On utilise uniquement Chasles, la continuité
de f et l'inégalité triangulaire.

Enfin, l'intégrale de Béchner correspond a l'intégrale point par point :

Proposition 2.8. Soit f : X — L2(R%) Béchner-intégrable. Alors presque partout

([ swir) )= [ st

Preuve. Soit F :p— [, f(t,p)dt. On applique le critére de dualité : Soit g € L?(RY) ; Alors

<W%:/@Aw%m@m

On veut appliquer le théoréme de Fubini :

//ammmeS/ﬁwmmnM<m
X X

car f est Bochner-intégrable. Fubini donne alors :

@wwiéwﬂmm—<mﬁf>

done F = [ f

2.2 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est un objet riche. Dans le cadre de la résolution d’EDPs linéaires,
elle permet parfois, comme c’est le cas ici, de se ramener & une équation plus simple. On en
donnera quelques définitions et propriétés utiles.

La transformée de Fourier se définit d’abord pour des fonctions réguliéres puis s’étend par
densité & L2(R?). Il est également possible de définir la transformée de Fourier pour les distribu-
tions tempérées. On admettra la plupart des résultats de cette section. Commengons par définir
quelques espaces de fonctions utiles.



Définition 2.4. On appelle espace de Schwartz et on note
S(RY) := {® € D(RY), Y(a, ) € N™ x N*, sup,cpala®d” f(w)] < o0}

Définition 2.5. L’espace de Sobolev H?(R?) est le sous-espace de L?(R?) des fonctions admet-
tant presque partout des dérivées faibles d’ordres 1 et 2, ces dérivées étant L*(R%). On le munit
de la norme || - ||g2 telle que |[f||g2 = 324 <2 107 f]]2- H?(RY) muni de cette norme est un
espace de Hilbert.

Définition 2.6. Soit ® dans L'(R%). On définit la transformée de Fourier & sur R par ®(p) =
Jra € “P®(2)dx. On note F := & — .

Proposition 2.9. F est un opérateur linéaire préservant 'espace de Schwartz S(R?). ( l)d F
2m)2

une isométrie de (S(R?),||-]2).

Proposition 2.10. F est uniformément continue sur S(R?) pour || - ||2. L’espace de Schwartz

est dense dans L?(R%). On peut donc prolonger F de facon unique en une isométrie de L?(R%)
(& multiplication par (2m)% pres).

Proposition 2.11. Soient f et g L2(RY). Alors (Fflg) = (f|Fg).

Preuve. Une application du théoréeme de Fubini permet de démontrer le résultat dans le cas ou
f et g sont de Schwartz. Un raisonnement par densité permet d’étendre le résultat a L*(R?).

On énonce et démontre ici quelques propriétés utiles.

Proposition 2.12. Soit ® dans L?>(R?). Si ® admet une dérivée faible par rapport & la coor-
donnée xy, alors F[0xP](p) = iprF[P](p)
Preuve. Soit ¢ dans S(RY) et ® dans L?(R%).

(FlOrP]l)2 = (®| — Ok F[0])2

¢ étant de Schwarz, avec une extension du théoréme de convergence dominée OpF[P] =
—iF[z — zpo(x)] (*).

Donc (@] — OpF[¢])2 = (PliF [z = d(x)ar])2 = (iF[Q](2)|zed])2

= (izx F[®](2)|4]), ce qui donne F[O,®](x) = iz)F[P](x).

De la méme maniére on montre la proposition suivante.

Proposition 2.13. Soit ® dans L*>(R?). Si x v z;,®(z) est L%, alors F® admet une dérivée
faible par rapport & xy et celle-ci vaut —iF|[x — xpP(x)].

Proposition 2.14. F est un automorphisme de L?(R?). Pour tout f € L*(R?), F~1[f](z) =
ﬁﬂf](fm)-

Preuve. (¢bauche de preuve) Par continuité et densité de l’espace de Schwartz dans L?(R?)
suffit de montrer le résultat sur S(R?). Sur S(R?), on peut le montrer en étudiant la fagon dont
§ se comporte avec les opérateurs de dérivation partielle et de multiplication par une coordonnée.

Proposition 2.15. Soient f et g dans L?(R?). fg est dans L*(R?) et F[fg] = Wf*g

Preuve. En raisonnant par densité on peut se restreindre a l’espace de Schwartz.
Fxap) = [, f(@)g(p — a)da = [ [[, e f(x)3(p — a)dz]da
L’application (o, x) — e *** f(x)g(p — o) est mesurable et inférieur en module & (a,x) —
| (2)]|9](p—a) qui est intégrable, f et § étant de Schwartz. On obtient : fxj(p) = [, f@)e= ™[ [ g(p—
a)ei(p’o‘)wdadx Avec le changement de variable p' := p — « et connaissant l’expression de F !
on peut conclure.

On a un dernier résultat permettant de caractériser les fonctions de H?(R?).

Proposition 2.16. Soit f dans L*(R?). Alors f € H?(RY) si et seulement si | [ f (p)|2dp <
00.



2.3 Evolution d’une particule libre

On s’intéresse dans un premier temps & la résolution de I’équation dans le cas V=0, ce qui
correspond physiquement au cas d’une particule libre. On s’intéresse donc a la résolution du
probléme suivant.

o -
Pli=0 = 1o

¥ € CH(R, H*(R7))

Soit ¢ une solution de (SL). La régularité de ¥ permet d’appliquer la transformée de Fourier.
F est linéaire donc pour tout h # 0,

];[w(t+h’37w(t)] = f[w(“rh)h]‘*]:[wm]. Or ¢ € CY(R, H?(R?)) et F est continue de H%(R?) dans

lui-méme donc en faisant tendre h vers 0 0/,51\/} = 0.
D’autre part, A = 22:1 92. On a étudié plus haut ce qu’était la transformée de Fourier

d’une dérivée partielle. On en déduit @(p) = f\p|21/}(p). On aboutit & équation en 1 :
i0:)(p) — |pI*d(p) = 0
Pli—o = o

Ceci donne une intuition pour la forme de la solution. On peut imahiner que zﬁ(t, p) =

exp(—it|p|*)vo(p) et donc 9(t,x) = F~[p — exp(—it|p[*)vo(p)].
Ceci donne lieu pour tout réel ¢ & un opérateur continu :

exp(itA) := | L2(RY) — L2(R%)
g — Flpr e Ml g(p)]

On aurait alors 1(t) = [exp(itA)iy]. Cependant, on ne peut pas résoudre directement I’équa-
tion en résolvant pour tout p une EDO linéaire. Le cadre choisi n’est pas le bon. La fonction 1[)
est C' de R dans L?(R?). Rien de garantit a priori qu'il existe des représentatnts de 1/3(t) tels
que (t,p) — 1[)(15)(1)) admette une dérivée partielle par rapport a t en presque tout p et qu’elle
vérifie I’équation souhaitée.

On va cependant montrer que la solution envisagée convient et qu’elle est unique. Pour
I'unicité, il suffit de voir que si Yy = 0, alors ¢ = 0, ce qui s’obtient en retournant a I’équation
de départ et en montrant que si ¢ est solution de ’équation de Schrédinger pour une particule
libre, sa norme L? est conservée. Cet argument montre aussi I'unicité d’une solution avec un
terme source.

2.3.1 L’opérateur e"®

Etudions I'opérateur d’évolution obtenu. Cet opérateur est facilement continu de L(R?) dans
lui-méme comme composée de tels opérateurs. L’espace de Schwartz étant stable par tranformée
de Fourier et p — eIl ¢tant C> et bornée, exp(itA) préserve S(RY).

Proposition 2.17. Pour tout réel t, exp(itA) préserve H?(R?).

Preuve. Soit f dans H2(R?). exp(itA)[f](p) = e f(p) done |exp(itA)[f)(p)| = |/ (). La
derniére proposition du paragraphe sur la transformée de Fourier permet de conclure.

En utilisant la fagon dont se comporte la transformée de Fourier avec la multiplication par
une coordonnée et les dérivations partielles sur S(R?), on obtient que pour ® € S(R?), Va €
N”, 9% exp(itA)[®] = exp(itA)[0*®]. Par densité de I'espace de Schwatz dans (H?(R?),|| - ||m,)
et par continuité au sens L? de exp(itA), cette propriété s’étend aux éléments de H?(RY).



Proposition 2.18. Soit n entier inférieur ¢ 2. Vf € H*(R?),Va € N", exp(itA)[f] = exp(itA)[0% f]
Proposition 2.19. exp(itA) est continue de (H?(R?),|| - ||m,) dans lui-méme.
Preuve. La proposition précédente et la continuité L? suffisent & démontrer cette proposition.

On s’est intéressé aux propriétés de 'opérateur lorque ¢ était fixé. Etudions désormais les
propriétés de t +— exp(itA)f, ot f est dans H?(R?).

Proposition 2.20. Soit f dans H%(R%). Alors t — exp(itA)f est C1(R, H?(R?)) au sens décrit
plus haut.

Preuve. Montrons d’abord la continuité. Avec le comportement de exp(itA) avec les dérivations
partielles, pour avoir la continuité H?, il suffit de montrer la continuité L? lorsque f est L?.
La transformée de Fourier inverse étant linéaire et continue au sens L2, il reste ¢ montrer que
pour f € L2, F :=t s [p— e~ PI* f(p)] est continue pour || - ||2.

Soit t dans R. Soit h dans R. ||F(t+h) — F(t)|3 = [ |le=it+RIpl* _ e’”‘p‘2\2|f(p)|2dp

or, \e’i(”h)‘p‘2—e’”‘p‘2 2| < 4, |f|? est intégrable et pour presque tout p, lz’mh%o|e*i(t+h)‘p‘2—
e~ Pl 12| f(p)[2 = 0. Par le théoreme de convergence dominée, limp_o||F(t + h) — F(t)||2 =
0. On obtient la continuité. Montrons désormais la dérivabilité en temps au sens L?. Par
linéarité et continuité pour || - ||2 de F, il suffit encore une fois de montrer que F admet
une dérivée et que celle-ci est continue. Il faudra cette fois utiliser le caractére H? de f. No-
tons G(t) :=p — —ilp|2e=PF f(p). f étant H?, G est a valeurs dans L*(R?). Avec le théo-

2
réme de convergence dominée & nouveau, G est continue pour | - |o F(t+h)7Ffb(§)7G(t)h|2| =
—i(t+h)|p|? _ —it|p|? . 219 A —ih|p|2 _ . 2 L
S|+ ilpPe PP | f(p)|Pdp = [ | + ilpl*|*f(p)|*dp Or par inégalité
—ih|p|? e—ihlpl? _q

des accroissements finis,“—5—=| < |p|?, donc avec une inégalité triangulaire, |“—;

ilpl22f ()2 < 4lp|*f(p)|2, qui est intégrable, f étant H?. A nouveau avec le théoréme de conver-
gence dominée, on obtient que F’ existe et est égale o G, donc continue.

Conclusion : Avec les propriétés sur la dérivation et la transformée de Fourier, on obtient
que i0;e'*A f + Ae*A f = 0. De plus, exp(i0A) f = f, ce qui montre que e est bien solution
de I'équation de Schrédinger dans le paragraphe précédent.

2.4 Equation de Schrédinger avec un terme source

Soit f dans C(R, L?(R?)). On s’intéresse désormais & 'équation suivante :
o
ot
Ylt=0 = o
v € CH(R, H*(R7))

Cette équation n’a pas de sens physique mais sa résolution sera utile pour la suite. Comme
précédemment grace a la régularité des fonctions et au caractére isométrique de F, le probléme
est équivalent & sa formulation en terme de transformée Fourier :

0 (p) — |p|*P(p) = f(t,p)
Plimo = o

En appliquant la formule de Duhamel (en fixant un représentant de 1)), on trouve une
intuition pour la forme de la solution :

+AY = f

¢wm=wm%MWMm4AemWF$MW%@®



En appliquant F~1, cet opérateur commutant avec I'intégration (par propriétés de I'intégrale
de Bochner), on obtient un version fonctionnelle de la formule de Duhamel (en se souvenant du
fait que l'intégrale de Bochner coincide avec l'intégration point par point) :

t
wlt) = "2+ i [ IS 5)ds

0

On vérifie de la méme facon que plus haut que cette formule définit bien une solution du
probléme. L’unicité est garantie par le méme argument que pour la particule libre.

3 Développement en série perturbative de la fonction d’onde

3.1 Particule dans un potentiel €V (x)

On traite pour 'instant V' comme s’il était déterministe et suffisamment régulier. De fagon
analogue & ce qui a été fait dans l'introduction avec ’équation de Schrédinger perturbée, on
obtient que la solution s’écrit :

belt, 2) = [ o] () — ic / 92y (5)](2)ds
0

En substituant . & son expression sous l'intégrale, on obtient :
t
0ult) = "200] e [ [0V pyldsy
0
t S1
+ (—ie)z/ [el(t*sl)AV‘/ [e! 5175208V 4 (55)]dso)dsy
0 0

Par continuité et linéarité de Popérateur e“*=5)AV  on peut intervertir. On obtient alors
t
be(t) = [P 1] — iﬁ/ [ =AYy ]ds,
0

t S1 . .
+ (—ie)? / / ¢! ms0)8Y i1 =928 (s9)dso]dsy
0 JO

En intégrant contre des fonctions de Schwarz (en ), cette intégrale commutant bien avec les
deux autres et en effectuant un Fubini et un changement de variables (I'intégrande obtenue étant
alors continue en s), on peut ré-écrire :

+oo
Ve (t) = [ePahg)—ie / 1o, <i[€ 2V apo)ds,
0

“+o0 “+o00
+ (ie)Q/ / [151+52<te“1AVe“2AV1/16(t — 81 — S2)ds1dss
0 0

Enfin, on introduit une intégrale supplémentaire en un paramétre sy afin de symétriser les
expressions :

+oo p+4oo
Delt) = [0 + i / / €18V o5 (¢ — s — 51)dsods:
0 0

—+oo +oo +oo )
+ (i6)2/ / / eS1IAY 28V ) (50)0(t — 50 — 51 — S2)dsods1dsy
0 0 0
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En itérant le procédé N fois, on obtient le développement suivant :

N-1

Ye(t) = D (i) () + M (2)

n=0

(n)t :/ islAV.” iSn A 5t — d_'
v = [ e ¢S d(t = Y s)ds

BN (1) = (ie)N/ BV AV (50)6(t — 3 5)ds

R+N+1

Remarque : Les fonctions ainsi définies sont bien continues de R dans H?(R?) (on peut le voir
en remarquant que si f € C(R, H2(R%)) alors t fot f(s)ds est dans C(R, H?(R%)).

On cherche & montrer ce développement converge en un certain sens vers . pour des temps
les plus grands possibles. Idéalement, on souhaiterait avoir la convergence pour t ~ ¢~2 lorsque
e tend vers 0. Cette échelle de temps est appelée échelle de temps cinétiques.

3.2 Décomposition selon I’historique de collision, premier controle de
E[[|v™ (1)]]3]

Dans cette partie, les calculs sont effectués de facon plus formelles. Les objets utilisés étant
complexes, on tentera cependant de donner une explication partielle des opérations effectuées.
En remplacant V par son expression, on obtient :

Y (t) = /R " AN V] e Bygd(t — Y s)ds

aezZd
’ 3 : isA
On admet que l'on peut intervertir les )~ .. avec les e
vement ces opérations, on aboutit & :

M (t) = Z /R . e OAY, e Bt — Z s)ds
o

Ag(Zd)n

et les fs. En effectuant successi-

o A = ()i

Pour tout n dans N, A € (Z4)", notons 14(t) le terme correspondant dans cette décomposi-
tion De la méme facon que pour les 9)(™) les 14 sont continues de R dans H?(R?) p.s. On peut
alors écrire (si on parvient a justifier les interversions) : || (¢)||3 = 2o a,Bezay (Lat)[¥p(t))2.
La transformée de Fourier est une isométrie de L2(RY) (& un facteur multiplicatif (27)¢ prés),
donc (14 (t)[5(t))2. Avec un théoreme de Fubini (modulo une intégrabilité), on a alors :

Elle™ @l = Y Ela®)lds(t))e]

A,BE(Z4)n
SiA=(aq,...,am), ¥a représente la fonction d’onde d’une particule ayant subi des collisions
successives en ay, . . ., ,. A s’interpréte alors comme un historique de collisions. L’indépendance

des potentiels en chaque site nous laisse espérer une indépendance entre les termes correspondant
& des historiques de collision différents ou au moins que ces termes d’interférence soient petits.
Nous verrons que beaucoup d’entre eux sont nuls.

Les opérateurs e*? s’écrivent mieux en travaillant avec les transformées de Fourier. On
calcule donc 4 (t). Par linéarité et continuité de F de L*(RY) dans L2(R?), on peut faire
commuter F avec les inégrales ds; :

Pat) = /R . Fle0AV,, ... e Bylo(t — Z s)ds

11



. Or par définition de exp(itA), Flei®g(p)] = e~ P §(p), donc
Fle0A Vo ..t 2] (p) = e PP F[Vy, x (€22, ..t00)]

La transformée de Fourier d’un produit étant égal au produit de convolution des transformées
de Fourier, avec une récurrence sur n, en notant pg := p on aboutit a :

‘F[eiSOAVar--eisnA?z[}O](p) :/( 2 e*iZZ:o sklpwl” H @(pk—l _pk) 77&0(pn)dlﬁ)‘1d§n
Re)™ k=1

et donc :
Yalt,p) = //e*iZZ:o el T Ve (0—1 = pi) %o (pa)3(t = s)dp1...dp,ds
k=1

Cette expression va nous permettre d’effectuer un premier controle de E||p(™||3.

On a:
™5 =>" Y (ha,ip)2

A€(Z4)n Be(Zd)n

Afin de simplifier les calculs nous ferons ici et dans le reste de ce mémoire ’hypothése que les
1 4 pour lesquels A contient deux indices «; identiques apportent une contribution négligeable.
Cela revient a négliger la recollision de la particule avec un site déja visité.

L’indépendance des potentiels diis & chaque site va permettre d’annuler la plupart des termes
d’interférence :

On rappelle que Vy(p) = vae G (p). Ainsi, si A = (a1, ..., ap),

ba(t;po) = va, - - // I i selprl” Heﬂpm’“G(pk 1 — Pr)dprdpin i (s)

k=1
= Vg - - Vo, Fnt(D)

ot [ dpin(s) fRn+16t—so—---—sn)ds
Sous réserve de pouvoir permuter I'espérance et >, > 5,

E[0™3 =D Eva, ---va,ve - 05, ){Fa, Fr)2
A B

L’indépendance des v, et E(vs) = 0 donnent que E(va, vg, ... Va, vg,) = 0 dés qu’il existe un «
n’apparaissant qu’une seule fois dans le produit. Ainsi, si (A4, B) correspond a un terme non nul
et a € A, on doit aussi avoir & € B car a ne peut apparaitre deux fois dans A par hypothése
de non recollision. On a également « € B —> « € A. B doit donc étre une permutation de A.
Dans ce cas, les v,, et vg; s’apparient deux-a-deux et ’hypothese E(v2) =1 donne :

EHw(n)Hz = Z Z <FA,taFTr(A),t>

Ae(Zd)n mESn

On note alors Val(w) la contribution due a 'appariement selon la permutation 7 :

Val(m) = > (Fas,Feaye) = > E@a(t), dma(®))

Ag(zd)m Ae(zd)n
Proposition 3.1.

no 2
E(la)1?) = I1Fasl? < (111wl

12



Preuve. On a :

Fastp)| < [ dins(s) [ dpr ..pulidoo)] ] 16ons — o)

k=1

On remarque que les variables s et p ont été découplées. En notant S, ¢ la masse totale de fi, ¢
et en utilisant l'inégalité Young pour la convolution n fois :

1Ea.tll2 < S el G710l 2

t" i
Il reste a montrer Sy, ; = —. On effectue le changement de variable (t;)o<i<n = (ZZ:O sk)
n! ==

/dﬂn,t(s) - /RL] 5(t—§sk)d; :/R

Mais, pour tout o € S,

0<i<n
et alors :

§(t — t,)dt = / dt

1 0<to< <t 1 <t

=

/ it = / dt
0<to<-<tn_1<t 0<to(0) < <to(n-1)<t

et [0,1]" = | {toqy <+ <tom)}

ceSy
tn
donc Spn! =1t", S, + = ]

tn
Le controle ||4(t)* < — permet d’espérer au mieux, avec 'hypothése de sommabilité des
n!

tn
Va, un controle Val(r) < — puis E(lie|?™ || ™ (t)]|?) < (et)?™. Cette estimation est satisfaisante
n

pour des temps de l'ordre e~! mais ne suffira pas pour les temps cinétiques t ~ e~ 2.

3.3 Calcul des Val(n)

On remarque que dans ’estimation précédente, nous n’avons pas utilisé le caractére oscillant
des intégrales ds;. Pour cela, on peut calculer explicitement le résultat de l'intégration des
exponentielles en s sur le n-simplexe & 'aide de I’identité distributionelle suivante :

Proposition 3.2.

Vn eR,8(t — ZSJ) — N(t=2s;5) / ei(t=3 sj)du
R

Preuve. Avec un changement de coordonnées orthogonal de déterminant 1 tel que ey = (1,...,1),
on se rameéne & montrer

Vi € R,4(t — sj) = e(t=50) / Ht=s0)
R

Soit f de Schwartz. On rappelle (5(t—so), f) = [, _, f donc d(t—so) = e1(t=50)§(t — 50) D’autre
part en notant Fo la transformée de Fourier selon la premiére coordonnée uniquement on a :

([emeaur)= [as [ anet=0 sisn.....s)
R R
= /d31 T dsn/ d,ueilutfof(ua S1y - 7S7L)
R
= /d31 "'dSTLf(t781a"'7Sn)

C’est l'identité souhaitée.
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On peut alors, aprés avoir permuté les intégrales par rapport a p et s dans 1[) 4, calculer :

/ e_izs,-pi(;(t_zsj)dg:/ /en(t—zSj)eiu(t—so)e—iZSprdudg
5720 s;20JR

— et / eint ﬁ (/+Oo e~ (n+i(u+p3))s; g ) d
= i 5 | dp
R izo \Jo

__ient/ it
Huﬂyﬂn a

Finalement :

(t i T Ve (Pt =) o) dpy ... dpn d
ba(t,p) // H iwﬂwzﬂp) p1 ... dpy dp

Cette méthode a permis un gain d’ 1ntegrab1hte en p grace au caractére oscillant de ’'intégrale.
On peut désormais donner une formule pour Val(w). Soient A et B = w(A) permutations I'un de
I’autre. La derniére formule et ’argument d’indépendance des V,, donné au paragraphe précédent
donne

“ R ) - E[‘//a\(]?kq —pk)‘//;(p' “1(k)—1 _p/ —1(k )]Ai ~
010 = 2 [ e [ O et P S

k

Notons A l'ensemble des n-uplets de Z¢ sans répétition. Soit 7 dans S,,. On introduit alors
la grandeur (que 'on admet comme étant bien définie au sens des distributions)

A (or), ) = 3 TTEVar 01 = 2) Var (Pas 11 — Pl i)
AcA k

Les observations physiques tendent & montrer que 'indépendance entre les V,, est trés forte,
ce qui fait que 'on peut négliger les termes avec une répétition devant les autres. On peut alors
écrire avec la formule sommatoire (modulo des termes avec répétition) :

A(m)((pr = > TITEWVar (01 = )V, a1 — Pams )

Aezd™ k

= H Z Pk 1 7pk)va(p;-—1(k),1 *p;r—l(k))}

k aczd

= HH(pk — Pr—1)0((Pr—1 — Px) — (prl(k)q *Prl(k)))
k

ou H := |GJ2. Cela donne

al(n :e2nt eit(u'fp,) A( )(( ) ( ))’l/; (Pn)¢0(]9n)
vaitm) = & | TTo01 + s + ilpel®) (1 — it — i1}

On remarque qu’en présence du terme [, 0((pr—1—pr) — (Pr—1(k)—1 —Px-1(k))), ON peut rempla-
cer 0(po — pp) par 0(pn — p},). En effet, les contraintes pr—1 — px = pr-1(x)—1 — Pr—1(x) donnent,
en les sommant sur k, puisque m € Sy, po — pn = Dy — P, et alors py = pjf, si et seulement si
Pn = pl,, ce qui donne finalement :

allm) = 2t [ it A7) ((pr), (i) 1¥o(pn) 2
Val(m) = ™ / [T (0 + ip + dlpw]®) (n — i/ — ilp;,

)5 (po — pp)dpdp’ dpdy’

‘2)§(pn_p;7,)dl_;l~-~d];n dp),...dpl, dpdy/
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3.4 Controle de Val(Id,)

Appliquons la formule précédente au controle de Val(Id,). Nous allons prouver la majoration
suivante :

Théoréme 3.1. Pour tout 0 <d <1l etn<2:

62n (C(st)"

Val(Id,) < — 7%

ot Cy ne dépend que de a et de G.

On remarque que la formule donnée pour Val(r) se simplifie dans le cas 7 = Id,,. En effet,
les distributions § se simplifient en H?:o d(p; — pj), et alors, en posant :

n

; 1
K(t,p,n :iet"/daeﬂa —_—
) E,a—P?HW

n
dp(p) = [(pn)|*dpn H —pj+1)|Pdp;
On a, en fixant n = % pour rendre le préfacteur e constant,

Val(Idy) /\Ktp7 )2 du(p)

Alors le théoréme vient des deux controles suivants :

Lemme 3.1.
n

t
|K(t,p,n)\ < g

/mwmeW@s«uW

En effet,

{1-8Cat°\n
[ pmzane) = [1@pmr=? [ [ pnram < S

La premiére inégalité s’obtient en se souvenant du fait que K(t,p,n) peut s’écrire comme une
intégrale d’exponentielles imaginaires sur un n-simplexe (C’est la formule d’intégration des ex-
ponentielles au début du paragraphe précédent).

La preuve de la deuxiéme est plus technique. Le premier obstacle au calcul est que K (t, p,n)
est défini par une intégrale, mise & la puissance 1 + 4. On veut faire entrer la puissance dans
Iintégrale, I'outil adapté est 'inégalité de Holder. Soit g 'exposant conjugué de 1+ 4. On écrit :

H |O[ p + it 1| f(aapnapn—l)g(a,p)
J

1 1
a—ﬁ+ﬁ*mewafw

H lo—p2 +it1] p]—i—zt L

avec f(a7pn7pn71) - |
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On a séparé deux facteurs du produit de maniére & assurer une intégralité |f(a)|? ~ a~2 avec

une pente minimale sur le terme principal en ¢g. On a :

146 H 1 146 146
q

Kt p )0 = | £ifg)|

1
fmgH
q H 1446

Pour l'exposant associé a || - ||4, on a % =1+0(1 — 35) = 0. Ainsi,

)
K (t,p,n)|"" < (/ f(a,pmpnl)da> /f(a,pn,pnfl)g(mp)”‘sda

L’intégrale de gauche ne dépendant pas de pg,...,pn_1, le théoréme de Fubini pour fonctions
positives permet d’écrire :

/ K (t,p,m)| o du(p) < / dprdpr—1 [0(pn) 21 G (pras — l( / fda)
1G( )2
/daf/H o — 1; +]Z+ill+5dpl

On peut alors controler les intégrales dpy . .. dp,—2 :

Proposition 3.3. Il existe Cs > 0 tel que pour tout t > 0,

IG(p—p)?
bupsup

dp < Cst®
. o — p2 + it—1[1+0 P = s

Preuve. On se contente de contréler le supremum sur a pour p' = 0, la preuve générale étant
sans idée supplémentaire mais seulement plus calculatoire.

Quitte o remplacer |G(p)| par ! Irnla)H( H|G( )|, ce qui est possible car on n'utilisera que le

caractére "décroissance rapide” de G, on peut supposer que G est a symétrie sphérique et passer
en coordonnées polaires :

A 2 400 a 2
[ ——y GO
0

|a—p2+it_1|1+6 |Oé—T2+it_1|1+6

ou S est la mesure de S41.
On cherche a éliminer la dépendance en o de l'intégrale. Pour cela, on fait porter la dépen-
dance en t au terme indépendant de a. On a :

1+6
1 _ e - ! = [tu(t(a —r2)]"
o — 12 + it Jt(a—r2) + i T\ /T (e —2))2 a

Le changement de variable x = t(a — r?) (donc r=,/o— %) donne alors :

1
eGP o [T T
dr = — 221t 146 v
/0 o — 12 a1 /, Gye = )Pl T 2t

Puisque d > 2, d — 3 > 0 donc sup| G\ 2PAT"3 < oo car G est a décroissa,ce rapide. Alors
AER

l’intégrale est majorée par

ta —+oo diIZ
C/ tou(x) 0dr < C’t‘s/ ————5 = Cst’
—oo —o0o /1 + a2
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On remarque que I’hypothése d > 0 est essentielle pour assurer 'intégrabilité de u'*? dans
la preuve précédente. C’est pourquoi on a introduit le paramétre 6 dans le controle de Val(Id,),
qui n’est pas valable pour § = 0.

La prochaine étape est alors le controle de ( f fdoz) 1+,

Proposition 3.4.

p72171 - p%

t—l

B C
[0S "
lp2_, —p2 + it~

/f(aypmpnfl)d

)

Preuve. On simplifie les expresssions avec le changement de variable v = t(a — p2_,) et en
posant A = t(p;_y —py,) :

Feo teo t dx
/ f(aapn—lapn)da = /

<1—|-log+

e oo lr+ille A+t
Quitte o effectuer le changement ' = —x, on peut supposer X > 0. L’essentiel de la masse est
dans l’intervalle [—)\ — %, —i—%] L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

+eo dx ’ < T dg teo dz
(/A/Q |x+i||z+)\+i|> —/W x+i|2A/2 |z + A+ 2
B T dx T dx
_/A/Q $2+1/3>\/2 z? 41
=C (ﬂ — arctan A) <7T — arctan 3>\>
2 2 2 2

4
~ O3

™ 1 A
car 3~ arctanx ~ - et, de méme,

r—+00
—3X\/2 dx C
[
ool Fille A+ T A

Concernant la partie centrale,
/A/Q dx 1 /*/2 dx
a2l iz + XA +d TS 44 s o+l
On a ‘%1_“' = IA-E%\ < \/\iil et en utilisant la parité de la fonction sous l'intégrale :

/*/2 dx 4 /W d 4 (/\)
. - < . —— ~——log | =
el ille A+l TN o e d] A+ 2

A

En faisant de méme sur [ 1)\] et en recollant les morceaux on a, pour A > 1 :

2

oo dx C
< 141 A
/_OO Trie g S oLt leer ()

Cette inégalité reste vraie pour A < 1, car l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

/+°° dx V2

- - <nm< T
o o illE AT A+ 1]

En remplacant \ par t(p2_, — p2), cela donne l’inégalité annoncée
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Bilan des deux derniéres propositions :

/lK(tvpv n)|1+‘5du(p) S (C5t6)n_1 /dpndpn71|z/30(pn)|2|é<pnfl _pn)|2

o C
P51 — ph + it

Pifl _p?z

tfl

>1+5

(1+log+

On controle 'intégrale dp,,—1 :

Proposition 3.5. I existe Cs tel que, pout tout t > 0,

|G(Pn—1 — pn)? 2 2\ 140 5
S dp,— 1+ log, |t — < Cst
;lnp/ Pn—1 pQ p% ¥ Z-t_1|1+5 ( + g+| (pn—l pn|) > U

n—1 "
Preuve. La preuve utilise des méthodes semblables & celles utilisées pour la proposition 3.3

L’intégrale dp,, de |7,/A10|2 donne 1, la deuxiéme inégalité du lemme est alors prouvée, ce qui

conclut la démonstration du théoréme.

Contrairement au contrdle obtenu en 3.3, celui-ci donne la bonne échelle de temps ¢t ~ e 2.
Cependant, le controle Val(r) < Val(Id,) ne donne pas la convergence de la série perturbative
pour t < e~ 2. Avec un peu plus de travail, on peut voir que ce n’est pas un probléme car la
limite € — 0 de (J, Wy,) peut se calculer en prenant d’abord la limite e — 0 puis N — oo de
(J, W¢N>'

4 Calculs sur la transformée de Wigner et dérivation de
I’équation de Boltzmann

4.1 Propriétés de la transformée de Wigner

Proposition 4.1. Soit 1 € S(RY). Alors, si g,(y) = e 29 (y),

] : YV
Wy (z,v) = 2[g * ¢g](2z), Ww(ﬁ,v):w(v—Q P v—l—i
ot la transformée de Fourier est prise seulement en la variable x (bien définie car G+g € S(R?))

Preuve. Pour la premiere formule, effectuer le changement de variable y = x+7% dans l'intégrale
définissant Wy,. Pour la deuziéme, utiliser les formules pour la transformée de Fourier d’une
convolution et d’une fonction translatée.

Proposition 4.2. Soit 1 € S(R?). Alors
[ Waeade =P, [ Wit oo = o)
R¢ Rd

Preuve. [dzx : Utiliser la Proposition 3.1 et la formule [ f+g = ([ f)([g) [dv : On fize
z € RL. On remarque Wy (z,v) = F, [w (x4 2)¢ (z — %)} (—v) On utilise alors le fait que si
g9 € S(RY),
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Proposition 4.3. Soit 1 € S(RY). Alors Wy, € L*(R? x R?), ce qui permet de considérer la
convergence faible de W, dans L?(R? x RY) (dans la limite cinétique)

Preuve. D’apres Uégalité de Parseval (deuxieme égalité) :
z z
dxd 2 = dxdv| F, d — )| (=0)?
L st = [ [ asaoiz o (os 5)o (e 3)| o
2
:/ / dxdz
R JRe

S /R du /R dz [b{u = 2)u(u)
= [ dullol < o))

= [ [ WP <o
Rd R4
4.2 Controle de (J,W,)

Un pas vers I'obtention du théoréme 1.1 est le contrdle de la quantité (J,EW,) pour J de
Schwartz. Le controle des variations de cette quantité nous permettra d’appliquer un argument
de densité permettant de nous ramener au cas ol ¥, est de Schwartz. Dans la suite, si u(x, v) est
une fonction de L?(RY), (¢, v) désigne sa transformée de Fourier prise par rapport & la premiére
variable seulement.

)

’ 2

Lemme 4.1. Soit J de Schwartz, alors 1 — (J,EWy) est continue est continue sur S(R?) pour
la norme L?. De plus, si ¢, € S(R) et § = (J,EWy) — (J,EW), alors

- A Ao\ 1/2

91 < (  desup) (6. ) (VETAP + VEITOIP) €11 — d1F)
ve

Preuve. Nous ne présentons pas la preuve, qui est assez peu intéressante en elle-méme. Il s’agit

de controler & en utilisant les transformées de Fourier de J et Wy, et de jongler avec la formule

de VAVw

Ce lemme permet de justifier le fait que l'on puisse raisonner par densité et supposer que
Yo est de Schwartz. En effet, il montre I'uniforme continuité en ®y des quantités (J,EWg (1))
et on a vu que les & sont elles-mémes des fonctions uniformément continues en 1y. Le lemme
permet également d’étudier la transformée de Wigner en calculant celle de ® puis en passant
a la limite sur N :

Corollaire. Si g est de Schwartz et ||[tho]| = 1, alors

1/2
L EWy) = (1 EWa )| < (1+ VETONTE) ¢ | sup EllVs™ ()P

Preuve. On applique le lemme précédent avec ) = 1(t), p— Py, de telle sorte que hp—¢p = Uy :

(. EWyn)) — (S, EWay(1))] < VEI U] (\/Ellw(t)\l2 + \/EH‘PN||2)

Les fonctions d’onde sont normalisées ||¢(t)|| = 1. L’équation de Schridinger conserve cette pro-
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priété donc lopérateur d’évolution e~ est une isométrie, ce qui permet de controler ||¥y||? :

2

el = | [ ds eit-0mavynn )
0
<E (/t ds He—i(t—smwww—”(s)H)2
0
—E (/t ds HAW(N”(S)H)Q
0

(Cauchy-Schwarz) < Et /t ds H/\Vw(f\f—l)(S)H2
0

t 2
(Fubini pour fonctions positives) = t/ E HAV@ZJ(N*I)(S)H ds
0
2
<t? sup E H)\Vz/)(N_l)(s)H
0<s<t
ot la premiere inégalité vient d’un résultat semblable a l'inégalité de Jensen :

Proposition 4.4. Soit u : [0,1] — L?(RY) telle que (s,p) — u(s)(p) soit de carré intégrable.
Alors I : p— fg u(s)(p)ds est de carré intégrable et

1) < / dsu(s)

Preuve. C’est une conséquence immédiate de l'inégalité triangulaire pour l’intégrale de Bich-
ner et du fait qu’elle correspond a lintégrale point par point. On donne aussi une preuve plus
élémentaire de la proposition : D’abord, I € L?(R?) :

RO / [u(3)(p) Pdsdp < +oo

Pour prouwver Uinégalité, on s’inspire de la preuve de l'inégalité de Jensen en minorant || - || a
laide de sa différentielle en I :
1 I
(L) =1, Yo e L2RY), (v, ) < o
1] 11

Alors :

[ wteas> [, ﬁms
/ e IIH e

On souhaite permuter les intégrales, on vérifie les hypothéses de Fubini :

/ [ 06610 s < / et ”(Hﬂ:)
/ Ju(s)s > | / dsHI>dp

1)
- [0 I
-y

Ainsi,
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4.3 Calcul des premiers termes de la transformée de Wigner

Afin de voir émerger I’équation de collision de Boltzmann, on calcule les quantités (J, W§).
On rappelle que ¢ = ny;ol (™. A la vue des formules dont nous disposons, il est préférable
d’utiliser me pour mener ce calcul :

2
NoIN-1 .
- 9 (o= 560 (v+ 59)
n=0 n’=0
On pose W;n, t(n ) (1} - %5) At(n) (v + 2§> On peut calculer les w avec la formule

/\(n) —3 s n . de
// v _o Sklpk)? H V(pr—1— pr) q/;o(pn) (t— Zs)dpl...dpnds

Afin de simplifier 'interprétation physique, on considére dans cette sous-section que H s’écrit

H= ’1 A + V. Ainsi la relation de dispersion s’écrit w = 1p et la vitesse v = Vw = p coincide

avec I’ 1mpu1510n Cela a pour conséquence de remplacer les p? dans I'expression de ¥(") par des
2

P
7"
4.3.1 Termen=n'=0

Dans ce cas, 1\" (p) = _“*1/)0( ). Alors,

. it
W(io,t(f, ”) = exp (2

2 2
(459 - (-39 ])
— e—ieztvaOs (6’ U)

ot Wi est la transformée de Wigner de .
En intégrant WS contre des fonctions de l'espace de Schwartz, le théoréme de convergenve

dominée montre qu’au sens des distributions, W¢(€, v) =9 [1(v)|2. Ainsi, dans la limite cinétique
(t=¢2T):

lim (J, W .0) = (J e TS v), )
e— (e

- /deo(””Q/déf(ﬁ,v)e—iw

_ / dvlido(v)* T (Tv, v)

Ce terme peut étre interprété comme un terme d’évolution libre. En effet, dans le développement
Sy = Zﬁ:ol (™ le terme n correspond a I’évolution aprés n collisions. Pour n = 0, on devrait
avoir I’évolution libre. C’est le cas : si on fixe v, une particule classique évolue selon I’équation
x = Tv. Le résultat de la mesure de 'observable J au temps T est donc J(Tv,v). En moyennant
contre la distribution initiale de vitesse |1)(v)o|?dv, on obtient bien lgr(l) (J, W 0.4)-

4.3.2 Termen=n'=1

Les termes suivants n = n’ = 0 sont d’ordre 2. En effet, les termes n =0, n’ =1 et n =1,
n' = 0 ne font apparaitre qu'un seul terme de potentiel dans I’expression de Wi o+ En passant
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a lespérance, I'hypothese EV,, = 0 donne E(J, Wf, ;) = 0.
2 2
Calculons EWT ; ;. En posant k = v + %5 et k' =v— %{ :

Wi1,0(60) = DO ()
= (mie) [ ds e 95 [ argV(k — koye o ok
(i) [ s 0= [ argt 5= ko)Lt

1 /2 Ai 12—
X (ie)/ ds’ e*i<t*5/>%/dkgV(k/— e *“*“1/1( k})
0

On passe a l'espérance en utilisant :

E [V — KV (k= ko) | = 1G(k — ko) 28(K' — kb — (k — o))

. L . 2 2
Simultanément, on effectue le changement de variables k), = vy — 580, ko = vo + 5 &o, sous

lequel :
dkgdkozKl _%>
L5

Ainsi, o (ko)dho (kp) = W (o, v0) et 8(k — kf — (k — ko)) = 6(€2(& — £)).

On a donc :

t t o a
BV, () = & /0 /0 dsds’ / / dvgdénd(€ (o — €))s|Glk — ko) Pe EWE (6o, v0)

dgo d’Uo = 62 dfo dUo

ou la phase ® rassemble les phases apparaissant dans les exponentielles :
D= —(t—s)k? — sk + (t — k"> + s'k(?

Sous la contrainte £ = &, imposée par le terme §(e?(£y —€)), on a k — kg = v — vy. En simplifiant

[ €2déof(€0)0(€*(&o — €)) = f(£), on obtient :
t t .
EW () = [ [ asis [ anlGlo— o) (€m0

On simplifie 'expression de ® en fonction de vg, v, € :
®=—(t—s) v+i£2— +i£2+(t—’) —i§2+’ —552
= 5 s\ v+ 3 s)\v— 3 s |-
/ /
= (s —8)(v?* —v3) — 2¢* {(t—s—;‘g)v—&-s—gsvo}ﬁ

5,8 s’interprétent comme les instants de collision des fonctions d’onde ,1) & une collision
apparaissant dans 'expression de Wi 1. On pose alors 7 = s — s’ la désynchronisation entre

les collisions et T = 62% Iinstant de la collision, remis a ’échelle cinétique. On effectue le

changement de variable dsds’ = % drdTp. On calcule maintenant (J, EWfJ)t) pour J de Schwartz
en utilisant I'identité distributionnelle :

2 _ 2 2 _ .2
/dTeaip(iTU 2v0>:2775 (U 2U0>

En posant o(v,vg) = 278 (”2;3) |G(v — vo)?, et en utilisant WE(E, vo) =3 |vho(vo)|? :

(JEWS,,) =3 / / / dédvduyg / dTpe1T=To)v+Tovolé 5 (4 40 ) F (€, ) [1ho (v0) 2
0
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T
(JEWS,,) ﬂ?//dudvoa(v,vo)/ dToJ (T = To)v + Tovo, v)| o (vo)|?
0

Analysons physiquement ce résultat. On trouve dans 'argument pris par J une dynamique
semblable & celle observée pour n = n’ = 0 : on a un mouvement libre & la vitesse initiale vg
jusqu’a ce qu'’il y ait collision au temps Tp. La particule repart alors avec une vitesse v. o (v, vg)
s’interpréte comme le noyau de collision. L’apparition de §( @) traduit le fait que la norme
de la vitesse de la particule est conservée lors d’une collision, ce qui est le cas lorsque les atomes
occupant les sites du réseau sont beaucoup plus lourds que la particule.

Pour traiter entiérement ordre 2, il faut regarder les cas n’ = n = 0. Ils donnent des termes
de perte, nous ne présentons pas leur calcul ici.
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