Le probléeme de Schoenflies

Nail Bouberbachene et Guillaume de Carpentier

1 Introduction

En 1906, Arthur Schoenflies montre qu’un plongement de la sphére S! dans S? sépare S? en deux compo-
santes connexes dont I’adhérence de chacune est homéomorphe au disque D?. C’est en cherchant une extension
aux dimensions supérieures que James Waddell Alexander II finit par construire en 1923 un contre-exemple
en dimension 3 : la sphére cornue d’Alexander. Le plongement S? < S3 utilisé n’étant pas suffisemment lisse,
I'image de S? scinde S? en deux composantes connexes dont 1'une n’est méme pas simplement connexe. On
peut cependant espérer une généralisation en ajoutant une hypotheése sur le plongement.

Il faudra attendre 1960 pour que Morton Brown [1] et Barry Mazur [2] fournissent chacun une preuve
différente d’une généralisation du théoréme de Schoenflies nécessitant une hypothése restrictive. Commengons
par définir une variété topologique & bord.

Définition 1.1. Un espace topologique M séparé et a base dénombrable d’ouverts est une variété
topologique & bord de dimension n si pour tout x € M, il existe un voisinage U de x dans M, un
ouvert V du demi espace R"~! x Rt et un homéomorphisme ¢ : U —~ V. On dit alors que (U, ¢)
est une carte et on définit les mémes notions d’atlas et de changements de carte que pour une variété
topologique. De plus, on notera 0M le bord de M défini comme ’ensemble des points € M tels qu’il
existe une carte ¢ vérifiant ¢(z) € R"~! x {0}. On notera également Int(M) = M \ M l'intérieur de
M.

Nous énongons maintenant la version du théoréme de Schoenflies démontrée par Mazur et Brown :

Théoréme 1.2. Soit ¢ : S*~! <+ S™ un plongement et A ’'adhérence d’une composante connexe de
S™\ ¢(S™71). Si A est une variété topologique & bord, alors A est homéomorphe au disque D™.

Nous nous proposons de présenter la preuve de Morton Brown. Celle-ci, ainsi que celle de Mazur, font
intervenir deux résultats importants et généraux que nous démontrons dans les sections 2 et 3. Le premier est
un théoréme de Jordan qui assure que sous nos hypothéses, I'espace S \ ¢(S"~1) posséde deux composantes
connexes. Le deuxiéme est l’existence d’un collier le long du bord d’une variété topologique a bord. C’est
ce résultat qui permet d’exploiter ’hypothése restrictive dans le théoréme 1.2. Dans la section 4, nous nous
intéressons aux sous-ensembles cellulaires des variétés topologiques, qui ont la particularité de pouvoir étre
contractés sans changer la classe d’homéomorphisme de ’espace de départ. Puis dans la section 5, nous
donnons une condition suffisante pour qu'un sous-ensemble soit cellulaire. Enfin, nous démontrons le théoréme
1.2 dans la section 6. Pour cela, on contracte une partie cellulaire de la variété topologique a bord A, de
maniére & obtenir un disque qui est homéomorphe & A par cellularité.

2 Le théoréme de Jordan

Nous utiliserons & plusieurs reprises un théoréme de Jordan :



Théoréme 2.1. Si ¢ est un plongement S"~! < S" alors S" \ ¢(S"~!) posséde deux composantes
connexes non vides.

Pour le démontrer, on peut montrer que son groupe d’homologie singuliére Ho(S™ \ ¢(S"~1),Z) de degré
0 est celui d’'un espace a deux composantes connexes en passant par des méthodes homologiques. Nous
ladmettrons ici et nous renvoyons au livre Algebraic Topology |3] d’Allen Hatcher pour une démonstration
détaillée.

3 Existence d’un collier

L’hypothése du théoréme 1.2, que A est une variété topologique a bord, sera utilisée & travers l’existence
d’un collier que nous établissons ici.

Théoréme 3.1. Soit M une variété topologique compacte & bord de dimension n.
Alors il existe un plongement f : dM x [0,1] < M tel que f(x,0) = x pour tout x € IM.

Démonstration. Posons N := (0Mx]—00,0]) UM/  et, pour tout s < 0, Ny := (OM x [s,0]) UM/
ott (x,0) ~ x pour tout € M. Nous allons construire un homéomorphisme 1 : M —» N_; tel que
n(z) = (z,—1) pour tout z € M. 1l suffira alors de poser f(z,t) = n~'(x,t — 1) pour conclure.

Par définition d’une variété topologique & bord, tout point de OM est inclus dans un voisinage U de
M homéomorphe & un ouvert V de R"~! x R,. Quitte a se restreindre & I'image réciproque d'un cube de
la forme ]0,1["*~1x[0,1], on peut supposer que V est de cette forme et méme que V = R"~1 x R, (car
10, 1[*1x[0,1] = R"~! x Ry). De plus, par compacité de M on peut en extraire un recouvrement fini de
OM par des ouverts de M d’une telle forme. On obtient ainsi des ouverts V1, ..., Vi de M munis d’homéomor-
phismes f; : V; — R*" ! x R_. On pose U; = M N V; leur intersection avec le bord M. Par construction on

Uiy x[0,1] - MCN
(xvt) = fz_l(fz(x) + (Oat))

Les ¢; sont des plongements et pour tout « € U;, on a ¢;(x,0) = z. Pour chaque 1 < i < k, on prolonge
¢; par U'inclusion naturelle U; x] — 00,0] < N en un plongement 1); : U; x| — 00, 1] — N. Prenons également

(pi)1<i<k une partition continue de I'unité subordonnée au recouvrement (U;)1<i<x de OM. Ainsi on dispose
d’applications continues p; : 9M — [0, 1] telles que p; est a support dans U; pour chaque 1 < @ < k et vérifiant

a donc OM = Ule U;. De plus on pose ¢; : {

Zle pi(z) =1 pour tout € M. Enfin pour a € R, on définit 'application (, :] — 0o, 1] =] — oo, 1] par :

t—a sit<0
Cat)=q(1+2a)t—a si0O<t< 3
; 1
t sit> 5
C’est un homéomorphisme de | — 0o, 1] vers | — 0o, 1] car c’est une bijection croissante affine par morceaux.

On a notamment ¢,(0) = —a.

On en déduit des homéomorphismes 7; : U;x] — 0o, 1] = U;x] — 00, 1] en posant 7;(x,t) = (z,(,,(2)(t))
(car ¢ dépend aussi continuement de a). On étend enfin ¢); o 7; 0 47! en un homéomorphisme 7; : N — N
par lidentité, et on pose n = 11 0 ...on, : N — N la composition. On remarque que pour tout (z,t) €

k
OM x| —00,0] C N, on a n;(z,t) = (z,t — p;(x)) et donc n(z,t) = (z,t — sz(x)) = (x,t —1). Ceci montre
i=1
que n(x,0) = (x,—1) pour € IM comme souhaité, mais également que n(OM x| — 00, 0[) = IM x] — o0, —1[.
Or 7 est un homéomorphisme de N vers N, donc cela implique n(M) = N_;. Ceci achéve la construction de
7 et donc celle de f. O



Ce résultat nous permettra d’étendre le plongement & un plongement de S*~! x [0, 1] dans S™ de maniére
A pouvoir manipuler la composante connexe de S \ ¢(S"~! x [0, 1]) contenant S*~! x [0, 1] en connaissant la
forme d’un voisinage de son bord et non simplement celle de son bord.

4 Sous-ensembles cellulaires

Nous définissons ici les sous-ensembles cellulaires d’une variété topologique & bord, ainsi qu’une propriété
qu’ils ont qui justifiera leur utilité dans la preuve du théoréme.

Définition 4.1. Un sous-ensemble X d’une variété topologique & bord de dimension n est cellulaire
si pour tout ouvert U contenant X, il existe des ensembles (C;);>1 tels que :

X = m Ci, C'z g U, C'z =~ D" et Ci—i—l Q IDt(Ci) (’L 2 1)

i>1

De tels ensembles possédent la propriété 4.4 intéressante que leur contraction est une variété topologique
a bord homéomorphe & celle de départ. Commencgons par définir la contraction de sous-ensembles.

Définition 4.2. Si X, ..., X sont des sous-ensembles disjoints et fermés d’une variété topologique
compacte a bord M, la contraction de X7, ..., X désigne le quotient M /s OU 2 ~ 2’ sl et seulement
si il existe ¢ € [1,s] tel que z, 2 € X;. La projection w : M — M/N est Papplication de contraction
de X1, ..., X;.

Pour montrer la proposition 4.4 ci-dessous, nous aurons besoin de pouvoir déformer le disque en laissant
certaines parties inchangées. Notons Cyp, = {x € D" | a < |z| < b} et B(0,r) la boule ouverte de centre 0 de
rayon r dans D".

Lemme 4.3. Soit r,d,e1,e0 > 0 vérifiant ¢1 < 6 < r < g9 < 1. Il existe un homéomorphisme
h : D™ — D" vérifiant hjpn\c = Id et h(B(0,r)) C B(0,9).
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Démonstration. Identifions D" aS" ™" % [0,1] /Sp—1 « {0} viaz — (ﬁ, |z|) afin de nous ramener a la construc-
tion d’un automorphisme du segment [0, 1]. Soit ¢ : [0, 1] — [0, 1] 'application affine par morceaux induisant



[0,61] — [0,61]
des bijections affines croissantes Ej’gﬁ : E,l:sj]] . Alors T'application Idgn—1 x ¢ : S"71 x [0,1] —
[627 1] — [827 1]
X

S"=1 x [0,1] passe au quotient en h : smt [0’1]/8”*1 x {0} — s"t x [071]/§n71 x {0} avec h(d,r) =
(0, ¢(r)) sir#0

0 . 0 C’est un homéomorphisme car Idgn-1 et ¢ sont des homéomorphismes. De plus elle
sir=

satisfait les critéres du lemme par construction (Fig. 1). O

Nous montrons maintenant que la contraction d’un sous-ensemble cellulaire est encore homéomorphe a
I’espace de départ.

Proposition 4.4. Soit M une variété topologique compacte a bord de dimension n et X1, ..., X des
sous-ensembles de Int(M) disjoints et cellulaires. Si N = M /~, est la contraction des X;, alors M est
homéomorphe & N.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de traiter le cas s = 1. Soit donc X C Int(M) cellulaire. L’objectif
est de construire une surjection continue f : M — M telle que fiyn x est injective et telle qu’il existe zg € M
avec f(X) = xg. Une telle application passera au quotient en un homéomorphisme M /x — M. Nous utili-
serons le fait que M est munie d’une distance compatible avec sa topologie. Pour le voir, on peut plonger M
dans R?"+! et utiliser la distance euclidienne de R27+!,

o0
Ecrivons X = ﬂ C; comme dans la définition d’un ensemble cellulaire et construisons par récurrence des
i=1
homéomorphismes f; : M — M dont f sera la limite. On pose f; = Id et on suppose f; construite pour i > 1.
Comme les f; sont des homéomorphismes, on a

fi(Ci) 2D", fi(Ciy1) = D" et fi(Cita1) C Int(fi(Cs))

Commengons par construire un homéomorphisme g; 11 : fi(C;) — f;(C;) qui se restreint en l'identité sur le
bord Jf;(C;) et vérifie diam(g;+1(fi(Cit1)))< H%l Soit g : fi(C;) = D™ un homéomorphisme. En particulier
go fi(Ciy1) C Int(D") et g o f;(Cit1) reste compacte. On peut donc par précompacité inclure I'image de
fi(Ci4+1) dans une boule B(0,r) avec r < 1. De maniére similaire, il existe > 0 assez petit pour que
diam(g—1(B(0,6))) < H% On applique alors le lemme 4.3 pour obtenir un homéomorphisme h : D* — D"
qui se restreint en I'identité sur le bord et qui envoie B(0,r) dans B(0,4). On pose enfin g;11 =g tohog
(Fig. 2). C’est un homéomorphisme f;(C;) — f:(C;) que I'on étend par I'identité en un homéomorphisme
gi+1: M — M et on pose fiy1 = git10 fi.

D,

\

h / y

/\\
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Montrons maintenant que pour tout p € M, la suite f;(p) converge dans M. Sip € X, alors f;(p) € f;(C;)
pour tout j. Or, par construction f1(C1) D f2(Cs) D f3(C3) D ... et ce sont des ensembles compacts, donc

m [;(C;) # 0. De plus, lim diam(f;(C;)) = 0 donc il existe zg € M tel que ﬂ 1;(C5) = {zo}. Il vient alors
A j—roo ,

Jj=1 Jj=1

fi(p) — wxo. Sinon, si p ¢ X, a partir d’un certain rang k, le point p n’est plus dans les ensembles C; pour
j—o0

j = k. On a donc f;(p) ¢ f;(C;). Il suit que f;(p) = fx(p) pour j > k. D’our f;(p) — fx(p). On peut donc
j—o0o
bien définir :
f: M - M
p — lim f;(p)
j—oo

Vérifions que f est continue. Soient (z,) € MY et x € M tels que z,, — z. On distingue les cas z € X
etz ¢ X.Six¢ X, posons k=max{j > 1|z € C;} de telle sorte que f(z) = fr(z). A partir d’un certain
rang N, pour tout n > N, on a x, ¢ Cii1 car Ciiq est fermé. Donc a partir de ce rang, f(x,) = fi(zn).
La continuité de fj implique donc celle de f en x. Si x € X, prenons € > 0. A partir d’un certain rang on a
% <e. Orz e X C Cjy1 CInt(C)) done & partir d’un certain rang N, pour tout n > N, on a z, € C;. Ainsi
f(zn) € f(C;) qui est de diameétre inférieur & € par construction. D’ou z,, € B(x,¢) a partir de ce rang. On
a donc montré la continuité de f en tout € M. De plus f(X) = z. L’application f passe donc au quotient
en une application continue f :

M—L

| 7

M.

Montrons la surjectivité de f. Soit ¢ € M \ {zo}. A partir d’un certain rang, ¢ ¢ f;(C;) et donc fj_l(q) ¢
C;. Ceci implique f(fj_l(q)) = f; (fj_l(q)) = ¢ donc ¢ est dans I'image de f. Enfin, f est injective en dehors
de X carsiz,2’ € M\ X, a partir d’un certain rang f(z) = f;(z) et f(z') = f;(«'). L’injectivité de f; assure
alors f(x) # f(z'). L’application f est donc bijective continue de M/N, qui est compact car M Dest, vers M
qui est séparée. C’est donc un homéomorphisme M /o =M. O

Cette construction, par contractions successives, est appelée contraction de Bing. Cette technique a ini-
tialement été utilisée par Bing [4] pour montrer qu'un recollement selon leur bord de deux exemplaires de la
"mauvaise" composante connexe du complémentaire de la sphére cornue d’Alexander est homéomorphe 4 la
sphére S3.

5 Une condition suffisante de cellularité
Nous aurons besoin d’une condition suffisante pour qu’un sous-ensemble soit cellulaire. Pour établir une

telle condition, nous devrons appliquer le lemme 4.3 autour d’un point non centré. Commengons par montrer
que tout point du disque peut étre envoyé sur le centre par un homéomorphisme.

[ Lemme 5.1. Si z € Int(D"), il existe un homéomorphisme u : D™ — D™ tel que p(z) = 0. ]
) ) 0 siy=x _ .
Démonstration. On suppose que z # 0 et on pose u(y) = § y—a iy £ ol Ay est I'unique A > 0
X My=al] SUY7 T
vérifiant ||z + Ay — 2)|| = 1 (Fig. 3). On montre son existence et son unicité en remarquant que c’est la
seule racine positive du polynéme A\?||z — y||> + 2\ (z,y — x) + ||2?|| — 1. On montre par la méme occasion
que A\ dépend continuement des coordonnées de y et de x. De plus l'existence de la réciproque continue
Y T+ Az1yl|y|] * ¥y montre qu’il s’agit bien d’un homéomorphisme. O

Nous énoncons maintenant la condition suffisante.
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Proposition 5.2. Soient Xj,...,X; des sous-ensembles fermés et disjoints de Int(D™) et N =
by X1, ..., X, la contraction de ces sous-ensembles. Soit 7 : D" — N Dapplication de contraction.

On suppose qu'’il existe un plongement N — S™ qui envoie 7 (Int(D™)) C N sur un ouvert de S™. Alors
tous les X; sont cellulaires.

Démonstration. On procéde par récurrence sur s. Il n’y a rien a montrer dans le cas s = 0. Supposons donc
s > 0 et le résultat vrai pour s — 1 sous-ensembles. Soit f : D™ — S™ la composition de 7 avec le plongement
et z; = f(X;) pour 1 < i < s (Fig. 4).

FIGURE 4 —

Soit U un ouvert de D" contenant X,. Nous allons construire des disques C; montrant la cellularité de
X, dans 'ouvert U. Pour tout § > 0, on notera Bs C S™ la boule ouverte de rayon ¢ autour de z; = f(X5)
(pour la distance induite sur S” par la distance euclidienne de R"*1). Prenons € > 0 tel que B, C f(U) et tel
que z; ¢ B. pour 1 <i < s— 1. Pour j > 1, construisons h; : S” — S™ une application continue et injective
vérifiant h;(f(D"™)) C Be et hj|B,-% =1d (Fig. 5).

Remarquons tout d’abord que f réalise en particulier un plongement de S*~! dans S" et sépare donc S™
en deux composantes connexes d’aprés le théoréme de Jordan 2.1. Puisqu’un chemin continu dans Int(D™)
est poussé en avant par f en un chemin continu qui n’intersecte pas f(S"1!), on sait que f(D") est enti¢-
rement contenu dans I'une des deux composantes connexes non vides de S™ \ f(S*~1). Ceci nous permet de
considérer z € S™ et € > 0 tel que B(z,e) C S™\ f(D") (Pautre composante connexe). La projection stéréogra-
phique par rapport a z induit alors (aprés rotation et composition avec une homothétie) un homéomorphisme
d:S"\ B(z,e) = D". Quitte a remplacer d par pod avec p donné par le lemme 5.1 pour = = d(z5), on peut
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supposer d(x;) = 0. On applique maintenant le lemme 4.3 avec § assez petit pour que d~1(B(0,4)) C B?,

avec €1 assez grand pour que d(Bjil) C B(0,e1), avec r assez grand pour que do f(D") C B(0,r) et avec

€2 = 0. On obtient ainsi l'existence de ﬁj tel que h; =do ﬁj, étendu par 'identité au reste de S™, convient.

Les homéomorphismes h; que nous venons de construire permettent d’envoyer continument le disque
f(D™) dans un disque centré en x; arbitrairement petit. Nous allons en déduire des C; montrant la cellularité
de X,. On pose g; : D" — D" définie par :

(2) = z size X
IV =Y om0 f(2) sizé X,

L’application est bien définie si hj o f(z) # x5 pour z ¢ X,. Or puisque f(z) # x; en dehors de X,
et hj(xs) = x5, on peut utiliser 'injectivité de h; pour conclure h; o f(z) # x5. De plus h; se restreint
en l'identité sur B_<_ donc g; se restreint en l'identité sur f~'(B.<;). En dehors, f~' est bien définie et
continue, donc c’est le cas de g; sur tout D".

e
i+l

Soit Cj = g;(D™) € D". L’espace Cj est en fait la contraction de X7, ..., Xs_1. En effet g; passe au quotient
en g; : ]D)”/Xl’ o X C; qui est injective car g; ’est en dehors de X7, ..., X par construction. De plus g;
est surjective et continue car g; 'est. L’application g; est donc un homéomorphisme entre D™ / X1, Xt qui

est compact et C; qui est séparé. En composant g"jfl avec le plongement N — S™ donné dans les hypothéses
de la proposition, on obtient un plongement de C'; dans S". On peut donc utiliser I’hypothése de récurrence
pour montrer que X, ..., Xy_1 sont cellulaires. Par la proposition 4.4, on obtient C; = D". De plus,

X Cf M Be)CCCfH(B:)CU

_€_ £
J+1 J

Les (C});>1 montrent alors que X est lui aussi cellulaire. O

Remarquons que la proposition 5.2 concerne des sous-ensembles du disque D™. Nous 'appliquerons a des
sous-ensembles de la sphére qu’il nous sera aisé de considérer comme des sous-ensembles d’un disque.

6 La preuve du théoréme

Nous avons maintenant tous les résultats et outils pour démontrer le théoréme de Schoenflies généralisé,
que nous rappelons ci-dessous.



Théoréme 6.1. Soit ¢ : S*~! < S™ un plongement et A ’'adhérence d’une composante connexe de
S™\ #(S™71). Si A est une variété topologique a bord, alors A est homéomorphe au disque D".

Démonstration. Etendons, grace au théoréme 3.1, I'application ¢ en un plongement ® : S*~! x [0,1] < S™.
Soit A I'adhérence de la composante connexe de S™ \ ®(S"~! x 0) contenant ®(S"~! x [0,1]) et X et Y les
composantes connexes de S" \ ®(S"~1x]0,1[) avec X C A. Posons 7 : S" — S"/ 'x. v leur application de
contraction et ’

g: S o S
X 0,...,0,1)
R 0,...,0,—1)
O(z,7r) — (Amiifl s R 20 1) (0<r<1)

ott 'on considére S ! dans le plan ,, = 0 de R"*! et ot 'on note (1, ..., 75,1, 0) les coordonnées de x € S"~!
ainsi que A, I'unique réel positif tel que [|(55-, ..., 5=, 7)|| = 1 (Fig. 6). Par construction, 'application g

induit une bijection continue, et donc un homéomorphisme g, de St /X,Y qui est compact vers S qui est
séparé.

FIGURE 6 —

Soit D’ C S™\ (X UY') une boule ouverte et notons D = S™\ D’. On a D = D" par rotation, projection
stéréographique et homothétie. La restriction de g & w(D) est donc la composition de la contraction de X
et Y (vus comme sous-ensembles du disque D) avec un plongement dans S™ vérifiant les conditions de la
proposition 5.2 (Fig. 7). On en déduit que X et Y sont cellulaires.

FIGURE 7 —

En particulier X est cellulaire comme sous-ensemble de A. En effet si U est un ouvert de A contenant
X, comme Int(D) est un ouvert de S™ contenant X, ensemble U N Int(D) est un ouvert de A contenant X.



C’est également un ouvert de D donc les C; qui lui correspondent dans D conviennent aussi dans A. On en
déduit, avec la proposition 4.4, que A = A/ X

Enfin, une construction similaire & celle de g permet de conclure. On pose :

I A — S
X = (0,..,0,1)
o(x,r) — (—)\?T7..., /\”i"NT) 0<r<l)

Comme précédemment elle induit un homéomorphisme A/X = {z € S" | 21 = 0} (Fig. 8). Or {z €
S™ | £p41 = 0} = D™ par projection stéréographique par rapport a (0, ...,0, —1). Il vient donc A = A/X ~Dn,

40

FIGURE 8 —

Le théoréme est démontré. O
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