Le mémoire est sur le livre [1]. La partie du livre que je écris est la seconde
moitié du chapitre 1, chapitre 3 total et la premiére moitié du chapitre 4.

1 Théorie des graphes

1.1 Comportement asymptotique des valeurs propres

On discutera les valeurs propres associées a un graphe. On suppose que tous les
graphes n’ont pas de lacets.

D’abord, pour le comportement asymptotique de j;, on a le théoreme suiv-
ant.

Théoréme 1.1. Soit (X,,),,>; une famille des graphes connexes, k-réguliers,
finis et | X,,,| — oo quand m — oco. Alors

liminfpu, (X,,) > 2vVk — 1.

m—0o0

Pour le comportement asymptotique de la valeur propre minimale, il y a un
théoreme similaire.

Définition 1.2. La maille d’un graphe connexe X, dénotée g(X), est la longueur
minimale d’un cycle de X. Si X est un arbre, on dit que g(X) = +oo0.

Théoréme 1.3. Soit (X,,),,>1 une famille des graphes connexes, k-réguliers,
finis, et g(X,,) = oo quand m — co. Alors,

limsup u(X,,) < —2vk—1,

m—00
ot pu(X) est la valeur propre minimale de X.

Cela nous inspire de faire la définition suivante.
Définition 1.4. Un graphe fini connexe k-régulier X est un graphe de Ramanu-
jan, si pour quelconque valeur propre p de X, on a |u| < 2k —1.
1.2 Preuve de comportement asymptotique
On démontrera les théoreme et on définira aussi quelques quantités d’un graphe.

Définition 1.5. Soit X un graphe, Un chemin et X de longueur r et sans
retour est une suite x,-,x, des sommets telle que pour tout 1 < i < r—1,
T;_q F T 1. On définit la matrice A, par

(A,)yy = le nombre des chemins de longueur r, sans retour, et o = z,r, = y.

En particulier, Ay = I et A; est la matrice d’adjacence A. On peut calculer
la fonction génératrice de (A,.).

Proposition 1.6. Les matrices A,, satisfont les relations récursives suivantes.



o A2 =A,+kI.
o Pourr>2 AjA, =AA =A_,+(k—-1A,_,.

Donc la fonction génératrice est le suivant:

At = Lt
Y A= :
g 1— At + (k—1)t?

On peut aussi définir les matrices (7)) par le suivant.

Tm: Z Am72r‘

m
Ogrg7

Définition 1.7.

Alors la fonction génératrice de T,, est

~ 1
T, t™ = :
g; 1—At+ (k—1)t?

On trouve que la fonction génératrice est similaire avec celle du polynéme
de Tchebychev U, (cos z) = Snimile.

sinx

S U ()t !

=
— 1—2xt+1t
Donc on a la proposition suivant.

Proposition 1.8. Pour m € N,

A
T,=k-1)2U,(—F——).
= (k=D F Uy ()

Par calculer les traces des deux cOtés, on a le suivant.
Proposition 1.9.

n—1

m A

z€V 0<r< 7=0

On retourne la preuve des théorémes. Pour simplicité, on démontrera seule-
ment une version faible, i.e., on suppose aussi g(X,,) — oo dans 1.1.
On consideére la mesure

1 | X1
v, = m E 6}1,]'(Xn)
nl j=1 Vk-1

Les mesures (v,,) ont le comportement asymptotique suivant.



Proposition 1.10. Soit (X,,),~; une famille des graphes connexes, k-réguliers,

finis, et g(X,,) — 0o quand n — oco. Alors pour tout fonction continue f sur
k k
[_ VE—1’ ﬁ};

lim fadv,w = [ s AV

oy (k=) (k- 1)) — o

n—00 " ©
(v iy

Démonstration. La proposition peut étre démontrée par montrer le cas f = U,,

car les (U,,) engendrent l'espace de Banach C([——= k1). Le cas f(x) =

VE—1? k=1
U,,(5) suit des calculations directes. Par proposition 1.9,

/ f@dvy @) = k=155 3 (A o)
I X

m‘ zeV 0<r<g

VEk—1'k-1

car (A,,_9,)z» = 0 pour n suffisament grand, le droite coté égale a 0 si m est
impair et 1 si (k—1)"% est impair. Le résultat coincide avec le résultat du
droite coté. O

Alors, en prenant f une fonction qui est zéro sur [2,2 — €] et qui est 1 sur
[2 — §,2] et qui est linéaire sur [2 —¢,2 — §], on peut montrer que pour tout
e > 0, il existe C' > 0 tel que le nombre des valeurs propres dans l'intervalle
[(2 — €)vVk — 1, k] soit plus que |X,,| quand n — co. Donc 1.1 suit. 1.3 suit par
un argument similaire.

1.3 La taille maximale d’un stable et le nombre chroma-
tique

On définira deux invariants d’un graphe: la taille maximale d’un stable d’un
graphe, et le nombre chromatique d’un graphe.

Définition 1.11. Soit X un graphe.

e Le nombre chromatique de X, dénoté x(X), est le nombre minimale m €
N, satisfaisant qu’il existe une partition X = X, U X, --U X, , telle que
pour tout i, les sommets dans X; soient deuzr ¢ deuzr non-adjacents.

e Un stable de X est un sous-ensemble S de X, tel que les sommets de

S soient deux a deuzr non-adjacents. La taille mazimale d’un stable est
dénotée i(X).

Il est clair que | X| < i(X)x(X) par définition. Des deux invariants sont liées
aux valeurs propres.

Proposition 1.12. Soit X un graphe fini, conneze, k-régulier et | X| = n. Alors

_ n
i(X) < A max{|p |, |1, 1}



Donc
k

max{ | |; [ [}

En particulier, si X est un graphe de Ramanujan non-biparti, x(X) > 27:_1

X(X) >

Il y a une tension de la maille g(X) et le nombre chromatique x(X). Si
le nombre des arétes croit, g(X) décroit et x(X) croit et vice versa. Mais on
peut montrer que pour toute paire de nombre (m,n), il existe un graphe X tel
que g(X) > m et x(X) > n. Il y a une preuve probabilistique d’Erdés mais
on donnera explicitement les graphes X?:? dans section 4, qui satisferont cette
condition.

2 Le groupe PSL(2,q)

2.1 Propriétés élementaires de PSL(2,q)

On discutera les propriétés de PSL(2, q) dans cette section. D’abord on définit
le groupe PSL(2,q).

Définition 2.1. Soit K un corps commutatif. Rappelons le groupe linéaire
général GL(2,K) et le groupe linéaire spécial SL(2,K). Le groupe PGL(2, K)
est le quotient

PGL(2,K) = GL(2, K)/{\ | A € K*}.

PSL(2, K) = SL(2, K)/{\ | A = +1}.

Le morphisme de quotient GL(2, K) — PGL(2,K) est dénoté par ¢. Quand
K est le corps fini b, les groupes sont dénotés GL(2,q), SL(2,q), PGL(2,q),
PSL(2, q) respectivement.

Le groupe GL(2, K) agit sur I'espace projectif P!(K), par Az = % si
A = (a;;). L’action peut descendre & PGL(2, K).
La premiére propriété essentielle de PSL(2, K) est la simplicité.

Théoréme 2.2. Si |K| >4, PSL(2, K) est un groupe simple.
La preuve utilise le lemme suivant.

Lemme 2.3. Pour tout corps commutatif K, le groupe SL(2, K) est engendré

par les éléments de la forme
1 a 1 0
0o 1)%b 1

Maintenant on peut montrer le théoreme.



Démonstration. Pour un sous-groupe normal non-trivial de N, choisissons une
matrice non-scalaire A de ¢V. Il existe ainsi un vecteur v tel que {v, Av} soit
une base de K2. A est représentée par (i.e. conjuguée a) la matrice

0 —1

1 d
sous cette base. Notons que pour tout U € ¢ 1N et V € SL(2, K), le commu-
tateur [U, V] est dans N. Donc le commutateur [B,[C, A~!]7!] € N pour

(1 _fa O
p=fo 1) =52,

On peut calculer que le commutateur égale a

((1) u(a41— 1)> .

Pour |K| =4 ou |K| > b, il existe « € K* tel que a # 0. Donc tous les éléments

de la forme
I
0 1

est dans ¢ (V). Par conjugaison et 2.3, ¢~ (V) doit étre égal & SL(2, K). Le
cas que ¢ = 5 est démontré par le fait que PSL(2, F;) est isomorphe au groupe
alterné Ag. O

La deuxiéme propriété concerne les sous-groupes de PSL(2, q).

Définition 2.4. Un groupe G est métabélien s’il existe un sous-groupe distingué
N de G tel que N et G/N soient abéliens.

Théoréme 2.5. Soit ¢ un nombre premier. Si H est un propre sous-groupe de
PSL(2,q) et |H| > 60, alors H est métabélien.
Le théoréme se divise & deux propositions suivantes.

Proposition 2.6. Si H est un propre sous-groupe de PSL(2,q) et p | |H|, alors
H est métabélien.

Démonstration. Par le théoréme de Sylow, il existe un sous-groupe L de H de
ordre p. S’il existe deux sous-groupes différents d’ordre p de H, par le théoréme
de Jordan (ou par considérer I'action de PSL(2, q) sur P!(q)), il existe une base
de PSL(2, q) tel que des générateurs des deux groupes soient conjugués a

b5 3)

alors par le lemme 2.3, H = PSL(2, ¢), une contradiction. Donc il y a un unique
sous-groupe L de H d’ordre p. En particulier, le groupe est normal. Le groupe

L est conjugué au groupe
1 a
o {(t Yiuer)



Le normalisateur du groupe est donc

a b y
B:—{(O a_1> |a€[Fq,be[Fq}.

Donc une conjugaison de H est dans B. La proposition suit que B/U et U sont
abéliens. O

Proposition 2.7. Si |H| > 60 et g ne divise pas |H|, alors H a un sous-groupe
d’indice 2.

La preuve utilise les deux lemmes suivant.

Lemme 2.8. Soit G un groupe fini et Z est dans le centre de G. Supposons
que pour tout g € G — Z, le centralisateur de g Cg(g) est abélien. Alors pour
deux sous-groupes abéliens mazximauzx J, K de G, soit J = K, soit JNK = Z.

Le cas que G = SL(2,q), Z est le groupe des matrices scalaires satisfait la
condition.

Démonstration. 11 est clair que JNK D Z, Si JN K # Z, choisissons g €
JNK —Z. Alors C(g) est abélien et il contient J et K. Par la maximalité,

Lemme 2.9. Soit H un sous-groupe de SL(2,q) et q ne divise pas H. Soit
J un sous-groupe abélien maximal de H. Alors J a indice au plus 2 dans son
normalisateur Ny (J).

Démonstration. Si J C {£1}, par maximalité H = J. Sinon, il existe un élé-
ment g € SL(2, q) dont les deux valeurs propres sont différentes. Donc I’action de
g sur P1(q?) a deux points fixés, a, b. Les éléments de J peuvent étre simultané-
ment diagonalisés. Donc les éléments de J fixent les deux points. Les éléments
de Ny(J) fixent Pensemble a,b. Donc il y a un homomorphisme Ny (J) = &,
dont noyau contient J. Donc [Ny (J) : J] < 2. O

On peut maintenant démontrer la proposition et alors on finira la preuve du
théoréme 2.4.

Démonstration. Pour tel H, on dénote H = ¢*(H), h = |H|. (¢: SL — PSL).
Alors |H| = 2h. Soit Cy,-,C,,Cyyq,+,Cyp, les classes de conjugaison des

S
sous-groupes abéliens maximaux de H telles que un quelconque représentatif J;
de C; satisfasse satisfaisant [Ny (J;) : J;] = 1 pour i < s et [Ng(J;) « J;] = 2
pour i > s. On dénote |J;| = 2g,.

Notons que par 2.8, I'intersection de quelconques deux différents sous-groupes
sont le groupe des scalaires {+1}. On déduit ’équation suivante:

T SRNFIPI o PA R L
J maximal i=1 ’ ‘Nﬁ(‘]z”
s '_1 2h s+t ._1 2h
N )
i=1 9i i=st1 9i



De I’équation on déduit que

1 & 1 1 1
T (1_)+ (1_).
h ; 9i 22‘:25;1 9i

On peut résoudre ’équation par discuter tous les cas et montrer qu’il existe 4
tel que h = g; ou h = 2g;, qui démontre le théoreme. O

2.2 Théorie des représentations de groupe PSL(2,q)
On montrera le théoréme suivant sur les représentations de PSL(2, q).

Théoréme 2.10. Soit ¢ > 5 un nombre premier. Alors le degré de quelconque

z, . . . . —1
représentation non-triviale est au moins qT.

D’abord, on rappelle quelques notions et conséquences élémentaires dans
la théorie des représentations sans preuve. On suppose que tous les espaces
vectoriels sont sur C et de dimension finie.

Définition 2.11. On fize un groupe fini G.
o Une représentation de G est une action p de G sur un espace vectoriel V.

o Une sous-représentation de V est une sous-espace W de V tel que g(W) €
w.

o Une représentation irréductible est une représentation V # 0 dont sous-
représentation est soit 0 soit V.

o Une représentation semi-simple est une somme directe des représentations
irréductibles. On peut montrer que tous les représentations sont semi-
stmples.

e On peut définir un homomorphisme de deux représentation naturellement.

o Il y a quelques opérations sur la catégorie des représentations: somme
directe, produit tensoriel, homomorphisme internel, dual, etc.

Pour un ensemble X avec G-action, ’espace CX des fonctions X — C a une
structure naturelle de G-représentation.
Un outil de la théorie des représentations est le caractere.

Définition 2.12. Pour une représentation (V,p) de G, le caractére xy, et la
fonction G — C définite par

xv(g) = tr (g).

1l y a une notion de produit scalaire des représentations.

(m,p) = ﬁ S, (9%

geG



Les caracteres satisfont les propriétés suivantes.

Proposition 2.13. On fize un groupe fini G et deux représentations (V,m),
(W, p).

° XTFEBP = Xr + Xp; erﬂ)p = Xr + Xp; X = >_<7r'
+ dimhomg(m, p) = (m, p).

o Une représentation est irréductible si et seulement si le produit scalaire de
son caractére et lui-méme et 1.

o Les caractéres des représentations irréductibles sont orthogonales.
On utilisera les conséquences suivantes dans la preuve du théoréme.

Proposition 2.14. Soit V,---, V., tous les représentations irréductibles de G
(au sens d’isomorphisme). Alors il y a une identité

n

S (dim V)2 = |G,

i=1

Proposition 2.15. Soit X un ensemble avec G-action. On définit le sous-
espace
Wy={f: X >C|)_ f(z)=0}CCX
reX
qui a une structure de G-représentation. Sil’action de G sur X est 2-transitive,
la représentation W,y est irréductible.

Maintenant on peut démontrer le théoréme.

Démonstration. D’abord, on considere le groupe ax + b, i.e., le groupe B des
transformations affines de . L’action est 2-transitive. Donc la représentation
correspondante Wy est irréductible. On a dimy, =g¢—1.

Alors on consideére le sous-groupe B, de PSL(2, q) des matrices triangulaires
supérieures. B agit naturellement sur [, et s’identifie avec le sous-groupe des
a’z + b, un sous-groupe de B d’indice 2.

Le groupe des matri(?s diagonales est 1un quotient de By, qui est un groupe

a— a—

abélien de cardinalité <==. Donc By a ‘== représentations de dimension 1. La

représentation de B, sur W, se décompose a deux sous-représentations:

W, =(e. | e € )
W_=(e.|ceF,—F2)

2mice

ol e.: I, — C est donnée par e.(x) = exp(=“*). Les Bj-représentations sont
irréductibles car la B-représentation W, est irréductible et [B : By] = 2. Les
deux représentations sont de dimension q;21. La somme des carrés des tous
les B,-représentations au-dessus sont @, la cardinalité de B;,. Donc les

représentations sont tous les représentations irréductibles de B,.



On retourne vers le théoréeme. Pour une représentation non-triviale V', Car
le groupe PSL(2,q) est simple, ’homomorphisme correspondant PSL(2,q) —
GL(V) est injectif. Donc sa réstriction By, — GL(V) est injectif. On note que
tous les représentations de dimension 1 de By annulent U, € B, (U, est le

sous-groupe des matrices triangulaires supérieures avec les éléments diagonaux

1). Donc V doit contenir une représentation de dimension qg—l. Donc dimV >

g—1
2 - O

3 Le graphe X74

Dans cette section on construira le graphe X?¢ mentionné dans la premiere
section. Le graphe sera construit comme un groupe de Cayley.
On rappelle quelques définitions propriétés élémentaires de graphe de Cayley.

Définition 3.1. Soit G un graphe et S € G un sous-ensemble fini symétrique
de G (i.e. S=S"1). Le graphe de Cayley G(G,S) a:

o Sommets: les éléments de G.

o Arétes: deux éléments g, h sont liés s’il existe sinS tel que gs = h.
Définition 3.2. Soit G(G,S) un graphe de Cayley.

o CG(G,S) est simple, transitif aux sommets, |S|-régulier.

e G n'a pas de lacets si et seulement si 1 ¢ S.

e G est connezxe si et seulement si S engendre G.

e Si G est connexe, G est biparti si et seulement s’il existe un homomor-
phisme G — {£1} tel que image de S est {—1}.

Soit p, ¢ deux nombres premiers impairs différents dans le suivant. Rappelons
que dans la théorie des quaternions, on a définit ’ensemble

N={aeHZ) |a=1oui+j+k (mod2),3NeN,|al=p",}
Il a un sous-ensemble

Sp = {alv O, Oy e, O, 517 ) ﬂt}

des quaternions de norme p et de cardinalité p + 1, tel que tous les éléments
de A’ peuvent étre uniquement écrits comme un produit réduit £p™s; -+ s,, ot
S157 5 8, €5,

Définition 3.3. L’ensemble A’ est le quotient A’/ ~, ot la relation ~ est définit
par
rT~y <= dIne’l,x=+p"y.

On dénote Q: N — A le quotient.



On a le diagramme commutatif:

’ Tq x Pq
S, e N — T H(F,)* — GL(2,q)

%@ . | [#

H(F,)* /FX —2 PGL(2,q).

A(q)

ol 7, est induite par le quotient H(Z) — H(F,), II, est le quotient de 7., A(q)
est le noyau de II , 9, est un isomorphisme entre les deux groupes et 3 est le
quotient de 1,.

On suppose ¢ > 2,/p dans le reste de la section. Dans ce cas, I, o Q est
injective car tous les éléments de S, a coordonné dans [—,/p,/p]. En notant
que l'isomorphisme 1, identifie la norme avec le déterminant, les éléments dans
Y, ° T, ont déterminants p. Donc S, , := ¢, 01,07, (S,) est dans PSL(2, q) si et
seulement si p est un résidu quadractique modulo p. Donc on fait la définition
suivante.

Définition 3.4. Le graphe X est le groupe de Cayley (G, S, ;) (la conju-
gaison dans H donne S = S~1), ou

_ [ (2)-
-\ PGL(2,9) (&) =-1.

Il n’est pas clair que X9 est connexe. On considérera un autre graphe Y74
pour démontrer cela le processus de preuve donnera aussi une estimation de
maille de XP-9. Rappelons les notations dans le diagramme commutatif.

Proposition 3.5. A a une structure d’un groupe libre et G(A,Q(S,)) est un
arbre p + 1-régulier.

Démonstration. En notant que la relation ~ est multiplicative, la multiplication
sur A’ induit une multiplication sur A. L’identité est Q(1) et l'inversion est
induite par la conjugaison de H. La liberté de A et le fait que G est un arbre
est justement une interprétation du fait d’unique factorisation. O

Définition 3.6. Le graphe YP1 est le graphe de Cayley G(A/A(q), TP?) o
T,q=1,0° Q(A).

Alors YP'7 est connexe et 3 identifie Y?7 comme un composant de X?>7. Par
la transitivité aux sommets, la maille de Y77 est la méme de la maille de XP-9.
On énonce la proposition suivante sur la maille, qui sera utilisée dans la preuve
de XP4 — yPa.

Proposition 3.7. On a g(YP?) > 2 logp q. Sip n’est pas un résidu quadractique
de q, on a g(YP9) > 4log,q —log 4.

10



Démonstration. Supposons que x, ¥y, ,z, = x, se forment un cycle. Par
définition du graphe de Cayley, il existe les éléments s, ,s, ; € S tels que
T, = v,I1,0Q(s,). Donc le produit sys; -5, 1 € A(g). Par la définition de
A(q), un élément o = ay + aqi+ ayj + ask est contenu dans A(q) si et seulement
si q | ay,a4,a5. Par le fait d’unique factorisation, (a,a,,as) # (0,0,0). Donc
la norme du produit sys; s, ; € A(q) est au moin ¢?. Car la norme de s,, est
p,onag> 210gpq.

Quand (£) = —1, écrivons sgs; -+ s

g
g—1 = Qg + ayi + ayj + azk. Calculer la
norme des deux c6tés montre que p? = a2 (mod ¢)?. Donc g = 2h est pair et
p" = +a, (mod q)2. Supposons que g < 4log, g — log, 4, alors ph < g. En
notant que ag < |ag + ayi + ayj + ask| = p", [p" + ay| < ¢ Donc ph = +a,.
Donc a; = a5 = a5 = 0, on a une contradiction. O

Maintenant on peut montrer le théoreme suivant.

Théoréme 3.8. Supposons que p > 5, ¢ > p®. Le graphe XP7 est conneze.
donc les graphes YP1 et XP9 sont isomorphes.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que S, ; engendre PGL(2, ) si (£) = —1
et S, , engendre PSL(2, ¢) si (£) = 1. En tous les deux cas, il suffit de montrer
que l'intersection H du groupe engendré par S, , et du groupe PSL(2,q) est
PSL(2, q).

Le groupe H a cardinalité plus de 60 (par e.g. le fait que pour tout graphe
X, k + l-régulier, g(X) < 2 + 2log, |X|). Donc soit H = PSL(2,q), soit H
est métabélien. Il suffit de démontrer que le dernier cas n’a pas de lieu. Ppur
cela, il est équivalent de trouver quatre éléments g;, g5, 93,9, de H, tels que le
commutateur [[gq, 93], [95, 94]] n’est pas 1.

Si (g) = 1, on prend arbitrairement g, € S, ;, g, distinct de a9 =g
et g, distinct de glil, gQil. Alors le commutateur définit un chemin sans retour
dans le graphe XP¢ de longueur 16. Par la proposition au-dessus sur la maille
de XP9 le chemin ne peut pas former un cycle. Donc la valeur du commutateur
n’est pas 1.

Le cas (£) = —1 est similaire. On prend hy € S, , arbitrairement, h, est

q

P.a
distinct de hi', hy distinct de ', hi'. Alors on prend g; = hihs, gy = hohs,
93 = hyhy, g4 = hghy. On peut montrer que [[gq, 93], [95, 94]] définit un chemin
de longueur 24 et sans retour. Donc la valeur du commutateur n’est pas 1 par
I’argument de maille. O
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