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1 Introduction

Notations
— @ désigne l'intervalle | — 7, 7]. Q¢ est donc un cube de R%.

— On note T? le tore muni de sa métrique euclidienne obtenu par quotient des
faces opposées de Q°.

— Si p (resp. v) est une mesure de probabilités sur X (resp. Y) :
- II(p, v) désigne 'ensemble des mesures de probabilités sur X X Y dont les
marginales sont p et v.
-si X =Y est un espace métrique muni de sa tribu borélienne et que p et v
ont un premier moment fini, Wy (p, v) = %_[I%f : / d(z,y) dr est la distance de
mell(p,v

X
Wasserstein entre p et v.

- On note Wy (i, v) la distance de Wasserstein sur les mesures de probabilités
sur T¢ (pour ne pas la confondre avec la distance de Wasserstein sur Q?, car
les mesures sur Q¢ passent naturellement au quotient sur T¢)

— Si [ est une fonction lipschitzienne, alors , || f||;;, désigne la constante de Lip-
schitz de f.

— Soit (ay,) et (b,) deux suites réelles. Lorsqu’il existe ¢ > 0 et C' > 0 telle que
Vn € N, ca,, < b, < Ca,, on note a,, = 9(b,).

— Pour m € Z% On note f,(m) = de e du(x) la transformée de Fourier de p
(on considére toujours la transformée de Fourier sur Z¢).

— Pour v € R? (en particulier Z%), on note |v| sa norme euclidienne canonique.

1.1 Présentation

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le probléme d’appariement euclidien et plus
spécifiquement une preuve récente (2020) d’un théoréme de 1984 di a Ajtai, Komlos
et Tusnady [2] appelé théoréme AKT. Ce mémoire a été réalisé dans le cadre d'un
projet de L3 & 'ENS Ulm au printemps 2022. Nous avons été encadrés par Djalil
Chafai que nous tenons a remercier pour sa disponibilité, ses conseils, son aide et
sa motivation a nous convaincre qu’il est toujours possible de sauver une preuve.
Ce mémoire nous a permis d’apprendre des mathématiques qui dépassent le cadre
ce théoréme : dualités issues de I'analyse fonctionnelle, transport optimal, fonctions
c-concaves, approximation de Luzin, ... .
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Voici le probléme qui nous intéresse. On considére deux ensembles de n points de
'espace euclidien RY, X = {x1,...,2,} et Y = {y1,...,yn}. Le probléme d’apparie-
ment euclidien optimal consite a relier chaque point de X a un unique point de Y en
cherchant & minimiser la somme totale des longueurs des traits tracés. Ce probléme
apparait naturellement dans des situations concreétes : on peut imaginer un probléme
d’optimisation de livraisons par exemple. D’un point de vue algorithmique, c¢’est un
cas particulier du probléme de couplage minimal dans un graphe bipartite pondéré et
des algorithmes pour le résoudre sont connus (utilisant par exemple des techniques de
flots ou encore de programmation linéaire). Dans ce mémoire, nous laissons de coté
les aspects algorithmiques et nous intéressons au cout de la solution optimale lorsque
les points sont tirés aléatoirement. Ainsi, le théoréme AKT quantifie ’asymptotique
(quand le nombre de points est grand) de ce cout lorsque les points sont tirés selon
une loi uniforme sur [0, 1]¢. Cette question a priori probabiliste intéresse aussi des
physiciens-statisticens (’article de Caracciolo et Parisi [6] s’intéresse par exemple a
la constante optimale dans le théoréme). Nous présentons une preuve récente pu-
bliée par Bobkov et Ledoux dans [4] qui suit les idées de Ambrosio, Stra et Trevisan
dans [3]. Cette preuve est basée sur des techniques d’analyse de Fourier et d’approxi-
mation de fonctions. Pour la comprendre, nous devons d’abord expliquer le lien du
probléme d’appariement euclidien avec le probléme de transport optimal, c’est 1’ob-
jet de la section [2] La section [3] présente la preuve du théoréme AKT. Les sections
[] et [5] présentent deux outils d’analyse fonctionnelle qui nous ont été utiles dans la
preuve : le théoréeme de Kantorovitch-Rubinstein et un lemme d’approximation par
des fonctions lipschitziennes.

1.2 Enoncé du théoréme AKT

Théoréme 1.2.1 (AKT). Soit Xi,..., X, Y1,...,Y, des variables aléatoires indé-
pendantes suivant une loi uniforme sur [0,1]¢. Alors,

) @(ﬁ) sid=1
E(igg%Z\Xi—Ya(i)\>: @( %) sid=2 (1.2.1)
"=
@(ﬁ) sid>3

L’ordre de grandeur obtenu pour d > 3 est peu surprenant : tout se passe comme
si chaque X; était relié a son plus proche voisin dans {Y7, ..., Y, } qui est typiquement
dans un cube de volume + et donc de diameétre ©(n~ ). En dimension 1, la solution
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explicite du probléme est trés simple et la borne supérieure s’obtient assez facilement.
En dimension 2, un phénomeéne particulier se produit, c’est le cas le plus délicat.

Le théoréme peut s’étendre a des familles de lois plus générales. Ainsi, on peut
montrer que 'ordre de grandeur du théoréme AKT est une borne supérieure pour
toutes les lois de (X7,...,X,,Y,...,Y,) invariantes par permutations et a support
dans [0, 1] (voir [4, §5 | ).

2 Le probléme de transport optimal

2.1 Le probléme de transport optimal

Le probléme du transport optimal est le suivant. On dispose d’un stock de res-
sources toutes identiques situées en différents points de 1’espace que 'on souhaite
acheminer en différents points, on peut imaginer un tas de sable dont la hauteur
varie dans l’espace que 1’on souhaite déplacer vers un trou de méme volume que le
tas dont la profondeur varie dans ’espace. Le transport de la ressource a un cofit,
variable selon le point de départ et le point d’arrivée, et linéaire en la quantité de
ressources acheminée. Le transport optimal s’intéresse & la minimisation du cotit du
transport global.

Plus formellement, fixons X un espace mesurable. On dispose de deux mesures de
probabilités : une mesure de départ p et une mesure d’arrivée v (représentant donc
respectivement le sable et le trou) ainsi que d’une fonction mesurable ¢ : X X X —
R, U oo, dite de cotit. Un plan de transport au sens de Monge est donc une fonction
mesurable f : X — X qui a chaque point x de X associe un point f(x) vers lequel
les ressources en x sont transportées. Le plan de transport doit vérifier la contrainte
suivante : la mesure image de p par f (notée f(u)) doit étre v, le sable doit combler
exactement le trou. Le cotit de transport de f est alors :

[ e @) dut).

X

On peut alors poser deux problémes de transport optimal différents : le probleme
de Monge et le probléme de Kantorovitch. On appelle probléme du transport optimal
au sens de Monge le probléme de minimisation de [ ¢(z, f(2)) du(z) sur Pensemble
des fonctions mesurables sur X.

Un plan de transport f donne de maniére naturelle une mesure de probabilité 7
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sur X X X dont les marginales sont p et v : c’est la mesure définie par

[ an= [ gt st duta)

XXX XXX

pour toute fonction mesurable positive g.

Un plan de transport au sens de Kantorovitch est précisément la donnée d’une
mesure de probabilité sur X X X dont les marginales sont p et v. On note II(u, v),
I’ensemble des telles mesures de probabilité. La minimisation du cotit de transport
f « c¢dm pour 7 parcourant II(y, v) est le probléme de Kantorovitch. Notons que c’est
un probléme de minimisation linéaire.

En terme de tas de sable, le probléme de Kantorovitch autorise a déplacer des
grains de sable initialement au méme endroit vers des points d’arrivée différents
alors que le probléme de Monge contraint le point de livraison de chaque grain a une
fonction du point d’arrivée.

Le cotit minimal du probléme de Kantorovitch est donc toujours majoré par celui
du probléme de Monge ; dans certains cas, comme celui du probléme d’appariement
euclidien (cf section [2.2)), ces deux problémes ont les mémes solutions.

Le probleme de Kantorovitch a I'avantage technique de permettre 'utilisation
d’outils d’analyse fonctionnelle (dualité, optimisation convexe). Par exemple, si X
est compact et ¢ continue, le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki permet de voir
II(p, v) comme une partie faiblement-* compacte du dual des fonctions continues
munies de la topologie de la convergence uniforme, ce qui garantit I’existence d’un
plan de transport optimal.

2.2 Lien avec le probléme d’appariement

Le probléme d’appariement s’exprime naturellement comme un probléme de Monge.
La mesure de départ est la mesure empirique de {x1,... 2.} : p, = % Y iy 0, Celle
d’arrivée est la mesure empirique de {y, ..., y,}. La fonction de cott est simplement
la distance sur R%. Une solution de ce probléme est aussi une solution du probléme
de Kantorovitch associé. En effet, ici un plan de transport au sens de Kantorovitch
peut étre représenté par une matrice P dont le coefficient P, ; représente la masse a
déplacer de x; vers y;. Les matrices P correspondant a des plans de transport au sens
de Kantorovitch sont donc exactement les matrices telles que nP est bistochatique.
Notons P cet ensemble et remarquons que P est convexe.

Nous devons donc minimiser Z P, ;d(x;, x;) pour P parcourant le convexe

1<i<n,1<j<n

P . Cette quantité est linéaire en P et atteint donc son minimum sur les points ex-
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trémaux de P. Par un théoréeme de Birkoff et Von Neumann sur les matrices bisto-
chastiques, ces points sont précisément les matrices de permutation (avec un facteur
%), c’est-a-dire les plans de transport qui déplacent chaque point x; vers un unique
point y; et donc les solutions du probleme de Monge.

Ainsi,
Ulenbf - Z | Xi — You)| = 7Teni&fhyn)/d(x, y) dm(x,y) == Wy (ln, vn) (2.2.1)
Qd

Si X est un espace métrique, la quantité Wy (u,v) = hl%f )/d(x,y) dm(z,y)
mell(p,v
X

définit une distance sur ’espace des mesures de premier moment fini sur X. C’est la
distance de Wasserstein.

3 Le théoréme AKT

3.1 Approche

Cette section résume 'approche que nous suivons pour démontrer le théoréme
AKT.

Le théoréme suivant (di a Kantorovitch) fournit une stratégie pour démontrer le
théoréeme AKT :

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de Kantorovitch-Rubinstein).

Wy (uv) = sup / fd(p—v)= sup E(f(X)—E((Y)  (311)

||fHsz<1 Hf”szSl

ot ||fll, désigne la constante de Lipschitz de f et ou X et Y sont des variables
aléatoires de lois respectives i et v.

Pour obtenir la borne supérieure, il suffit donc de controler E (f(X) — f(Y')) pour
toutes les fonctions f 1-lipschitziennes. La preuve que nous suivons utilise des outils
d’analyse de Fourier. Cette derniére se préte mieux a I’étude de fonctions trés régu-
liéres mais ce n’est pas un probléme ici puisque les fonctions C* sont denses dans
I’ensemble des fonctions 1—lipschitziennes|1 En effet, le caractére lipschitzien d’une

1. Avec les notations de la section si f est 1-Lipschitzienne alors, o; * f est toujours 1-
lipschitzienne. De plus si f est périodique oy * f 'est aussi, et ’argument fonctionne donc aussi sur
le tore.
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fonction donne un controéle explicite des coefficients de sa transformée de Fourier. Ce
controle, combiné a un argument de régularisation des mesures, permet d’obtenir la
borne supérieure du théoréme AKT.

Pour obtenir une borne inférieure, il suffit a priori de construire une fonction
lipschitzienne (aléatoire) qui se rapproche de la borne souhaitée. Si c’est élémentaire
pour d > 3, une telle construction est délicate pour d = 2. Ajtai, Komlos et Tusnady,
dans la preuve originale du théoréme AKT [2], construisent une fonction naive, puis la
modifient pour qu’elle ait la bonne constante de Lipschitz en utilisant des arguments
probabilistes reposant sur des ponts Browniens et le théoréme d’approximation de
Komlés-Major-Tusnady (théoréeme KMT).

L’approche de Bobkov et Ledoux est la suivante : aprés régularisation des mesures,
pour une fonction lipschitzienne wu, deud = de r)dr ou g est la
densité de v — p. On réalise alors que g = Ah pour une certalne fonctlon h et une
intégration par partie donne donc deud(,u —v) = de (Vu(z), Vh(z))dz. Ainsi,
pour maximiser cette quantité, il faut approcher h par une fonction 1-lipschitzienne.
Ceci peut étre fait grace a un résultat quantitatif d’approximation des fonctions par
des fonctions lipschitziennes.

3.2 Reégularisation des mesures

Nous décrivons ici le procédé de régularisation des mesures que l'on utilisera
dans la suite. Sur RY, convoler une mesure y avec une gaussienne dont on peut faire
tendre la variance vers 0 est une maniere standard de régulariser la mesure p. Pour
t > 0 on considére 7, une gaussienne sur R de variance 2t et on note o, = 7
la mesure produit itérée d fois de cette gaussienne. Ainsi, sa densité est radiale et

2
2 . _r . .
sécrit f(r) = —7e~%. On pourrait simplement convoler les mesures avec cette
(4mt)2

gaussienne, mais elles ne seraient alors plus a support dans Q<.

Pour contourner ce probléme, on pousse en avant la gaussienne sur () vu comme
représentant le tore R/(m + 27Z). Pour ce faire, on considére la mesure 7;, mesure
image par la projection P de R sur @) définie par P(x) = = — 2k(x)m ou k(x) est
Ientier tel que (2k(z) — 1) <z < (2k(z) + 1).

La transformée de Fourier (a coefficients dans Z) de 7, sur @ est égale a la
transformée de Fourier de n sur R : en effet, pour m € Z,

fulm) = [ D@y dr = [ 6o ds

R R
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par 2im périodicité de ’exponentielle.
On note alors v, = 7®¢ la mesure produit sur Q¢, sa densité est

’me m
pt - d E €

meZd

Si p est une mesure sur Q?, on note ; = u * 7y, la convolée de et ;. Cette
mesure est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, a densité C*.
Remarquons que f,,(m) = e f,(m). En particulier, y1; converge en loi vers p
lorsque ¢t — 0.

3.3 Borne supérieure

Dans les deux sections suivantes, Xq,...,X,, Y1,...,Y,, sont des variables aléa-
toires sur Q% le cube, de loi uniforme y = v =P, pu, = > 0y, et v, = >, Oy
sont les mesures empiriques de Xy, ..., X, (resp. Y1,...,Y,).

La démonstration de [4] repose sur le lemme suivant d’analyse de Fourier :

Lemme 3.3.1. Soit u € C*® une fonction 1-lipschitzienne sur T¢. On écrit u(x) =
Z €™ sa décomposition en série de Fourier. Alors, Z Iman,|* < 1
meZd meZd

Démonstration. En sommant 'identité de Parseval écrite sur chaque dérivée partielle,
on obtient Z [ma,|? / |Vu|? et le caractére lispchitzien garantit [Vu| < 1. O
meZd Qd
On peut alors écrire :
[udtu=0)= 3 anthulm) = f,0m)
Qd meZd
(le terme en m = 0 est nul car f,(0) = f,(0) = 1)

Ainsi par l'inégalité de Cauchy-Schwartz,

2

/Ud(ﬂ—u) < (Zlmam|2> (Z | fu(m fv( )| )
d m#0 m=£0
< Z ulm fV( )| par le lemme [3.3.1
m#0
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La borne ne dépendant plus de u, on obtient la borne suivante (pas nécessairement

finie) :

Wi (i, v)? < > [fu(m ”( I (3.3.2)
m#£0

Cette borne s’applique également & Wy (1, v) dés lors que le support de p et v est

inclus dans I'hypercube | — 7, 7] (sur cet hypercube plus petit, la distance sur le
tore coincide avec celle sur R? car les géodésiques sur le tore entre les points de cet
hypercube ne traversent jamais le bord de Q%).
Pour d = 1, cette inégalité appliquée directement aux mesures empiriques suffit
directement a prouver le théoréme.
Pour d > 2 la série de I'équation (3.3.2)) ne converge pas. En effet, pour m # 0,
E (fun(m) = fo (m)[P) = 2

La régularisation des mesures permet ici de forcer la convergence de la somme.
En effet pour t > 0,

Z |funt fl/nt( )‘ _ Z 672|m|2t|fun(m) - fz/n(m)|2

Wl (,un,ta Vn t

m#0 m#0 |m|
9 —2|m|“t
S (3.3.3)
nr= Iml

Lemme 3.3.4. L inégalité suivante permet de contréler la distance entre une mesure
de probabilités i et sa régularisée :

Wi (e, ) < V2dt (3.3.4)

Démonstration. Elle résulte du calcul suivant :

Wi () = sup // u(e - y) — u(@)) pily) dy du(x)

llullip <1

< /Iylpt(y) dy = E (7))
Qd

< E(|%|2) = \/ﬁ
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Ainsi, en combinant I’équation (3.3.3)) et le lemme on obtient le controle en
espérance suivant :

Proposition 3.3.5.

92 e—2ml*t

E (Wi (o)) < |2 30 S +2V00 (3.3.5)

n m7#0 |m

Par comparaison série intégrale, la somme dans le membre de droite est du méme
ordre de grandeur que l'intégrale suivante (lorsque t — 0) :

oo
1 o 2 1 2 7
/ —e Aml™t — 7 —e 2rim|” . d=1 4. ou V est la mesure de S%!
r
1

x
z[>1
1 d—3 —2u?
= u’ e du (3.3.6)
Vit

Pour d > 3, 'intégrale est absolument convergente sur R, et converge donc vers
une constante lorsque ¢ — 0. Pour d = 2,

[e9) 1
/u_le_Zu2 du ~ /u_l du = ln<\/f>
Vi Vi
Enfin, sid =1,
00 1
-2 —2u? -2 1
/u e du~/u du:—t—l
Vit Vit
Ainsi quand ¢t — 0,
. o(1) sid=1
/ ;e_mm'zt =4 0(n(t)) sid=2 (3.3.7)
2| >1 ottt sid>3

En optimisant le parameétre ¢ en fonction n, pour que les deux termes de I'inégalité
sur E (W1 (,un,yn)> soient du méme ordre, t(n) = £ pour d > 3 et t(n) = n=a, on
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obtient :

%ﬁ) sid=1
E (AW_/l (M'rh Vn > S lnfln Si d = 2 (338)
(n 5 sid>3

3.4 Borne inférieure
3.4.1 En dimension supérieure a 3

Le cas d > 3 demande assez peu de travail : relier chaque point a son plus proche
voisin donne le bon ordre de grandeur. Cette heuristique échoue pour d = 1 ou d = 2.
Par U'inégalité de Jensen, E (Wi (s, 1)) > E (W1 (s, P)) On pose alors la fonc-
tion 1-lipschitzienne suivante : f(x) = d(z, {X1,..., Xp}).
Ainsi,

(ft, P ‘/fd —P‘ /d(x,{Xl,...,Xn}) dP (3.4.1)

Notons C, I'ensemble des petits cubes obtenus en découpant [0, 1]¢ en cubes de
coté .
nd
Si C' € C est un cube, on note V(C') 'ensemble des 2d + 1 cubes voisins (C' compris),
alors

2d +1
n

P(Vk e {l1,2,...,n} X; ¢ V(O)) = (1 — )n e € 24T (3.4.2)

En particulier, il existe une constante a ne dépendant que de d telle que Vn €
N,P(Vk € {1,2,...,n}, X ¢ C) > a.
Ainsi,

E (Wi (0 P)) 2 3 [ dla (X X)) dP(a)

cecy,

> E(d(C.{X1,.... X.})P(C)

cec

> Z—P (Vk e {1,2,...,n} X; ¢ V(C)) P(C)
cec M4

a

> (3.4.3)

1
nd
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3.4.2 En dimension 2

On commence par remarquer la minoration :

Wl (n,v) > Wl (pe, )

En effet, pour tout u,

[t =) - / / u(w — ) d(p - v) (@D)pely) dy
/ / —v)pi(y) dy
< / (sgp/vd(ﬂ— V)) pe(y) dy

Y

:W1<:U’7V)

En passant au sup dans le membre de gauche, on obtient I'inégalité voulue.
Nous allons minorer Wy (fi, ¢, v ¢) €t optimiser en ¢.
On pose :

1 —|m|? i(m i(m —i(m,x
h(x) = Z W@ Pt (E ("m0 X~ ) — E (VY ~ ) et
meZd\{0}
On introduit des notations :
E,(m) =E ('™ HmX X~ fin)
E,(m) = E( Yy ~ Vn)
ki = e "B, (m) — E,(m))

On peut donc simplifier, et on a :

1 —i(m,z
h(z) = Zwkme (m.z)

m#0

_ Z kmefz(m,x)

m7#0
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Et pour toute fonction lipschitzienne v :

/ 0 Aty — V) = — / vAhdP = / (Vh, Vo) dP (3.4.4)

On utilise alors le lemme d’approximation suivant :

Lemme 3.4.5 (Approximation de Luzin). Il existe K > 0 tel que pour tout o > 0,
et pour toute fonction h : T* — R C' sur le tore, il existe v : T* — R une fonction
a-lipschitzienne telle que : P{h # u} < & [|Vh|*dP

La démonstration de ce lemme est repoussée a la section [5]

Pour a > 0 on pose u : Q¢ — R la fonction a-lipschitzienne décrite par le lemme
précédent, telle que P(u # h) < &5 [|VA[>dP. On a alors :

— — 1
W i) 2 Wi ) 2 & | [ = v

/ wd(jims — Vi) = / (Vh, V) dP
:/|h|2dP—/<Vh,V(h—u))dP

E

Avec E={h#u} C Q% et P(E) < L& [|Vh|*dP.

D’ou,

= (W (un,yn)) >E (/ |Vh]2dP> —E /(Vh,Vh — Vu)dP (3.4.6)

E

Comme les X; et les Y; suivent des lois uniformes et sont indépendantes, on obtient
des simplifications d’espérances : pour des vecteurs m, p, ¢, r non nuls :

E (5, (m)) = 0
E (Bu(m) Bu(p) = - 1(m + p =0)

E (B (m) Eu(p) By (@) Bu(r) = 5 1(m +p+ g +7=0)

n —
n3

+1m+qg=p+r=0))+1L(m+r=p+q=0))

1
+ (Am+p=qg+r=0)
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Des égalités similaires sont vraies pour les F, et pendant les calculs on gardera en
téte que les E, sont indépendants des .

Alors,
|Vh(x Z Z a7 km k_pmipie_i<m_p’x>
i=1 mp;ﬁO ’ ‘ |
- —|m 2 2
E (kmky) = e 1" PHE (B (m) — E,(m))(Eu(—p) — E,(—p))
2
— o ImPPt=Ipft —1(m —p=0)
e—2lm*t
(|Vh Z Z |m|4
_ =z - —2lm|*%t
n Z |m|2e
m7#0
On note :

2 1 e
c(n,t)—E(/yVh\ZdP) :ﬁzwe 2mlt
m##0

D’autre part, d’aprés les caractéristiques de u, on a :

/(Vh,Vh—Vu) §/|Vh|2dP—|—a/\Vh]dP

E E E

< P(E)'/? (/ |Vh|4dP> v + aP(E)** (/ \Vh|4dP) B

K 1/2 1/2
<= [ |Vh]*dP |Vh|*dP

052

K 3/4 1/4
+a( /|Vh|2dP> (/|Vh|4dP>

Par un calcul similaire & celui de ¢(n, t), on obtient, pour d(n, t) = E ([ |Vh(z)[*) :

o~ (laP+bl2+el>+d?)t

2
d(”v t) = E Z <Cl,b> <Ca d) |a|2|b]2|c|2]d|2

a,b,c,d#0,a+b+c+d=0

—2(|af2+[b[2)t

dn + 2 9 €
+ (a,b)" ——m—
n? a%;() |al*[o[*
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_ 2 2
o—2(lal2 b2t

dn — 2
e

a,b7£0 |a|?[b]?

£y e (laP P eleP+idR)e > o—2lal*+/b2)t
<= |12 g e

P I P =T

(o LN 5 A
= -_— - —"_ -~ e

n’ m#0 |m| n? ooy, |m|2

2 €*|m|2t 4 ,
3 > T ) T 3c(n,t)

m#0

Par comparaison série-intégrale, on obtient pour ¢ — 0 I’équivalence :

—|m|?t —|z)%t

(& e
_ d

2 T ”/ B

m#0 |z|>1
1 €_|11:|2
= — / dx
t7 |z
|lz|>Vt
1 e’
= — / o, dr
ts r
>Vt
o
= dfl /e_rgrd_QdT
t =2
>V

ol 0, = r%1. oy est la mesure surface de la sphére de rayon 7 ; de facon analogue
on obtient :

6_2’m‘2t 01 _,’,2 d—3
2 P T o= /6 rodr

m#0 o3

A d = 2, ces intégrales sont respectivement de 1'ordre de (i.e. équivalentes & une
constante fois) \/% et log 1. Finalement, I'inégalité (3.4.3) se réécrit :

oE (Wl (ttm, yn)) > c(n,t) — é\/c(n,t)\/d(n, £) — %c(n,t)g’/‘ld(n,t)l/‘l (3.4.7)
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avec c(n,t) ~ ¢ - w et d(n,t) < 5%(1+ o(1)) + 3c(n, )%
Il ne reste plus qu’a choisir les valeurs de t et de a, sous les seules contraintes
t>0,a>0ett—, 5 0. On pose donc t,, = et a, = f-+/c(n,t,) et on obtient :

Ve(n,ty,)

N 1/4
E (Wl (fn, Vn>> > %\/C(n, tn) — gv c(n,t,) — NG

On choisit donc g > 0 suffisamment grand pour avoir % — ‘6/—5 — gi;% =c>0, et

on a .

E (Wl (i, l/n>> > cv/e(n,t,) ~ d/logn/n (3.4.8)

C’est 'ordre de grandeur voulu.

3.4.3 En dimension 1

Pour d =1, on peut écrire explicitement la solution du probléme d’appariement.
Notons XM < X@ < ... < X les variables X, X, . .. , X, ordonnées. La solution
optimale au probléme d’appariement consiste toujours a relier X*) a Y *) pour k €

{1,...,n} (cela se déduit de I'inégalité triangulaire).
Ainsi,
W Mnay’n - Z |X k)|
1 n
= —/Z 1(z € [XP®, Yy ®))dz (3.4.9)
n o k=1
Or,a x fixé,

S 1 € X, Y0 = [#{MX® < 2} - #{MY® <}
k=1

zn: 1UX® <) —1(Y® < 1) (3.4.10)

k=1
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On peut donc écrire :

E (W, (10,1)) = ~E /

) (3.4.11)

Or les X — Y} sont i.i.d et centrées d’écart type o > 0. Ainsi, par le théoréme de
1 n
la limite centrale 7, = TZ(Xk —Y}) converge en loi vers la loi normale centrée
n
k=1
d’écart type o, N. Il faut alors vérifier que E(|Z,|) converge vers E(JN]). Ce n’est
pas a priori une conséquence directe du théoréme centrale limite.

Cependant, comme x = o (2?), pour tout ¢ > 0, pour M assez grand,
T—>+00

E(1Zu|112,5>m) < eE(Z2) = eo?. L'espérance de la queue de distribution est donc

majorée uniformément en n et la convergence en loi garantit que a M > 0 fixé,

E (12,12, 1<m) converge vers E (|NV]1x <) et donc la convergence de E(]Z,|)
Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que pour n assez grand,

E(W, (ttn, ) > % (3.4.12)

4 Théoréme de Kantorovitch-Rubinstein

Nous présentons une preuve du théoréme de Kantorovitch-Rubinstein (théoréme
B.1.1). Cette preuve est & peu de choses prés celle présentée dans [§] (chap. 1 §.1
et §.2, pp 17 -34) Pour prouver le théoréme, nous avons besoin d'un résultat assez
général d’analyse fonctionnelle : le théoréme de dualité de Fenchel-Rockafellar.

4.1 Dualité de Fenchel-Rockafellar

Dans cette section, nous énoncons et démontrons le théoréeme de dualité de
Fenchel-Rockafellar.
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Théoréme 4.1.2 (Dualité de Fenchel-Rockafellar). Soit E un espace vectoriel to-
pologique. On note E' son dual analytique. Si ® : E — RT U {400}, on définit sa
transformée de Fenchel—LegendreH ®*: B — RT U {+o0} de la maniére suivante :

¢*Cf)==sug(f(2)—-¢(2D (4.1.1)
ze
Soit ® et U deux fonctions converes. On suppose que ® est continue en au moins un
point de E. Alors,
inf (®(x) + ¥(x)) = max (—P*(—f) — U*(f)) (4.1.2)
zeE fer’

Démonstration. On peut établir ce théoréme a ’aide du théoréme de séparation de
Hahn-Banach. Posons m = 1r€1£ (®(x) + ¥(x)) L'inégalité m < sup —®*(—f)—V*(f)
x GE/

découle de la définition de la transformée de Fenchel—Legendrejf

Pour montrer 'autre inégalité, considérons, le convexe C' = {(z,\) € E X R|A >
o(x)} et C" = A{(y,pn) € E X Rlg > m —(x)}. C est d’'intérieur non vide (car ¢
est continue en au moins un point ) et adh(int(C')) = C car C est convexe (voir par
exemple au début du premier chapitre de [5] pour une démonstration de ce fait). Par
définition de C et C’, int(C') N C" = (. Ainsi, le théoréme de séparation de Hahn-
Banach garantit l’existence d’une forme linéaire non nulle, [ = (f,a) € (E X R) =

E’ X R tel que supl < iI(lg)l et donc supl < iréfl. Ainsi, il existe f € E' et a € R tel
c' int o

que pour tout (z,\) € C' et pour tout (y,u) € C’,

f@) +aX = f(y) + op.

Faisant tendre A vers l'infini, on voit que a@ > 0. Si « est nul, on obtient Vx,y €
E, f(x) = f(y), autrement dit, f est nulle ce qui est exclus car [ est non nulle. Ainsi,

veye B L@ az L) rm v con — oD —wrdyzm @)
! a « a
Il y a donc égalité dans (4.1.2)) en g ]

4.2 Dualité de Kantorovitch

La dualité de Kantorovitch est un résultat général de la théorie du transport
optimal.

2. Le premier chapitre de [0] fait une présentation plus détaillée de la fonction maximale et
propose une preuve légérement différente du théoréme
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Théoréme 4.2.1. Soit X etY deux espaces polonais (séparable et complet) munis
de leur tribus boreliennes. Soit u (respectivement v) deux mesures de probabilités sur
X (respectivementY ). Soit ¢ : X XY — RyU{+o00} une fonction semi-continue infé-
rieurement. On note ®. = { (¢, ) € L'(dp) x L*(dv)|p(z) + ¢(y) < c(z,y) p @ v p.p}.
Alors,

in / o(z,y) dn(z,y) = sup / () du(z) + / Sy dvly)  (422)

mell(p,v) (@,w)E‘I’cX

Cafarelli donne une explication amusante et intuitive du théoréme rapportée par
Villani dans [8, §1.1.3]) et librement traduite et adaptée ici. Imaginez que vous étes
un vendeur de fraises qui souhaite acheminer des produits provenant de diverses ex-
ploitations agricoles vers différents magasins. Vous vous apprétez a louer des camions
et a payer un cout c(z,y) par kilogramme de fraises transportées entre x et y. Votre
ami mathématicien vous propose alors le marché suivant : il prend en charge entié-
rement ’acheminement et vous fait payer un prix ¢(x) pour chaque kilogramme de
fruits dans I'exploitation z et un prix ¢ (y) pour chaque kilo de fraisesa apporter dans
le magasin y. Il vous garantit que le cotit de transport de chaque fraise sera moindre
que ce que vous auriez payé en louant des camions (quitte a fixer des prix négatifs
pour compenser quand c’est nécessaire). Vous acceptez le marché qui est bien sir
avantageux. La dualité de Kantorovitch garantit & votre ami qu’il peut vous faire
payer (presque) autant que le loueur de camions s’il arrange bien ses prix.

Démonstration. On se restreint au cas ot X et Y sont des espaces métriques com-
pacts et ¢ continu (c’est le seul que nous utilisons). Il n’est pas difficile de voir qu’il
suffit de prouver 1’égalité en restreignant le sup dans le terme de droite aux fonctions
continues bornées.

Le théoréme de Riesz sur le dual des fonctions continues sur un compact garantit
que M(X X Y) est le dual analytique des fonctions continues sur X X Y. Le théoréme
s’obtient en appliquant la dualité de Fenchel-Rockafeller aux fonctions de C(X X Y)
dans R suivantes :

B s 0siVe,ye X X Y,u(z,y) > —c(x,y) (42.3)
' +00 sinon o
(continue en u =1 ) et :
i X XY, =
T us {fxf§u+fygdv si Va,y € X X Y,u(z,y) = f(z) + 9(y) (4.2.4)
+00 sinon
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On calcule donc pour m € M(X X Y),

O (—7) = — injg udm
uelr,
Ve X VyeY, xxy

u(z,y)=—c(z,y)

_ Jxyycdm sime M (X xXY) (1.25)
+00 sinon o

En effet, si m n’est pas une mesure positive, il existe u > 0 > —c telle que
/ xxy wdm < 0. En multipliant un tel u par une constante arbitrairement grande,
I'inf ci-dessus est infini.

De la méme maniére,

e JOsimell(p,v)
vim = {+oo sim e (u,v) (426)

Ainsi, pour 1 € M(X X Y),

— [ cdr si I1
~0"(—7) — V() = { Jedr st e ) (4.2.7)
—00 sinon
EtsiueC(X xXY),
O(u) +¥(u) = — sup /ngd,u + /¢du (4.2.8)
(£,9)€E®NC(X XY
Ce qui achéve la preuve. ]

4.3 Théoréme de Kantorovitch-Rubinstein

On peut finalement démontrer le théoréme de Kantorovitch-Rubinstein (théoréme
3.1.1)).
L’inégalité

Wi (u,v) > sup /fd(u — V) (4.3.1)
découle immédiatement du caractére lipschitzien de f. L’autre inégalité se déduit

du théoréme de dualité de Kantorovitch. En effet, lorsque la fonction de cofit est
une distance, on peut restreindre le sup dans le théoréme de Kantorovitch aux seuls
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couples de fonctions de la forme (f, —f) avec f 1- lipschitzienne. Si f : X — R, on
introduit la fonction c-concave conjuguée, f¢: X — RU {—oo} définie par :

f(z) = inf d(z,y) — f(y). (4.3.2)

yeE

Cette fonction est 1-lipschitzienne car ¢’est un infimum de fonction 1—lipschitzienne|ﬂ
De plus si f est 1-lipschitzienne, alors f¢ = —f. Pour (¢,¢) € &4, Y,y € X, ¢(y) <
d(z,y) — ¢ (z) donc h(y) < ¢°(y).

Ainsi,
/ng ) dp(x /1/) )dr(y _/(xd x+/¢cydyy
/(df)c /¢c )dv(y

:/wwmw—mw> (43.3)

IN

5 Approximation de Luzin et fonctions maximales

Dans cette section, on présente une démonstration du lemme d’approxima-
tion par des fonctions lipschitiennes. La preuve repose sur 1'utilisation de la fonction
maximale. Une preuve détaillée dans un ouvert suffisamment régulier de R? est pré-
sentée dans [1]. Nous suivons cette preuve en adaptant les raisonnements au tore.
Soit f : T% — R une fonction C*° définie sur le tore euclidien T¢ (dans cette section
uniquement, le tore est vu comme R?/Z% par commodité). Le tore est naturellement
muni d'une structure géométrique rigide ot les changements de cartes sont donnés
par des translations. Ceci permet de définir le gradient de f directement comme une
fonction & valeur dans R? et non dans le fibré tangent du tore. On définit alors la
fonction maximale de f par :

mefg/wm (5.1)

x,r

Nous aurons besoin des deux propriétés suivantes de la fonction maximale :

3. a y fixé, la fonction dans l'infimum est la distance translatée d’une constante.
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Lemme 5.2. I existe C' > 0 ne dépendant que de d (indépendant de o) tel que quel
que pour toute fonction C*™ f et Va,y € {z| |M(Vf)(2)|] < a}

H0 =16,

Démonstration. Une preuve dans un ouvert suffisamment régulier de R? est détaillée
dans [I]. Nous reprenons cette preuve et 'adaptons au cas du tore en évitant 'utili-
sation des théoréemes d’extension dans les espaces de Sobolev. On note D la distance
euclidienne sur le tore et p la mesure de Lebesgue sur le tore. Pour o > 0, soit

E, ={z|IM(Vf)(2)| < a}. Soit z,y € E,. On note r = D(zx,y) Posons pour k > 0,
={z € B(z,n)[|V)(z)| > ka} et Bp={z€ By,7)|IVf)(2)| > ka}.
On controdle la mesure de Ay, (et de By) par I'inégalité suivante :

Ku(B(z,r))

p(Ag) < ’

(5.3)

ot K > 0 ne dépend que de d. Soit H I'hypercube semi-ouvert & + [0, 1[¢ ol Z est
un représentant de x dans R?. Si z € T¢, on note Z, 'unique représentant de z dans
H. On pose f : H— R définie par f(Z) = f(z). Pour tout point z de H privé de son
bord, V:f = V.f. Pour tout z € T% D(z,x) = |7 — Z|. On notera également f la
fonction f dans la suite. On note B(z,r) (resp. Bra(z,7)) la boule de centre z et de
rayon r dans T¢ (resp RY).

Par 'inégalité de Markov :

1 f 1f(z) = f=)]

Or, powr 2 € T4, | f(2)—f(z)] = | fol <Vx+t(2—5c)fu Z— i’> dt | < fol |Vfc+t(2—5c)f’D(xu z)dt

Ainsi,

1
p(Ag) < T / /|vi+t(2—i)f| dtdz (5.5)
B(z,r)CQ4 0
1
0 B(z,r)CQ4
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En faisant le changement de variable u = ¢(Z — &) a t fixé, comme r est inférieur
au diameétre du tore (qui est aussi le diamétre de H), on est ramené & intégrer sur
I'image par ’homotétie de centre x et de facteur ¢t de Bra(Z,r) N H. Cet ensemble
est inclus dans Bra(z,tr) N H Ainsi,

p(Ae) < - /td / V., f| dudt (5.7)

(z,tr)nH
g/%ﬂﬂéﬂlqu> (5.9
< WM(\V}CD(;E) car Bra(x,tr) N H C Bgra(z,tr) (5.9)
< %M(B(xﬂ”)) (5.10)

) (Bgd(z,r))
ou K = sup,cpq % = oo

Si z,y € T? sont tels que D(z,y) = r, alors u(B(z,r) N B(y,r)) > LuB(x,r) ou
L > 0 est une constante indépendante de r. En effet, pour r assez petit, B(z,r) U
B(y,r) est isométrique Bra(x,r) U Bra(y,r). Pour

k> 2[1@, 1(Ag U By) < j(Blx,r) 0 By, ).

En particulier, il existe z € (u(B(z,7) N B(y,r)) \ (Ax U By).
Ainsi,

Lemme 5.12. Soit f une fonction continue.
nu(5) > )< 5 [ 1
Td

ot p désigne ici la mesure de Lebesque.

Démonstration. La démonstration repose essentiellement sur le lemme de recouvre-
ment de Vitali. Notons d’abord que M (f)? < M(f?) par convexité de la fonction
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carré. Il suffit donc de montrer que pour toute fonction f, u(M(f) > a) < % J7a I f]
et de I'appliquer a f2.

Pour tout z € (M (f) > «), il existe r > 0 tel que fB(x,r) |f| > pu(B(z,7))a. Fixons
un tel r, pour chaque x. Par le lemme de Vitali, on peut extraire une sous-famille au
plus dénombrable (z,)ner € (M(f) > «) telles que les B(x,,r,) soient deux a deux
disjointes et (M(f) > a) C UperB(x, 5r,). Ainsi,

nel nel

d
pOU() > @) < (Bl 5r) <5 S B <% [ 61)

O

Pour conclure, on prolonge la restriction de f a (M(|V(f)| < a) a T? tout entier
en une fonction u qui est C'a lipschitzienne. Ceci est permis par le lemme suivant :

Lemme 5.14. Soit X un espace métrique et A C X. Soit f : A — R une fonction
k-lipschitzienne sur A. Alors, il existe un prolongement k-lipschitz u : X — R.

Démonstration. u(x) = ing(f(a) + kd(z,a)) convient (par exemple). O
ac

Enfin, v est automatiquement faiblement dérivable et ||Vul| ., < Ca. (voir le
théoreme 4 de [7, §5.8.1]).
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