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Abstract

Notre travail de mémoire a consisté a comprendre 1'utilité de la
géométrie hyperbolique pour I’étude des groupes de Coxeter, puis
résumer et expliquer 1’énoncé et la preuve du théoreme d’Andreev
sur la caractérisation des polyedres hyperboliques compacts a angles
diedres aigus ou droits, un résultat important pour I’étude des groupes
de Coxeter qui est également utilisé dans la preuve du théoreme d’hyper-
bolisation de Thurston.

1 Introduction et motivation : les groupes de
Coxeter

Définition 1.1 (Groupe de Coxeter). Soit W un groupe, on dit que W est
un groupe de Coxeter s’il admet une présentation finie de la forme

(a1, ag, ..., ag|(@;a;)™" = 1Vi, j)

ou les my; valent tous 1 et les m;; ot i # j sont dans [2, +o0] (m;; = +00
signifie qu’on n’impose pas de relation sur a;a;).

Si l'on note S = {ay, ag, ..., ax} (ensemble de générateurs), la donnée (W
, S) est appelée systéeme de Coxeter.

Remarque. Certains auteurs imposent, dans la définition, m;; = m;;. Clest
en fait équivalent a la définition donnée plus haut : puisque les a; sont d’ordre
2 donc leurs propres inverses, on a (a;a;)™% =1 < (a;ja;)™% = 1, donc quitte
a remplacer m;; et my; par leur PGCD, on peut supposer m;; = mj ;. Sile
PGCD vaut 1, on a alors a; = aj_1 = aj, ce qui permet d’avoir un générateur
en moins.

Si |S] = 1, W est monogene d’ordre 2 : c’est Z/27, que l'on peut voir
comme le groupe engendré par une unique réflexion du plan euclidien.

Pour |S| = 2, W est un groupe diédral (a,bla® = b* = 1,(ab)" = 1).
Si n est fini, W admet une autre présentation (c,7|c" = 1,72 = 1,7¢c77! =
¢), ou 'on reconnait le sous-groupe Dy, de &,, engendré par ¢ = (123...n)
et 7 = (12). On peut interpréter ce groupe géométriquement comme le
sous-groupe de O(2) engendré par deux réflexions par rapport a des droites
formant un angle de *, c’est le groupe d’isométries du n-gone régulier centré a
l'origine du plan. Sin = 400, on parle de groupe diédral infini (interprétation
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géométrique : c’est le groupe d’isométries de Z muni de la distance usuelle
sur R, ici le centre du polygone est donc a I'infini).

Le cas |S| = 3 est déja beaucoup plus complexe, on cherche a déterminer
les W = {(a,b,cla®> = b* = & = 1,(ab)* = 1,(be)! = 1,(ca)™ = 1) ol k, [,
m sont dans [2,+oc]. Par analogie avec les cas précédents, on cherche W
parmi les groupes engendrés par trois réflexions a, b et ¢ du plan euclidien,
avec des angles prescrits par les valeurs de k, [ et m : puisque les rotations ab,
bc et ca doivent étre d’ordres respectifs k, [ et m, on peut penser a avoir des

angles 2%, 27”, % pour ces rotations. Donc les angles entre les trois droites
par rapport auxquelles on fait des réflexions doivent étre T, T, L. Mais
k> 17 m

puisque (ab)(bc)(ca) = 1, il faut 2% + 2* + 2& — 27, Autre interprétation,
qui sera utile par la suite : en décalant une des droites de I'origine, les trois
droites forment un triangle qui est secretement notre premier polytope de
Coxeter. Le fait que la somme des angles d'un triangle soit 7 donne ainsi
une contrainte tres forte sur les valeurs de k, [ et m pour lesquelles on peut
interpréter W comme un sous-groupe de O(2) de la maniere que 'on vient
de développer (en fait, si on suppose k < [ < m, seuls trois cas sont possibles
pour (k,I,m) : (2,3,6) (groupe d’isométries d'un triangle rectangle), (2,4,4)
(isocele) et (3,3,3) (équilatéral)). On va donc également s’intéresser a des
espaces dans lesquels on peut toujours définir des triangles, mais la somme
des angles de ceux-ci ne sera plus forcément 7 : S et H", pour n > 2.

2 L’espace hyperbolique et ses polytopes

On fixe n > 2.

Définition 2.1 (Espace hyperbolique de dimension n). Dans le cadre du
modele de I'hyperboloide, on définit I’espace hyperbolique de dimension n
comme ’ensemble

H'={r e R"": 23 + 22 + 23+ ...+ 22 = 1}

On note q : © — —a3 + 22 + 23 + ... + 2 (c’est une forme quadratique
sur R"™) et b: (z,y) = —xoyo + T1y1 + Taya + ... + Tpy, la forme bilinéaire
symétrique correspondante.

On remarque que pour = dans R""! la différentielle de ¢ en x est d,q :
h +— 2b(x,h) qui est surjective si z # 0, donc ¢ est une submersion sur
R\ {0}. Puisque H" est inclus dans Pouvert R"™\ {0} et c’est 'ensemble
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des zéros de la submersion x — ¢(z) + 1, H" est une sous-variété de R"™! de
dimension n.

De plus, si x est dans H", la restriction de ¢ a T,H" = ker(d,q) = {h €
R™ : b(x,h) = 0} est définie positive. Montrons-le pour n = 2 (les autres
cas sont analogues) :
si h vérifie b(z, h) =0,

q(h, h) = —hg + hi + h3
1
= (z1hy + w2hs)? + h3 + h3 (car b(z, h) = 0)

I
1 . -
=——— (&, R+ (h,h =-1
ou l'on a noté ¥ := (x1,23), de méme pour h, et (.,.) désigne le produit

scalaire canonique sur R?. Par Cauchy-Schwarz, la derniére ligne est toujours
positive, et nulle si et seulement si (71, 71> =0 et (z, iz) =0,1ie. si h=0.

On obtient alors un produit scalaire b, : (h, k) € (T,H")?* — b(h, k) sur
chaque fibre du fibré tangent de H", avec x > b, lisse (car by (h, k) = 1(q.(h+
k) —q.(h) — q.(k)) (identité de polarisation), ou = +— (g, : h € T,H" — q(h))
est lisse). La donnée de ces produits scalaires sur TH™ est appelée métrique
riemannienne, et munit H" d’une structure de variété riemannienne.

Cette structure permet de définir des généralisations des lignes droites,
les géodésiques. Si v : [a,b] — H" est une courbe C' par morceaux, on peut
alors définir sa longueur

L0) = [ o @) d

puis si x et y sont dans H", on définit

d(x,y) = inf{L(v) : v chemin C* par morceaux entre z et y}
H" est un espace géodésique, c’est-a-dire qu’il existe toujours un v minimisant
entre deux points. L’image d’'un tel v est appelée géodésique.

Remarque. R™ et S admettent également des structures riemanniennes (con-
sidérer le produit scalaire canonique, respectivement sur R™ et R*™!). On
peut donc également y définir les géodésiques et 'on constate effectivement
que, pour R”, ce sont les lignes droites.

4



Avant de définir ce qu’est un polytope hyperbolique, on présente un
modele alternatif de H", qui a 'avantage d’étre visualisable dans R™ et non
R™™! tout en préservant les angles (resp.angles dieédres) entre des hyperplans
de H? (resp. H?) (ce qui nous épargne de définir ici la notion d’angle et angle
diedre dans les espaces hyperboliques).

Définition 2.2 (Modele de Poincaré). On considére la projection qui a = €
H" associe 'unique intersection de la droite passant par x et (—1,0,...,0)
avec 'hyperplan {zo = 0} :

p:xeH" — (x1,...,x,) € B(0,1)

1+$0

ou B(0, 1) est la boule unité euclidienne de dimension n.

p est une bijection qui permet de transporter la structure riemannienne
de H™ & B(0,1). B(0,1), munie de cette structure, constitue le modele de
Poincaré de I’espace hyperbolique.

Dans l'espace euclidien de dimension n, on peut définir un polytope
comme une intersection finie de demi-espaces fermés affines (i.e. dont le
bord est un hyperplan affine). Par analogie avec cette définition, on veut
définir des demi-espaces de H".

Lemme 2.1. Soit v € R"™\ {0}. Alors l'orthogonal de v pour q intersecte
H" si et seulement si q(v) > 0.

Preuve. S'il existe x € H" tel que b(x,v) = 0, alors v € T,H" ou l'on a vu
que ¢ était définie positive : g(v) > 0.

Réciproquement, si g(v) > 0, montrons qu’il existe z € H" tel que
b(x,v) = 0, ce qui revient a trouver & = (z1,...,z,) dans R" tel que
z=(/1+22+ - +22,21,...,2,) = (/1 + |Z]|2, %) convienne. On traite
le cas n = 2, les autres étant analogues. On remarque que pour = 0,
b(z,v) = —vp. Si vy = 0, c’est fini, sinon on peut supposer vy > 0 (une
homothétie de rapport non nul ne change pas le signe de ¢). Puisqu’il existe
un Z tel que b(x,v) < 0, trouver un autre & tel que b(z,v) > 0 permettra
de conclure avec le théoreme des valeurs intermédiaires sur le segment entre
ces deux points de R™, puisque & — b(z,v) est continue. Mais pour & = v
avec t € R et 0 = (vy1,...,v,) qui vérifie ||0]] > v (on a simplement réécrit
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la condition ¢(v) > 0), on obtient

b(l‘,U) =TV 1+ ||j|‘2v0 + <‘%71~]>
= —/1+4 £2]|0]|2vy + t]|7]?

. 1
= t||2]|(|9]] — vo) + O(;) quand ¢t — 400

Donc pour t assez grand, & = tv vérifie b(x,v) > 0, ce qui acheve la preuve.
m

On définit alors
H,={w e H": b(w,v) <0}

le demi-espace associé a v.

Définition 2.3 (Polytope hyperbolique). Avec les notations précédentes, un
polytope hyperbolique de dimension n est une intersection

d’intérieur non vide (on supposera de plus que la famille d’hyperplans con-
sidérée est minimale).

Remarque. De méme, on peut définir un polytope sphérique de dimension
n comme une intersection d’intérieur non vide de demi-espaces de S™, ou
I’on appelle demi-espace de S™ une intersection de S™ avec un demi-espace
vectoriel (i.e. dont le bord est un hyperplan contenant 0) de R™*! (ici, elle
sera forcément non vide).

Enfin, puisqu'un demi-espace affine de R" est 'intersection de R"™ avec
un demi-espace vectoriel de R™"!, on peut faire la méme construction dans
le cas euclidien.

Remarque. Sil’on définit une notion de convexité sur H" ou S” en remplagant
les segments par des portions de géodésiques (on peut le faire car par deux
points distincts passe une unique géodésique, a condition de se restreindre
a un hémisphere dans le cas de S™), on remarque que de tels polytopes
sont convexes. En fait, un polytope compact de dimension n est I’enveloppe
convexe d'un nombre fini de points de X", ou X = R, Hou S (et pour X = H,
un polytope de volume fini est I'intersection de H" avec I’enveloppe convexe



d’un nombre fini de points de H”, ott H" est le compactifié de H" obtenu en
lui ajoutant I’ensemble OH", quotient de {x : g(x) = 0,29 > 0} pour Iaction
de R* par homothéties, et qui correspond au bord de la boule dans le modele
de Poincaré).

Une face d'un polytope est une intersection non vide de ce polytope avec
un hyperplan délimitant un demi-espace fermé dans lequel le polytope est
inclus. Une face de polytope est elle-méme un polytope, dont la dimension
est celle du sous-espace affine engendré par les points de la face lorsqu’on
plonge le polytope dans R"*!. Les faces de dimension n — 1 de P sont
appelées ses facettes.

On considere maintenant un cas particulier de polytopes, les polytopes
de Coxeter :

Définition 2.4 (Polytope de Coxeter). Un polytope P de X", ou X = R, H
ou S, est appelé polytope de Coxeter si les angles diedres entre ses facettes
sont de la forme 7, k¥ € N*. On a les résultats suivants :

e Le groupe G engendré par les réflexions par rapport aux facettes de P
est discret et P est domaine fondamental de Uaction de G sur X"

e Réciproquement, le domaine fondamental de tout groupe discret de
réflexions est un polytope de Coxeter.

On a donc une correspondance entre groupes et polytopes de Coxeter.

3 Le cas de la dimension 2 : Gauss-Bonnet
et ’existence de polygones

Maintenant que les polytopes de H"™ et S™ ont été définis pour n > 2, les
intersections d’intérieur non vide de trois demi-espaces de H? ou S? four-
nissent une nouvelle source de triangles pour interpréter géométriquement
les groupes de Coxeter. Gauss-Bonnet donne des informations sur leurs an-
gles :

Théoréme 3.1 (Formule de Gauss-Bonnet pour les triangles). Soit T' un
triangle dans X2 ou X =R, S ou H, c’est-a-dire une intersection d’intérieur
non vide de trois demi-espaces de X2. Soit o, B, v les angles a ses sommets
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(un sommet est un point de T appartenant auz bords de deuz demi-espaces
distincts parmi les trois considérés plus haut). Alors

KAT)=a+p+y—m
avec

e K =0siX=R K=1siX=Set K=-1siX=H (K estla
courbure sectionnelle de X, qui se trouve étre constante dans ces cas
particuliers)

o A(T) laire de T', une quantité dont on utilisera uniquement qu’elle est
bien définie et qu’elle est positive.

Ce théoreme, conséquence de la formule de Stokes, donne l'espoir de
trouver de nouveaux triangles correspondant a des groupes de Coxeter a
trois générateurs dans S? et HZ.

Sur la sphere, on a la condition %4— % + % > 1, ce qui laisse les possibilités
(2,2,q) pour ¢ > 2 (existe bien sur la sphere), (2,3,3), (2,3,4) et (2,4,5).
On voit donc qu’il y a a priori bien plus de possibilités dans H? (condition
£+ 7+ =+ <1) que dans R? et S?.

En réalité, tout triplet d’angles dont la somme est strictement inférieure
a 7 est réalisable (de maniere non plate, sinon c’est évident) en un triangle
de H2.

Preuve. On se place dans le modele de Poincaré, dans lequel les géodésiques
sont les portions de cercles et droites intersectant orthogonalement son bord,
et ot Pangle entre deux géodésiques est I'angle dans H? (représentation con-
forme).

Soit a, 8,7 > 0 tels que a+ 5+ < 7, on cherche A, B, C sur le disque de
Poincaré tels que ABC soit un triangle hyperbolique d’angles aux sommets
a, B,7.

En autorisant les triangles dont des sommets sont au bord du disque, on
élimine les cas ou au moins deux des angles sont nuls (si trois angles sont
nuls, on sait qu’il existe des triangles idéaux (i.e. dont les sommets sont au
bord du disque) non plats ; si un angle est non nul, on le place a I'origine
et on le relie par des lignes droites a deux points a l'infini, qui sont bien
connectés par une géodésique)

Supposons donc a, 5 > 0. On place A a l'origine du disque. Il existe
deux droites Dy, Dy passant par A et ayant un angle « entre elles (c’est de la
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géométrie euclidienne). Ces droites se trouvent étre des géodésiques, puisque
ce sont des diametres du disque.

Pour R > 0, soit B(R) un point de Dy a distance hyperbolique R de A.
Il existe une géodésique G passant par B(R) formant un angle 3 avec Dy (en
effet, (H?, d) est 2-homogene : si d(z,y) = d(xg, o), il existe une isométrie
qui envoie x sur o et y sur yo. En construisant deux droites passant par
lorigine (donc des géodésiques) formant un angle 3 entre elles, et en prenant
zg = 0(= A), yo un point d'une des deux droites a distance hyperbolique
R de lorigine, © = A et y = B(R), on obtient I'existence d'une isométrie
qui envoie 0 sur 0 et yo sur B(R). Une isométrie préserve les géodésiques et
les angles, donc I'image des deux droites par 'isométrie est formée de deux
géodésiques formant un angle 5 a leur intersection en B(R). Mais I'une de
ces géodésiques passe par A et B(R) ; par unicité d'une géodésique passant
par deux points distincts, c¢’est la droite Dy, donc la deuxieme géodésique
convient pour G).

Maintenant qu’on a imposé deux angles, le probleme est que les géodésiques
D, et G ne s’intersectent pas forcément. Pour savoir quand c’est le cas,
on utilise la loi des cosinus hyperbolique duale : les géodésiques G et Do
s’intersectent en un point C'(R) du disque avec un angle 7' si et seulement
si f(R) := —cos(a)cos(f) + sin(a)sin(f)ch(R) vérifie f(R) €]cos(m — (a +
B)), 1], auquel cas on a cos(vy') = f(R). Mais f est une bijection de |0, +00]
dans Jcos(m — (a + f8)), +o0], et cos(y) > cos(m — (a + 3)), donc on peut
trouver un R adéquat pour réaliser les angles voulus. O



Figure 1: Illustration de la preuve d’existence d'un triangle hyperbolique
dans le cas «, § > 0 (fait sur Geogebra, le bord du disque de Poincaré est en
pointillés)

Ceci conclut la discussion du cas |S| = 3 ; on a trouvé une interprétation
géométrique, dans un espace de dimension 2, pour tout groupe de Coxeter
engendré par 3 éléments.

Pour continuer a interpréter géométriquement les groupes de Coxeter avec
|S| > 4, on peut s’intéresser aux polygones de H? (polytopes hyperboliques
de dimension 2). On a la formule suivante :

Théoréme 3.2 (Formule de Gauss-Bonnet pour les polygones convexes).
Soit P un N-gone dans X% ou X =R, S ou H, c’est-a-dire une intersection
d’intérieur non vide de N demi-espaces indépendants de X2. Soit oy, ..., ay
les angles a ses sommets. Alors

KA(P)=a;+--+ayx— (N —2)x
avec

e K=0sX=R, K=1siX=SetK=—-1sX=H
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o A(P) laire de P, qui est bien définie, positive, et la somme des aires
des triangles de toute triangulation de P.

Preuve pour X = H. On se place a nouveau dans le modele de Poincaré.

On se ramene au cas ou 'origine du disque de Poincaré est a I'intérieur du
polygone. Pour ce faire, on utilise la convexité du polygone en choisissant un
point p de son intérieur et en remarquant que p est relié aux sommets de P
par des géodésiques (en effet, pour tout couple de points de H?, il existe une
(unique si les points sont distincts) géodésique passant par ces deux points).
Le groupe d’isométries de H? agissant transitivement sur H?, il existe une
isométrie ¢ qui envoie p sur l'origine du disque. ¢ préserve les géodésiques et
les angles, donc on obtient un polygone i( P) avec mémes angles aux sommets
que P.

On peut supposer les angles énumérés dans le sens trigonométrique, on
note S; le sommet associé a l'angle ;. On découpe, a 'aide de géodésiques
reliant les sommets S; du polygone a lorigine du disque (ces géodésiques
sont en fait des lignes droites, et ce sont les images des géodésiques citées
précédemment par i), le N-gone en N triangles hyperboliques T;,i € Z/NZ,
tels que T; ait pour sommets S; (angle a;), S;y1 (angle b;) et origine (angle
¢;). Gauss-Bonnet au triangle T; donne K A(T;) = a; +b; +¢; — 7. On somme
sur tous les ¢ € Z/NZ, avec les relations b;+a; 11 = a1 et 1+ - -+cn = 2,
ce qui conclut. O

Figure 2: Illustration de la preuve de Gauss-Bonnet polygonal pour N = 6
(fait sur Geogebra, le bord du disque de Poincaré est en pointillés)




De meéme, ici, il se trouve que la condition nécessaire a; + - -+ + ay <
(N — 2)7 est en fait suffisante | Un grand nombre de groupes de Coxeter,
méme a 4 générateurs et plus, admettent donc des polytopes hyperboliques
en dimension 2.

Néanmoins, on peut montrer que si P est un polytope de Coxeter de
dimension 2 a N faces, le groupe des réflexions par rapport aux faces de
P admet une présentation avec N générateurs a; et ou les relations con-
cernent uniquement les a;a;41 pour i € Z/NZ. Ainsi, certains groupes de
Coxeter, tels que G = (ay,as,a3,a4la? = 1,(a;a;)® = 1Vi, j), n’admettent
pas de polyedre de dimension 2. Pourtant, GG est le groupe engendré par les
réflexions par rapport aux faces d’un tétracdre régulier de R3. Il semble donc
nécessaire, pour continuer I’étude des groupes de Coxeter a 4 générateurs
ou plus, de déterminer quels polyedres hyperboliques existent en dimension
supérieure, et notamment en dimension 3 (en fait, Allcock a montré® qu’il
existait une infinité de polytopes de Coxeter de volume fini (resp. compacts)
dans H" pour tout n < 19 (resp. n < 6)).

Dans la suite de ce mémoire, on s’intéresse aux polytopes hyperboliques
de dimension 3 et a leur classification avec le théoreme d’Andreev. Plus
précisément, on va se concentrer sur les polytopes a au moins 5 faces, la
discussion sur les tétraddres étant faite dans un autre article de Roeder?.

4 Cadre et énoncé du théoreme d’Andreev

Un polyedre P de dimension 3 est homéomorphe a la boule euclidienne de di-
mension 3, et son bord a la spheére S2. Les images des faces, arétes et sommets
de P permettent de munir I'image du bord de P par cet homéomorphisme
d’une structure de CW-complexe C' (les 0-cellules sont les images des som-
mets, les 1-cellules celles des arétes, les 2-cellules celles des faces). Si tous
les angles diedres entre faces de P sont < 7, C est trivalent (chaque sommet
appartient a exactement 3 faces). A cause des propriétés d’incidence vérifiées
par P, C est en réalité un polyedre abstrait :

Définition 4.1 (Polyedre abstrait). Soit C' un CW-complexe trivalent sur
S2. C est un polyedre abstrait si il satisfait les conditions suivantes :

ID. Allcock, Infinitely many hyperbolic Coxeter groups through dimension 19, Geom.
Topol. 10 (2006), 737-758.

2R. K. W. Roeder, Compact hyperbolic tetrahedra with non-obtuse dihedral angles, Pub-
lications Mathématiques 50 (2006), p. 211-227.
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e Chaque aréte de C' appartient a exactement deux faces

e Une intersection non vide de deux faces de C' est soit une aréte, soit un
sommet

e Chaque face a au moins 3 arétes

Réciproquement, on peut se demander si, étant donnés un polyedre ab-
strait C'; ainsi qu’'un ensemble d’angles diedres «; correspondant aux arétes
e;, on peut toujours trouver un polyedre hyperbolique de dimension 3 dont
le bord correspond a C' et aux angles «; au sens suivant :

Définition 4.2 (Réalisation d’un polyedre abstrait). Soit C' un polyedre
abstrait, P un polyedre hyperbolique. On dit que P réalise C' avec des
angles diedres a; aux arétes e; si et seulement si il existe un homéomorphisme
cellulaire (i.e. un homéomorphisme qui envoie les faces de C' sur celles de P,
les arétes de C sur les arétes de P, et les sommets de C sur ceux de P) entre

C et le bord de P.

Le théoreme d’Andreev répond a la question précédente en donnant une
caractérisation des polyedres abstraits C' et des ensembles d’angles a; pour
lesquels un tel P existe. La compréhension de son énoncé nécessite une
derniere définition :

Définition 4.3 (k-circuit prismatique). Soit C' un polyedre abstrait, soit C*
le complexe dual de C' plongé dans S? (comme C') de sorte que les sommets
de C* soient aux centres des faces de C, les arétes de C* relient les centres
des faces se trouvant de part et d’autre d’une aréte de C, et les sommets de
C soient au centre des faces de C*. Un k-circuit prismatique sur C' est une
courbe fermée I' formée de k arétes de C* (complexe dual de C'), telle que

e [ est simple : C'\ T" a seulement deux composantes connexes

e [ ne peut pas avoir d’intersection non vide avec deux arétes distinctes
reliées & un méme sommet.

Nous avons désormais tous les ingrédients pour énoncer le théoreme d’Andreev

Théoréme 4.1 (Théoreme d’Andreev). Soit C' un polyédre abstrait qui posséde
au mons 5 faces, soit o; une collection d’angles < 5 correspondant aux arétes
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e; de C. Il existe un polyedre hyperbolique P dont les faces réalisent C' avec
l'angle o; a chaque aréte e; si et seulement si les conditions suivantes sont
toutes vérifiées :

1. Pour toute aréte e;, a; > 0

2. St trois arétes distinctes e;, €j, ey se rencontrent en un sommet, alors
o t+a;+ap>m

3. Si I est un 3-circuit prismatique rencontrant les arétes e;, €;, ey, alors
a; + Qa +ap <7

4. St T est un 4-circuit prismatique rencontrant les arétes e;, e;, ey, ey,
alors o; + o + o + oy < 2

5. Si une face a 4 cotés est bordée par des arétes egy, e1, ea, e3 telles que
pour i € ZL/AZ, les arétes e; et e; 1 soient reliées en un sommet, dont
part une troisieme aréte e; 1, alors

g + ag + o1 + Qg + Qo3 + agpt+ < 37'(', et
a1 + az + aor + a1z + gz + azet < 3w

De plus, P est unique o isométrie de H? prés.

5 Eléments de preuve du théoréme d’Andreev

5.1 Notations et stratégie

Fixons C' un polyedre abstrait, soit £ son nombre d’arétes et N son nombre
de faces.

Le polytope d’Andreev associé a C' est le sous-ensemble A de |0, %]E sat-
isfaisant les inégalités du théoreme d’Andreev. Il est convexe, donc connexe.

Si P est un polyedre hyperbolique, on appelle marquage sur P une classe
d’isotopie d’homéomorphismes cellulaires entre C' et P (une isotopie entre
deux homéomorphismes f, g : X — Y est une homotopie H : [0,1] x X — Y
entre f et g telle que pour tout ¢ € [0, 1], Papplication z € X — H(t,z) € Y
soit un homéomorphisme).

Sur I’ensemble des couples (P, ®) ou P est un polyedre hyperbolique et ®
un marquage sur P, on définit la relation d’équivalence (P, ®) ~ (P, ®’) si
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et seulement si il existe un isomorphisme a de H? tel que a(P) = P’ et @' et
a o ¢ représentent le méme marquage sur P’. Le quotient par cette relation
est noté Pc.

Remarque. On peut faire une construction analogue en dimension 2 en rem-
placant C' par un CW-complexe sur S! : on obtient une relation d’équivalence
entre couples (polytope de dimension 2, classe d’isotopie d’homéomorphismes
cellulaires), modulo des isomorphismes de H?.

Lemme 5.1. Po admet une structure de variété topologique de dimension
3N — 6.

Pour montrer ce lemme, on définit I’ensemble
H={H,={weH:bwwv) <0}:veR"\{0}}
des demi-espaces fermés de H?. C’est une variété de dimension 3.

Preuve (du fait que H est une variété de dimension 3). On regarde
P:veSN{g>0}— H,eH

® est surjective par définition de H.
Montrons que ® est injective. Si v,v’ € S* vérifient H, = H,/, on note
L, =0b(.,v) et de méme avec v'. On a

H® Nker(L,) = H, N ((=1) x HE) = H* N ker(L,)

On va montrer que ker(L,) = ker(L,/). Pour ce faire, on va exhiber une
base de ker(L,) dont tous les vecteurs sont dans H3. Quitte & renormaliser
pour g, il suffit de trouver une base dont les vecteurs soient dans le cone
de lumiere C' = {q < 0}. Puisque ¢(v) > 0, on sait par une proposition
précédente qu’on peut trouver x € H? tel que b(z,v) = 0 i.e. = € ker(L,) N
H3. On complete (x) en une base B = (z,u™™,u®) de ker(L,). Pour tout
t€R, By := (x,uM) +tz,u? +tz) est également une base de ker(L,). Pour
i€ {1,2} et j€A0,...,4}, (ugl) + tx;)? = t*27 + O(t) quand t — +oo, donc
pour tout i, g(u® +tx) = t2q(x) + O(t) quand t — +o0 et pour t assez grand,
tous les vecteurs de B; sont dans C'. En normalisant pour ¢, on obtient une

/L u® e u® 4 3
base B; := (z, pEORErE q(u(2)+m)) de ker(L,) composée de vecteurs de H?,

d’ou ker(L,) = ker(L,).
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On en déduit que les formes linéaires L, et L, sont proportionnelles.
Comme elles sont de plus non nulles (¢(v) > 0), il existe A # 0 tel que
Ly = ML, i.e. b(.,v" — M) = 0 et donc v = \v. La condition v,v" € S3
impose A = =£1.

Enfin, si y € H? vérifie b(y, v) # 0 (on peut trouver un tel y en disant que
les vecteurs de H® que sont (1,0,0,0), (v/2,1,0,0), (+/2,0,1,0) et (+/2,0,0,1)
engendrent R* et L, # 0, donc un de ces quatre vecteurs convient, ou bien
déformer un vecteur quelconque qui ne soit pas dans ker(L,) - par exemple
v - en un vecteur de H? & I'aide de z, par la technique exposée plus haut), la
condition H, = H, impose b(y,v)b(y,v") > 0, mais b(y,v") = \b(y,v) donc
A>0puis A =1 et v =1", dou l'injectivité de .

® est donc une bijection entre S* N {qg > 0} et H. Munissant H de la
topologie finale associée a ®, on rend ® continue. Comme & est injective,
elle est également ouverte (si U ouvert de S* N {q > 0}, @~ 1(®(V)) = U
ouvert de S* N {q > 0} donc ®(U) ouvert de H pour la topologie finale) ;
est un homéomorphisme entre S* N {qg > 0} et H qui permet de transporter
la structure de variété de S* N {q > 0} (ouvert d’une variété) a H. O

On définit alors 'ensemble O¢ des polyedres hyperboliques réalisant C',
munis de marquages. Ces marquages permettent de numéroter les faces des
éléments de Oy de maniere canonique et de définir une application O —
HY qui & un polyedre associe le N-uplet des demi-espaces hyperboliques
dont il est l'intersection, énumérés dans l'ordre cité précédemment. Cette
application ayant pour image un ouvert de H”, elle permet de transporter
une structure de variété de dimension 3N a O¢.

On en conclut que Pg est une variété, ainsi que sa dimension, en expri-
mant Pe comme le quotient de O¢ par Paction libre de I'som(H?).

Les faces d’un polyedre hyperbolique de dimension 3 sont des polyedres
hyperboliques de dimension 2.

Vue dans H?, une telle face est appelée un parallélogramme si des que deux
de ses cotés ne se rencontrent pas (méme a l'infini, c’est-a-dire dans OH?),
les courbes tangentes a ces deux cotés ont une perpendiculaire commune.

On note P} le sous-ensemble de Pe constitué des polyedres dont les faces
sont des parallélogrammes. P} est un ouvert de Pc.

On considere enfin P2, le sous-ensemble de P¢ constitué des polyedres
dont les angles diedres sont tous < 7. On a 738 - Pé.

Si P € Pc, une numérotation des arétes de C' permet de numéroter celles
de P et on peut définir a(P) = (ay, ..., ag) le E-uplet des angles diedres de P,
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énumérés dans l'ordre que l'on vient de définir. On obtient une application
continue a : Po —]0, ZF.
La preuve du théoreme d’Andreev consiste alors a démontrer le théoreme

suivant, dont celui d’Andreev découle :

Théoreme 5.2. Si C est un polyédre abstrait ayant au moins 5 faces, 'application
a définie plus haut induit un homéomorphisme de P2 dans Ac.

5.2 Oé(Pg) C Ac

On veut montrer que :

Théoréme 5.3. Si P € P, alors les angles diédres a(P) satisfont les con-
ditions 1) a b) du théoréme d’Andreev.

Nous allons d’abord montrer deux petits lemmes de géométrie hyper-
bolique :

Lemme 5.4. On suppose que les plans P,,, P,, et P,, s’intersectent deux a
deux dans H? avec des angles diedres o, 3,7 < 5. Alors ces plans s’intersectent
en un point de H3 si et seulement si o+ 4+~ > . Les plans s’intersectent
dans H? si et seulement si l'inégalité est stricte.

Preuve. Par des considérations sur les formes quadratiques, notamment le
fait que la signature d’une forme quadratique est invariante par changement
de base, on démontre que les plans s’intersectent dans H3 si et seulement si le
produit scalaire défini sur le sous-espace V' engendré par {v;, i = 1,2,3} est
soit défini positif, soit positif. Dans le premier cas, le point d’intersection est
dans H?, dans le deuxiéme cas, le point d’intersection est dans OH?. Dans
les deux cas, le point d’intersection est déterminé par 1’espace orthogonal a
V. La matrice qui décrit le produit scalaire sur V' est

1 (v, v9)  (v1,v3) 1 —cos(a) —cos(p)
(v1, v9) 1 (vg,v3) | = | — cos(a) 1 — cos(7)
(v1,v3)  (v2,v3) 1 —cos(B) —cos(y) 1

ou «v, [ et v sont les angles diedres aux arétes (P,,, Py,), (P, Py;) et (Py,y, Py,)
respectivement.
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Etant donné que le premier mineur principal est strictement positif pour
0 < a < 7, il suffit de montrer que le déterminant de la matrice précédente
est positif. Ce déterminant vaut :

1 —2cos accos B cosy — cos® a — cos® f — cos? 7.

Apres quelques calculs on trouve que I'expression précédente vaut :

deos (LW) cos (a—_ﬁﬂ) cos (Lﬁﬂ) cos (M)
2 2 2 2

On pose = a + f + . On remarque que si 0 < m, 'expression précédente
est strictement négative, si = 7, I'expression est égale a 0, et quand § > 7
elle est strictement positive. On obtient donc que le produit scalaire défini
sur V' est positif si et seulement si ¢ > 7, et défini positif si et seulement si
0> .

On obtient donc le résultat attendu. O]

Lemme 5.5. Soit Py, P, Py C H? des plans qui contiennent des faces d’un
polyedre P dont tous les angles diedres sont < 3.

(a) Si ces plans s’intersectent en un point p de H?, alors p est un sommet
de P.

(b) Si ces plans s’intersectent en un point de OH®, alors P n’est pas com-
pact et le point d’intersection est dans P.

Preuve. On note H; le demi-espace dont la frontiere est P; et qui contient
I'intérieur de P. On pose Q = Py N Hy N Hs. Sip ¢ P, on pose U la
composante connexe de @) \ P qui contient p dans son adhérence. C’est un
polygone non convexe dont on note p, py, ..., px les sommets. Les angles aux
sommets de U sont les angles aux sommets de P portés par P, donc ces
angles sont < 7.

On pose ay, ..., les angles en py, ..., p. et a angle en p.

La formule de Gauss-Bonnet que nous avons utilisée précédemment ne
marche pas ici car le polygone U n’est pas convexe et tous ses angles ne
sont donc pas forcément < 7 ; certains sont méme supérieurs a 7. Il faut
alors revenir a la formule de Gauss-Bonnet valable pour des polygones plus
généraux.

21 = —Aire(U) + Z Bi

angles
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Ou f; représente le saut angulaire de la normale sortante entre deux faces
consécutives. Ce qui nous donne ici

(W—CY)+O[1—((71'—062)+"‘+(7T—Oék,1))+06k—AiI'€(U):27T

Ce qu’on peut réécrire en

T
L

(a1 +ap—7)—a— ) (m—o;) = Aire(U)

<.
[|
N

Cette derniere expression nous donne une contradiction. En effet, tous
les termes de gauche sont négatifs ou nuls alors que le terme de droite est
strictement positif.

Si p est a l'infini (ce qui nous donne o = 0) on a toujours une contradiction,
et donc le lemme est démontré.

]

Eléments de preuve du théoréme 5.3. Condition 1) : Si on a deux faces qui
s'intersectent et dont 1’angle diedre est nul, alors elles s’intersectent en un
point a 'infini. Donc P n’est pas compact, contradiction !

Condition 2) : Si on note z un sommet de P, alors x € H? d’apres le
point précédent et donc par le premier lemme, la somme des angles diedres
des faces qui s’intersectent en = est donc > 7.

Condition 3) : On suppose avoir trois faces par lesquelles passe un 3-
circuit prismatique et dont les angles diedres sont < 7
1" cas : Si le point d’intersection est dans H?, alors ce point est un sommet
de P. Le circuit n’est donc pas prismatique (on a un sommet qui appartient
aux trois faces par lesquelles passe le circuit prismatique, ce qui en contredit
la définition).
2¢ cas : Si le point d’intersection est dans OH3, alors d’apres le deuxieme
lemme, P n’est pas compact, ce qui donne une autre contradiction.

La condition 3) est donc vérifiée.

Condition 4) : On raisonne encore une fois par 'absurde. Cela nous donne
que les angles diedres aux arétes par lesquelles passe le circuit prismatique
sont tous égaux a 7 (sinon, l'inégalité est trivialement vérifiée).

On écrit alors la matrice de Gram des produits scalaires entre les vecteurs qui
définissent les hyperplans associés aux faces, et en calculant le déterminant on
se rend compte qu’il doit y avoir deux faces opposées de ce circuit prismatique
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qui s’intersectent.
En considérant les deux cas possibles : intersection a I'infini ou non, on arrive
a une contradiction dans les deux cas, d’ou le résultat.

Condition 5) : Si on suppose que I'une des inégalités est violée, on obtient
que les angles diedres des 4 arétes qui arrivent sur la face a 4 cotés sont égaux
a 7, de méme que les angles diedres de deux des arétes opposées de cette
méme face.

On obtient ainsi que chacun des angles de la face vaut 7, et on obtient une
contradiction avec la formule de Gauss-Bonnet. O

5.3 «a|p, est injectif
C

Stratégie de la preuve.

On suppose avoir deux polytopes P, P’ € P} tels que a(P) = o(F’).

Le but va étre de montrer que chaque paire de cotés correspondants par «
vont avoir la méme longueur, ce qui donnera que les faces de P et P’ sont
congruentes (pour la relation d’équivalence de polytopes en 2D définie plus
haut), et donc étant donné qu’elles ont les mémes angles diedres, alors les
polyedres eux-mémes seront congruents (pour la relation d’équivalence de
polytopes en 3D définie plus haut).

Pour cela on va marquer chaque aréte de C' par +, 0, — selon que les longueurs
des arétes de P’ sont respectivement plus grandes, égales, ou plus petites que
celles de P.

On munit aussi le complexe dual C* (voir la définition dans la définition des
k-circuits prismatiques) des mémes marques, étant donné qu’a chaque aréte
de C' correspond une unique aréte de C*. On définit alors G le graphe qui
constitué des aréetes de C* marquées par un + ou un — mais pas un 0, accom-
pagnées des sommets aux extrémités de ces mémes arétes. On remarque que
c’est un graphe planaire (cela signifie que le graphe ne peut pas étre dessiné
dans le plan sans que deux traits ne se coupent) simple (cela veut dire qu’il
existe au plus une aréte entre deux sommets distincts et aucune aréte d’un
sommet a lui-méme)

Le but va donc étre de montrer que le graphe G est vide.

Pour cela on montre un lemme sur les graphes planaires simples :

Lemme 5.6. On suppose que G est un graphe planaire simple dont les arétes
sont marquées par des + ou des —. Alors il existe un sommet de ce graphe
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tel que lorsque l'on regarde les arétes partants de ce sommet dans le sens des
aiguilles d’une montre, il y a au plus deuxr changements de signe.

Apres de nombreuses considérations géométriques, on arrive a démontrer
I'injectivité de .
]

54 « po, €St propre

C
Stratégie de la preuve.
Deux lemmes sont utiles pour démontrer un théoreme dont la propreté de «
est conséquence. Le théoreme en question, plus général, pourra servir pour
d’autres étapes.

Lemme 5.7. On suppose que F est une face d’un polyédre hyperbolique P
dont tous les angles diedres sont < 5. Si l'un des angles de F wvaut 5 au
sommet v, alors l'angle diedre de l’aréte opposée a l'angle de face (i.e. laréte
qui arrive vers v et qui n’est pas dans F ; il n’y en a qu’une car P est trivalent)

vaut 5 et l'angle diedre dans F de ['une des deur arétes qui vient vers v vaut

5.

Lemme 5.8. Soit 3 points vy, ve,v3 qui forment un triangle dont les angles
sont < T, et non dégénéré (les trois points ne sont pas alignés dans H?)
dans le modeéle de Poincaré de H?, alors il existe une unique isométrie qui
transporte vy sur l'aze x avec une abscisse positive, vy sur l'axe y avec une

ordonnée positive, vy sur l’axe z avec une cote positive

Ce qui nous permet de démontrer un résultat tres général qui implique
que l'application « est propre !

Théoréme 5.9. Soit une suite (P;);en de polyedres compacts qui réalisent C
avec a(P;) = a; € Ac. Si a; converge vers a € Ac qui satisfait les conditions
1), 8), 4) et 5), alors il existe un polyedre Py qui réalise C avec les angles
diéedres a.

Cela permet d’en déduire que 'application o : PE — A¢ est propre, ainsi
que deux corollaires sympathiques :

Théoreme 5.10. On suppose que C satisfait les hypotheses du théoreme
d’Andreev et on suppose qu’on a une suite (a;) € (Ac)Y qui converge vers
a € 0Ac. Sia satisfait les conditions 1), 3), 4) et 5) et que la condition 2) est
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satisfaite pour les arétes vy, ..., v, de C' mais pas pour les arétes vgiq1,..., U,
pour lesquelles la somme des angles diedres vaut exactement ™ a chaque fois,
alors il existe un polyedre non compact Py qui réalise C avec les angles diédres
a. Py a ses sommets vy, ..., v, en des points distincts de H3, et ses sommets
Vi, ..., Uy en des points distincts a ['infin.

Théoreme 5.11. On suppose que C' est un polyedre abstrait qui n’a pas de
3-circuit prismatique, et pour lequel les hypothéses du théoreme d’Andreev
sont satisfaites. Pour n’importe quelle aréte eq de C, si on note Cy le CW-
complexe obtenu en contractant ey en un point, alors il existe un polyedre
non-compact Py qui réalise Cy avec l'aréte ey contractée en un unique point
a linfini, et le reste des sommets de Cy envoyés sur des points de H3.

O

5.5 O‘}PO est un homéomorphisme sur son image
C

Preuve. D’apres ce qu’on a montré précédemment, on sait que o : PL — RF
est une application continue et injective, entre deux variétés sans bord de
méme dimension. Donc d’apres le théoreme d’invariance du domaine de
Brouwer (une application continue et injective entre deux variétés de méme
dimension est un homéomorphisme local), a est un homéomorphisme lo-
cal. Comme P2 est un sous-espace de P}, alors a : P2 — RF est un
homéomorphisme local. O

5.6 Si Ac # 0, alors P2 # 0

Cette partie est de tres loin la plus difficile a montrer, nous ne ferons donc
qu’en effleurer la preuve. On sait déja que :

Théoréme 5.12. Si PY # 0, alors Uapplication o : PE — Ac est un
homéomorphisme.

Ensuite, le but va étre de montrer que si A¢ # (), alors P2 # 0, et c’est
cela qui est tres difficile.
La structure de la preuve est d’abord de le montrer pour des polyedres simples
(ce sont des polyedres qui n’ont pas de 3-circuit prismatique), puis pour des
polyedres possédant un unique 3-circuit prismatique, et enfin de traiter le
cas général en découpant un polyedre quelconque en morceaux ne possédant
qu'un unique 3-circuit prismatique.
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6

Conclusion

Ainsi, le théoreme d’Andreev, dont ce mémoire a présenté une partie de
la preuve, permet de poursuivre 1’étude que nous avons commencée sur
les groupes de Coxeter en fonction du nombre de générateurs, méme si le
théoreme ne s’applique pas au cas a 4 générateurs (tétraedres). C’est en
vue de cette application aux groupes de Coxeter que le théoreme d’Andreev
avait été développé et publié en 1970. Néanmoins, il joue également un role
important dans la preuve du théoreme de géométrie suivant, que nous nous
contenterons d’énoncer :

Théoréme 6.1 (Théoreme d’hyperbolisation de Thurston, 1977). Soit M
une variété compacte et orientable, de dimension 3. On suppose que toute
sphére S? plongée dans M borde une boule, et qu’il existe une surface ori-
entable, de caractéristique d’Fuler strictement négative, proprement plongée
et dont le groupe fondamental s’injecte dans celui de M. L’intérieur de M ad-
met une structure hyperbolique compléte si et seulement si tout sous-groupe
abélien Z + 7. du groupe fondamental de M est conjugué a un sous-groupe du
groupe fondamental d’une composante du bord de M.
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