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Introduction

La topologie algébrique associe différents invariants algébriques aux espaces, afin de permettre leur
étude : les groupes d’homologie, par exemple, constituent un outil puissant en raison des nombreux
théorémes permettant de les calculer. Une autre famille de tels invariants est celle des groupes d’homotopie,
qui généralisent le groupe fondamental. Ceux-ci ont toutefois I'inconvénient de ne pas pouvoir étre calculés
facilement en général. Le théoreme de périodicité de Bott constitue un cas particulier bien connu ou ces
groupes d’homotopies peuvent tous étre calculés, et ou ils ont en fait la surprenante propriété d’étre
périodiques.

On note O (resp. U,Sp) la limite inductive du groupe orthogonal O,, (resp. du groupe unitaire Uy, du
groupe symplectique compact Sp,,), & savoir le groupe des isométries réelles (resp. complexes, quaternio-
niques) pour le produit scalaire (resp. hermitien) usuel. On a alors :

Theoréme 1 (Périodicité de Bott). Pour k € N :
T2 U=m U

T4 O = m Sp
T4 Sp = 7, O
En particulier, mp4+80 =1, O et w48 Sp = 7 Sp.

De nombreuses preuves différentes de ce théoréeme existent. Ici, on utilisera une méthode assez al-
gébrique, reposant sur une étude générale des modules sur un anneau (non nécessairement commutatif,
puisque parmi les espaces étudiés figurent les espaces quaternioniques) avec un élément de structure sup-
plémentaire, a savoir une involution anticommutative, qui joue le réle de la conjugaison chez les complexes
et les quaternions. Cette étude nous permettra ensuite d’énoncer un théoreme d’existence de fibration (de
Serre, qui constitue une généralisation des fibrations localement triviales), qui jouera un réle clé. A cette
étude générale succedera ’analyse de dix cas particuliers, dans lesquels nous calculerons successivement
la base, la fibre et le degré de connexité de I'espace total de la fibration de Serre. En utilisant la suite
exacte longue d’une fibration, on parviendra enfin a établir le théoréme de périodicité de Bott. En fait, on
aura méme la périodicité des groupes d’homotopie de Oy, U, et Sp,, pour n assez grand devant k l'indice
du groupe d’homotopie.

1 Formes s-symétriques sur un anneau avec involution

Cette section est purement algébrique et peu nécessaire a la compréhension de la preuve

On commence donc par une étude algébrique assez générale d’une classe bien précise de modules sur
des anneaux avec une structure particuliere. Il se trouve qu’on va bien pouvoir munir R, C et H d’une
telle structure, de dix manieres différentes, ce qui donnera les dix fibrations de Serre.

Définition 1. Soit A un anneau unitaire. Un module projectif (a droite) E sur A est un A-module (a
droite) tel qu'il existe I, 1: E<— @; A et F C P A tels que @; A= 1(E)® F, ou de fagon équivalente si
tout morphisme surjectif sur £ admet une section.

Démonstration. On montre I’équivalence des deux définitions.
D’une part, si E est facteur direct d’'un A-module libre @; A, avec un supplémentaire F', et siu: X — E
est linéaire surjective, on pose v’ : (z,f) € X B F — u(x)+ f € @; A, qui est linéaire surjective. Comme



Iimage de ' est libre, il existe une section de v/, qu’on note s. Projetant s sur X et restreignant & F, on
obtient la section de u désirée.

D’autre part, si tout morphisme surjectif sur E admet une section, soit (e;);c; famille génératrice de
E. On considere I'application naturelle @; A — E. Celle-ci posseéde une section, et E s’identifie alors a
I'image de cette section. De plus, le noyau de cette application fournit un supplémentaire de FE. O

En particulier, si K est un corps (éventuellement non commutatif), alors tout K-module, ie tout K-
espace vectoriel (& droite) est projectif. On remarque également qu'un module projectif de type fini est
facteur direct d’'un module libre de rang fini.

Soit A un anneau muni d’une involution x € A — x € A satisfaisant z=x,r+y=x+yet zy=yz.

Cette involution permet une identification entre les A-modules & droite et les A-modules a gauche en
posant a-x =x-a pour a € A,x € E, si E est un A-module a gauche. On note E le A-module & droite
ainsi obtenu. On ne se préoccupe donc plus désormais de savoir de quel c6té sont les modules, on peut
toujours les prendre a droite. Il faut simplement se souvenir de conjuguer lorsqu’on change de coté.

Ceci permet de définir le dual E* = Hom(FE, A) d’'un A-module & droite, qui est aussi un A-module &
droite. On peut alors, pour tout A-module E, 'envoyer dans son bidual E** via eg:y € E— (z € E* —
(z,y)) € E™.
~ Un résultat particulierement important est le suivant :

Proposition 1. Soit E un A-module projectif de type fini. Alors e est un isomorphisme.

Démonstration. On vérifie tout d’abord que eg est bien définie et linéaire (indépendemment du fait que
E soit projectif et de type fini).
Pour cela, siye E, z,2’ € E*,t € A, on a :

(ep(y),z+2't) = (x+2't,y) = (x,y) + L', y) = (x,er(y)) + (2',en(y))t

d’ou la bonne définition.
Ensuite, si y,y/ € E,t€ A,x € E*, on a :

(ee(y+y't),x) = (z,y +y't) = (z,y) + (x,¥)t = (er(y),z) + t{ee(v),z) = (ee(y) + ex(y)t,x)

d’ou la linéarité.

Ensuite, on écrit A" = E@® F. On a alors (A")* = E* @ F* (E* s’envoie dans (A™)* via la projection
sur F parallelement & F' et réciproquement), et donc ensuite (A™)** = E** @ F**. 1l est clair que e4n se
décompose en e @ep. De plus, il est clair que e4» est un isomorphisme (c’est analogue au cas des espaces
vectoriels de dimension finie). Donc eg et ep aussi. O

On peut maintenant définir la classe d’espaces qui nous servira pour prouver le théoreme de périodicité
de Bott :

Définition 2 (Espaces e-hyperboliques). Soit € = £+1. Un module projectif de type fini F sur A muni
d’une application w: F x E — A est dit espace e-hyperbolique si :
— (linéarité) Vz,y,z € E,t € A,w(z,y+ 2t) = w(z,y) + w(z,2)t
— (symétrie) Yo,y € E,w(z,y) = cw(y, x).
— (non dégénéré) L’application F — E*, z +— w(z,-) est un isomomrphisme.
— (isotropie) E posséde un Lagrangien, c’est a dire un facteur direct L, qui est égal & son orthogonal
LY={x e E|Vy € L,w(z,y) =0}




On rajoute également le cas suivant, relativement similaire :

Définition 3 (Espace 0-hyperboliques). Un espace 0-hyperbolique est un module projectif de type fini
E qui posséde un Lagrangien, c’est & dire un facteur direct L tel que E/L soit isomorphe a L* le dual de
L.

On a alors immédiatement £~ L& L*, et dong, si L et 'isomorphisme sont fixés, alors F s’identifie a
son dual.

Définition 4 (Lagrangiens transverses). Deux Lagrangiens P, dans un espace e-hyperbolique (F,w)
sont dits transverses si P+Q =F et PNQ =0.

En fait, lorsque € = 41, on a pour deux Lagrangiens P et Q :
P+Q=F < (P+Q)"=0 < P’NQ*=0 < PNQR=0
L’exemple suivant est un cas particulier tres important. Un des résultats de la section suivante montrera
sa généralité.

Exemple. Si M est un module projectif de type fini et € = £1, on définit sur M & M* la forme e-
hyperbolique
we(z+y, 2’ +y) = (y,2') +e(/ . 2)

qui fait de (M @ M*,w,) un espace e-hyperbolique. De méme, M & M* est aussi un espace 0-hyperbolique.
Dans les deux cas, M et M* sont deux Lagrangiens transverses.

Dans la suite, on utilisera les espace hyperboliques suivants, pour n € N :
— E=K?* avec K=R,C ou H et ¢ =0.

— E=K* avec K=R ouC, e =—1, z =z et w une forme symplectique.

— E=K*avec K=RouC, ¢ =1, x = et w une forme quadratique de signature 0 non dégénérée.
— E=K?avecK=H, ¢ = —1, 2 =7 et w une forme anti-hermitienne (de signature 0) non dégénérée.
— E=K®avecK=CouH, ¢ =1, 2z =7 et w une forme hermitienne (de signature 0) non dégénérée.
Le cas e = —1,K = C muni de la conjugaison s’identifie & € =1 a une multiplication de w par i pres,

c’est pourquoi on ne 1’étudie pas.

2 Etude de la structure des modules hyperboliques

Proposition 2 (Universalité de Q ® Q*). Soient P, Q des Lagrangiens transverses dans un espace -
hyperbolique (E,w). Si e = +1, alors Uinclusion Q — Q & Q* s’étend en un unique isomorphisme E —
Q®Q* envoyant P sur Q* (et envoyant la forme w sur we).
Si e =0, lexistence est encore vraie, et ['unicité aussi en fixant un isomorphisme @ entre P et Q* et en
imposant que lisomorphisme entre E et QQ & Q" respecte .

Démonstration. On pose V = Q) & Q*. Supposons dans un premier temps € = £1. On commence par
observer qu’on a une suite exacte courte scindée 0 - Q — F — Q* — 0, ou Q — E est 'inclusion et
E— Q" est z€ B w(z,.))g- En effet, si z€ £ :

w(z,)jp=02eQ"=Q



et le caractere scindé vient du fait que Q* est un module projectif, puisque E l'est, que £ = P® (@ et que
le dual d’un module projectif est clairement projectif. Or on a E = P @ Q donc P s’identifie & F/Q, donc
a Q*. Notons f cet isomorphisme de P vers Q*. Par construction, w(z,y) = (f(z),y) pour z € P,y € Q,
et donc, en posant g(x+y) = (f(x),y) pour x € P,y € Q, on a :

we(g(x+y),9("+y) = (f(2).y) +e(f (@), y) =w(@,y) +ew(@,y) =w(@,y) +w(y,2’) =w(@+y,2"+y)

comme souhaité.

L’unicité vient du fait que, si x € P, il est caractérisé par (z,-). Mais, comme x € P, on connait déja
son comportement sur P (& savoir, identiquement nul), et donc z est caractérisé par la restriction de (z,-)
a @, ce qui est bien ce qu’on veut.

Dans le cas e =0, si E =P @@, alors, comme E/Q ~ Q* 'inclusion de @ dans V s’étend évidemment
en une application linéaire induisant un isomorphisme de P sur Q*, et cette application est alors un
isomorphisme.

L’unicité dans ce cas est évidente une fois I'isomorphisme P — Q* fixé. O

Proposition 3 (Description des Lagrangiens transverses). Dans Q © Q*, les Lagrangiens transverses d
Q sont les graphes des morphismes —e-symétriques Q* — Q, ie les {x +ux,x € Q*} ot u vérifie Va,y €
Q*a (z,uy) = *8<y,UCIT>.

Pour € =0, on considére par convention que toute application linéaire est O-symétrique.

Démonstration. Dans le cas e =0, si P Lagrangien transverse a @), il existe v un automorphisme de Q) ® Q*
qui induit I'identité sur ) et qui envoie @* sur P. En prenant sa restriction a QQ* et en le projetant sur @
parallelement & Q*, on obtient I’application souhaitée. Réciproquement, il est immédiat que le graphe de
toute application linéaire Q* — @ est un Lagrangien transverse a Q).

Dans le cas ou € = +1, un Lagrangien P transverse a () le serait aussi pour € =0, et on peut donc
I’écrire comme le graphe d’une application linéaire u : Q* — Q. Or pour x,y € Q* :

we (@ +uw,y +uy) = (@, uy) +e{y, ux)

Donc (-,uy) = —e(y,u-), ie u est —e-symétrique.
Réciproquement, si v : Q* — @ est un morphisme —e-symétrique, alors pour tous z,y € Q*,y € Q,

we(x +uz,y+y') = (z,y") +ely,ux) = (2,y") — (x,uy) = (r,y" —uy)

qui est nul pour tout x € Q* si et seulement si ¥’ = uy. Donc {x 4 ux,z € Q*} est un Lagrangien.
O

Pour u: E — F linéaire (ou E,F sont des A-modules), on définit I'adjoint de w par u* : F* — E*
en posant (u*z,y) = (x,uy) pour x € F* ,y € E. u* est bien définie car si x € F,y,y’ € E,t € A, alors
(W z,y+y't) = (x,u(y+y't)) = (z,uy) + (z,uy’)t. Elle est linéaire car si x,2’ € F\y € E,t € A, alors (u*(x+
2't),y) = (x + 2't,uy) = (x,uy) + t(z',uy) = (u*x + (u*a’)t,y). L’application u+— u* est enfin clairement
Z(A)-linéaire (ou Z(A) désigne le centre de A).

On a alors en particulier, si £ est un module projectif de type fini, v: £* — E, v* : E* — E** qui
s’identifie a v* : E* — E vérifiant :

(z,u"y) = (u'y,r) = (y,ux)

La condition de —e-symétrie précédente se réécrit alors u* = —eu. L’espace Sym__(Q) des applications
—e-symétriques u : Q* — @ est alors un Z(A)-sous-module de Hom(Q*, Q). En particulier, si A=R,C ou
H, c’est un R-espace vectoriel de dimension finie, et il est donc contractile.



Proposition 4 (Existence de Lagrangiens transverses). Soit (E, &) un espace e-hyperbolique avec ¢ = +1,
et L un Lagrangien de E. Alors L posséde un Lagrangien transverse dés que l'une des deux conditions
suivantes est vérifiée :

— 1l existe des Lagrangiens transverses P et QQ dans F.

— 1l existe un élement h € A central et tel que h+h=1.

Démonstration. On a déja vu qu’'un Lagrangien transverse a L était nécéssairement le graphe d’une
section s: L* ~V/L — V (I'isomorphisme provenant pour rappel de la suite exacte courte dans la preuve
de la Proposition . Il existe de telles sections car L* est projectif. Ces sections sont stables par ajout
d’un élément de Hom(L*, L). A une telle section s, on associe le tiré-en-arriere de w selon s, donné par
vs(z,2') = w(sx,sz’) pour x,z’ € L*.

Pour v € Hom(L*, L) et x,2’ € L*, on a alors

Vsiu(2,7") = w(sz +uz, s’ +ur') = vs(x,2') + w(sz,uz’) + w(uz,sz’) = vs(z,2') + w(sz,uz’) + ew(sz’, uz)

car L Lagrangien. Mais d’autre part, s est une section de z € Vi~ w(z,-) € L*, et donc w(sz,uz’) = (x,ux’),
et donc
Vsiu(z,2") —vs(2,2') = (m,u2’) + (2’ juz) = (z,ux’) + e(z,u*2") = (z, (u+eu*)a’)

Supposons pour commencer que A possede un élément h comme dans I’énoncé. On note v : L* — L définie
par vs(z,2') = (x,v2’) pour z,2’ € L*. On a alors v* = cv car v, est e-symétrique, et donc u = —hv
(bien définie car h central) satisfait u+ eu* = —v. Par conséquent, 'image de s+ u est un Lagrangien
transverse & L. En effet, si z,2’ € L*, on a vy (z,2') = (x,v2') + (x,—vz’) = 0, donc w est nulle sur
(s+u)(L*)x (s+u)(L*). Et comme s+ u est une section de z € V= w(z,-) € L* et que E= L& (s+u)(L*)
clairement, on en déduit que (s+ u)(L*) est un Lagrangien : aucun point de L n’est dans son orthogonal,
et donc son orthogonal est égal a lui-méme.

Supposons désormais que E contient deux Lagrangiens transverses P et @), et identifions £ a Q ® Q*
muni de w.. On peut désormais écrire s = f + g avec f € Hom(L*,Q),g € Hom(L*,Q*). On a alors

vs(m,2') = (fr,g2") +e(fa’,gx) = (x, f*ga') + ew,g" fa') = (x,(f*g+eg" f)z')

Ainsi, avec u = —f*g € Hom(L*,L), on a vgy, =0, ce qui conclut comme précédemment. O

3 Réduction symplectique

On fixe dans cette partie K=R,C ou H et n, k € N. L’objectif est de construire 'application qui servira
a obtenir une fibration de Serre (d’ou 'importance d’étre dans un cadre topologique).
Si e = +1, on rappelle que la forme w, est définie sur F, := K" & K™ par

we(z+y,2’ +y) = (y,2') +e(y, ).

On se place dans E,, ;. Soit F = {0} x K*¥ x {0}(»*F)* donc F¥ = K"k x K™ x {0}¥* (dans le cas
e =0, on définit F* comme tel). On a en particulier ' C F*. Un sous-espace vérifiant cette propriété
est dit isotrope. La construction qui suit est valable dans le cas de tout sous-espace isotrope, mais par
universalité on peut se ramener a ce cas. Comme la restriction de w. a F“ est nulle sur F, elle est bien
définie sur F¥/F et fait de (F“/F,w.) un module e-hyperbolique, qui s’identifie naturellement a E,.
Notons p : F¥ — F“/F la projection. On s’intéresse aux Lagrangiens de E,; dont la projection sur
F“/F est encore un Lagrangien :



Définition 5. On note A, ;, I'espace des Lagrangiens L de FE, transverses a F“, c’est-a-dire tels que
FY+L=FE, et FNL={0}.

Remarque. Si e = =1, les deux conditions sont équivalentes puisque F'NL = (F¥ 4 L¥)¥ = (F“+ L)“.
Proposition 5. La réduction symplectique

P L€M= p(LNFY) €A,
est bien définie et est une fibration d fibres contractiles.

Démonstration. On notera p = p,, j lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. Soit L € A,, .. Alors pour [z] € F¥/F,
on a
Vy € p(L),w([z],y) =0 <= Vy € LNF* w(z,y) =0

<= 2z (LNFY)=L+F < [z]e€L

donc dans F¥/F, p(L)* =p(LNF“) = p(L). Donc p est bien & valeurs dans A,, pour ¢ = +1. Pour ¢ =0,
on vérifie que LN FY est de dimension n (car L+ F* = E,, 1) et que son intersection avec F' est nulle,
donc p(L) est encore de dimension n.

Montrons que c’est une fibration. Soit Aut(E,, ,we, F') le groupe des automorphismes de FE,,j pré-
servant w et F' (et F'“ si e =0). C’est un groupe de Lie en tant que sous-groupe fermé de Aut(E,,yx,w).
Montrons que ce groupe agit transitivement sur A,, ;.. L’action est bien définie car si f préserve w alors elle
préserve les Lagrangiens, si f préserve F, f(L)NF = f(LNF) = {0}, et si e =0 et f préserve F“, alors
f(L)+F¥ = f(L+F*¥) = E, 4. Cette action est transitive : Soit L € A,, ;,, puis soit [ C E,, un Lagrangien
transverse & p(L). Soit [ =p~(l) qui est donc un Lagrangien de E, ., transverse a L, contenant F. On a
donc un isomorphisme ¢ : K"** — [ envoyant {0}" x K* sur F. Cette identification de [ avec K"* permet
d’identifier [ L avec FE, 1, et 'isomorphisme envoie bien F' sur lui méme par choix de g. Dans le cas € =0,
on peut bien demander d’envoyer F* sur lui-méme car dim(F“N{0}"* x K"**) =n =dim(F*NL). Ainsi
f € Aut(E, x,w,F) et envoie L sur K" x {0}"+* donc laction est bien transitive.

Ainsi Aut(Ep4k,w, F) agit transitivement sur A, 5, et Ay, et p est équivariante pour ces actions. On
admet que cela implique que p est une fibration localement triviale.

Montrons que les fibres sont contractiles. Soient X’ un Lagrangien de F¥/F, et Y/ un Lagrangien qui lui
est transverse, qui existe. Soit Y =p~1(Y”). C’est un Lagrangien de F inclus dans F. De plus, si L € A i
est tel que p(L) est transverse & Y, alors L est transverse & Y. Donc p~!(X’) C A}, (les Lagrangiens
transverses & Y). Soit X € p~!(X’) (par exemple {0}* x X’ x K* en utilisant 'inclusion canonique £, —
Enik). SiLe A}l ., parla Proposition il existe u € Sym__(Y") (en identifiant X & Y par la Proposition
tel que L =X +u={z+u(z),x € X}. Comme u est a image dans Y C F¥, x4+ u(x) € F¥ < x € F“.
Donc dim(F*N(X +u)) =dim(F*NX) donc dim(F* @ (X +u)) =dim(F* @ X) =2(n+k) donc X +u est
toujours transverse & F“. De plus, p(X +u)=X' < Ve e XNFY x+u(r) € (X'+F) < uw(XNF¥) C
F. Donc

p HX)={X +u|ucSym

est contractile car stable par multiplication par un réel, donc étoilé en v = 0. O

(X),u(XNFY)YC(F+X')nY =F}

—&

Définition 6. On pose A;%k =Apk ﬁA;H,€ les Lagrangiens de F, ; transverses a F'“ et a {0}"““ x Ktk
On pose aussi p;h k= PrklA la restriction de la réduction symplectique.

pl . 'est pas une fibration, elle présente des singularités au-dessus des Lagrangiens non transverses
b
a K™. En fait, en petite dimension, elle n’est méme pas surjective. Dans la section suivante, on corrigera
ces défauts en passant a la limite inductive k — oo.



4 Stabilisation

Définition 7. Notons I' C Aut(FE,,w) les automorphismes tels que f~!(K") est transverse a K™*. T" est
un voisinage de l'identité.

Ce premier lemme nous permettra d’envoyer les espaces les uns dans les autres. Le parameétre fonc-
tionnel servira plus spécifiquement a obtenir le relévement des homotopies.

Lemme 1. [l existe Tp g : I' X A} — A} 4 1o, telle que pour tous f €T, L € Aj 4,

Prban (Tage(f,L)) = fH (Pl (L))

Démonstration. Soient fel',L e Aln,k' Notons G C E,, x E,, le graphe de f et D C E,, x E,, la diagonale.
Notons E,, I'espace e-hyperbolique (E,,—w.). La preuve comporte quatre étapes :

— Get {0} x K™ x K™ x {0}"* sont des Lagrangiens transverses dans E,, & FE,,. En effet, le deuxi¢me
est clairement un Lagrangien. De plus pour tous 2,2’ € E,,w((z, f(2)), (7, f(Z))) = w(z,2’) —
w(f(2),f(2")) =0 car f préserve w. Donc G C G¥. Réciproquement, si (z,2') € G¥, alors pour
y€e FE, ona

0=w((¥,f(¥)) (2,2) =w(y,2) —w(f(¥),2) =w(y,2) —w(y, [ () =wly,z— F7(2))

donc z = f~1(2), ie 2’ = f(z), donc G¥ C G.
Enfin, si (2, f(z)) € {0}" x K™ x K" x {0}™*, alors z € K™ N f~1(K") = {0} donc z = 0. Et par
dimension, on a alors aussi G+ {0}" x K™ x K" x {0}"* = E,, @ E,,. Donc ces deux Lagrangiens
sont transverses.

— F":={0}?" x D x K¥ x {0}** est un sous-espace isotrope de E, x E,, x E,, car

W'((0,2,2,2),(0,2,2,2')) = —w(z,2) + w(z, 7)) +w(z,2') =0

si z,2' € KF x {0}¥*. On a de plus F'* = E,, x D x K¥ x {0}** (une inclusion est claire, d’ou I'in-
clusion réciproque par dimension). Alors si L € A} ;, G x LNF" = {0}. En effet, si (z,w,z,y) €
GxLNF' alors z=0, w=f(2) =0, z=w=0, et y € KFx {0} mais L est transverse a F*,
donc LNF, j, = {0}, donc y =0. D’ou G x LNF' = {0}. 7

— On a pp(GxL)= fpur(L)). En effet, (2, f(2),f(2),2) € GX LNF"™ < (f(2),x) € LAz €
KFNL = {0} <= f(2) € pnr(L)Az=0.

— Comme D est un Lagrangien de E,, @ E,, et qu’on a clairement D isomorphe & K?" en tant qu’espace
vectoriel, par la Proposition |4} il existe un isomorphisme v de (E, ® E,,(—w:) ®we) vers (E, ®
E,,w: ®w.) envoyant D sur K" x {0}" x K™ x {0}".

En fait, si on pose ¢ :u € K™ — (u(ey),...,u(e,)) € K" isomorphisme, on peut choisir
/ /
I N ) P ] e Pt )

comme on le vérifie aisément. On pose alors
D E, x Ey, x (B, x Ey) = Fgpyr =K x K? x KF x K® @ K™ x K™ x KF* x K
(t+t o+ y+y,2+2) = (L5 e (TFE) + (2 — 2y e (@ - 2))

C’est un isomorphisme d’espaces e-hyperboliques qui envoie F’ sur F, 49, et F'* sur F;L’ k2n
(Cette formule est valide pour € = £1; pour € = 0, afin de préserver la bijectivité, il faut remplacer les
occurrences de ¢ par 1 ou par —1, au choix)

On peut donc finalement prendre 7, ,(f,L) = ®(G x L). O



Définition 8. On peut alors définir la limite inductive A, ., en utilisant les inclusions
L —> Tn,2nj (IdEn,L)

Puis on peut définir pf, ., : A}, , = Ay, On définit également A7, comme la limite inductive en j des Ag,,;

avec les inclusions
/i

/. "
LJLG anHLXMG 2n(j+1)

ou M €AY, est quelconque fixé.

Theoréme 2. p;mo : A;%OO — A, est une fibration de Serre dont les fibres ont le type d’homotopie faible
de A_.

Démonstration. Commengons par montrer que p), ., est une fibration de Serre. Soit B? 1a boule unité
fermée de RY. Soit K : B? x [0,1] — A,,. Supposons disposer d'un relévement L de K|pay {0}

Commengons par montrer que pour (z,t) € B4 x [0,1], on peut choisir f; € Aut(E,,w.) continfiment
tel que f;tl(K(m,O)) = K(z,t), et fro=1idg,. Soit (zo,t0) € B¢ x [0,1], Ko = K(wo,t9) et Lo~ K un
Lagrangien transverse a Ky dans E,. Dans un voisinage V' de (z¢,t9), K(z,t) est transverse & Ly et on
peut écrire K (x,t) = Ko+ ug; ot uyy @ Ko — K est —e-symétrique. De plus, comme (x,t) — K(z,t) est
continue, (x,t) — ugy; aussi. Fixons (z,t) dans ce voisinage, notons u = uy ¢ et posons g = g+ := idg, +u
c’est-a-dire que si y € Ko,z € K alors g(y,z) =y+z+wuy. On a alors clairement g, (Ko) = K(z,t). De
plus im g contient Ly et K (x,t) donc g est inversible par hypothese de transversalité sur le voisinage.
Enfin, g préserve w, car si y,y’ € Ko, z,2' € K,

wy+z+uy,y +2 +uy) =wly+z,y +2) +wly,uwy) +wluy,y')

=w(y+zy +2)+e(uwy y) +(uy,v) =w(ly+zy +2") +e(y,wy) —e(y,uwy) =w(y+ 2,9y +2')

car u* = —eu. Donc si I'on dispose de f,+ pour un élément (z1,%1) du voisinage, on peut construire f; ¢
dans tout le voisinage en posant [yt = fz, 1 © gwo,to © 9y, % Par compacité, on peut donc construire f;; sur
tout B? x [0, 1], le seul probléeme est qu'il faut vérifier que cela coincide bien aux endroits ol fa,t est défini
plusieurs fois. Pour y remédier, on montre que ’on peut construire f;; sur des voisinages homéomorphes
4 [0,1]9t! en ayant déja construit f,, sur [0,1]% x {0}. Cela suffira & conclure car alors on pourra découper
B?x[0,1] ~[0,1]4" en M9*! cubes sur lesquels tous les K (z,t) ont un Lagrangien transverse commun,
puis définir f sur ces cubes dans le bon ordre. Supposons donc disposer de V ~ [0, l]dJrl sur lequel tous
les K (x,t) sont transverses & Lo, et ol on a déja défini f sur [0,1]¢ x {0}. Pour (x,t) € [0,1]"! on
écrit alors K(x,t) = K(z,0) +ug; avec ugzt : K(x,0) = L — Lo. Comme l'identification K(z,0) = L{
est continue en x, u,; est continue en (z,t). On peut donc conclure comme précédemment en utilisant
9zt(y,2) =y +2z+uz+(y). D’ott la définition de f; +.

On montre ensuite que 1’on peut relever K. Par compacité, on a kg tel que L(Bd) € A’n’ ko Comme I est
ouvert et B compact, pour tout ¢ € [0,1] on a frp Of;tl elet fou of;tl, € I' pour tout ¢’ dans un voisinage

ouvert V; de t et tout x € B%. Par compacité de [0,1], on peut trouver 0 = sy <ty < s1 <t1 < tpmo1 <
sm = 1 tels que [s;,s,+1] C Vi,. Sur B? x [0, 1], on peut relever K en prenant L(z,t) = 7y g, (fut, L(z,0)).
Ce relévement est bien continu car par construction 7, i, est continue. De plus,

Poo(Tako (Fats L(2,0))) = Pl kg 20 (Taeo (fots L(,0)0)) = frf (P iy (L(2,0))) = frf (K (2,0)) = K (2,1)



Ensuite, on pose ki = kg +4n, et pour x € B L(z,t;) = Tnko+2n(fatr © s_ll’L(Sl)) € A;z,kl‘ On définit
alors pour x € B et t € [s1, 2], L(,t) = Ty, (fut of;é,L(tl)) € A}, 4, 12 Par choix des inclusions pour
la limite inductive, les définitions coincident dans Aj, ., en s1 et en ¢;. On continue ainsi, en posant a
chaque étape k;11 = k; +4n. On a ainsi construit le relevement voulu, donc p;wo est une fibration de
Serre.

Montrons que les fibres ont le type d’homotopie faible de A” . Montrons que p;jkl(K”) a le type
d’homotopie de A}. Soit L € ,oln_,i (K™). L est transverse a K" t%)* donc s’écrit K" +u ot w: K" —
K H+h)* gt —e-symétrique. De plus, si z € KF,y € K™ et u(z,y) € K™, alors (z,y,u(z,y)) € LN F¥ donc
(y,u(z,y)) € p(LNF¥) = pp k(L) =K" donc u(x,y) = 0. Donc u est a valeurs dans un sous espace vectoriel
de dimension k de K("**)* en somme directe avec K™*. De plus, si # € K¥ — {0}, alors u(x,0) # 0 car
(x,0,u(z,0)) € LNF ={0}. Donc rg u > k, puis avec 'argument précédent, rg u = k. Donc im v est un
supplémentaire de K™ dans K"t5)* et keru est un supplémentaire de K* dans K®*. im u est alors
paramétrée par f € L(K?,K™), dans le sens ot im v = K¥* + f. De méme, keru est paramétré par
g € L(K" K¥). L (c’est-a-dire u) est alors paramétré par (f,g,h) ott h € L(KF KF*), ou I'image de u est
le graphe de f, et le noyau de u est le graphe de g, et u est donnée explicitement par

w(@,y) = ((idgr- + ) oh)(z = g(y))

La condition rgu = k impose que h soit inversible. Notons p; : K% — K* et po : K% — K™ les projections
relativement & (K¥,K") et i : KF* — K(HR)* 4, - K** — K+ les inclusions. Alors u = (i1 +14g0 f)oho
(p1 —gop2) donc

u" = (py—pyog’)oh”o(ij+ [T oiy).

Or p} =11 et p5 =iy et réciproquement, donc
wt = (’Ll — 19 Og*) oh*o(pl +f*op2)

Or u* = —eu donc keru = keru* = ker(p; + f* opsz), donc le graphe de g est le méme que celui de — f*,
donc g = —f*. Donc
u* = (i1 +ig0 f)oh™o(p1 —gopa).

Or (i1 +ig0 f) est injective et (p1 — gops) surjective, donc h* = —eh. Donc h est —e-symétrique, K* +h
est un Lagrangien de Ej. Comme h est inversible, ce Lagrangien est transverse a KF et a K**.

Réciproquement, étant donnés Kk +h € A7 et f € L(KF,K™), on montre que L:=K"tk +y € p;_kl (K™)
ot u(z,y) = ((idgr« + f)oh)(x —g(y)) et g = —f*. En effet, h est alors inversible, donc u est de rang
k. Par les calculs qui précedent, u est —e-symétrique donc K"t* 44 est bien un Lagrangien, et il est
transverse & K("tR* Si (z,uz) € (K™% +u) NKF, alors uz = 0 et = € K¥, (idgr. + f) o h)(z) = 0, donc
2 = 0. Donc K™% 4+ 4 est transverse & F*, donc appartient bien a A;L7k. De plus, si (y,uy) € K" x K™,
alors uy = (h(g(y)), f(h(g(y)))) donc h(g(y)) = 0,, donc uy = 0. Donc py, k(L) C K", puis py, (L) =K" par
dimension.

Donc p;L_kl (K") est homéomorphe a £L(KF*K™*) x A7, donc a le type d’homotopie de A}.

On a implicitement supposé depuis qu’on a utilisé u* = —eu 'hypotheése € = +1. Dans le cas € =0,
on choisit librement f,g et h sous la seule hypothese h inversible, et on trouve donc quand méme le type
d’homotopie désiré.

Bien qu’étant un tres fort élément dans ce sens, ceci ne suffit cependant pas a démontrer que ,0’{010 (K™)
a le type d’homotopie de A” . Pour une preuve détaillée de ce fait, on se reportera & ’annexe.

O
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5 Calcul des bases et des fibres

5.1 Technique de calcul des bases

1l s’agit dans cette section de calculer le type d’homéomorphisme de A,, la grassmannienne des Lagran-
giens (munie de la topologie de la grassmannienne des n-plans de E,,). On note & partir de maintenant et
jusqu’a la fin de ce texte K=R,C ou H.

Proposition 6. Siec =0, alors A, s’identifie naturellement a :
— 02, /(0, x0,) siK=R
— Us, /(U,xU,) si K=C
7 Sp2n/(spn X Spn) si K=H

Démonstration. On munit F,, de la forme standard p (produit scalaire ou hermitien canonique). L’espace
des isométries de E,, agit alors transitivement sur les n-plans, qui sont exactement les Lagrangiens. Le
stabilisateur d’un n-plan, par exemple de K", s’identifie naturellement au groupe produit des isométries
de K" et de son orthogonal K™*, ce qui conclut. ]

On consideére désormais toujours p cette forme canonique sur E,. En identifiant naturellement FE,, a
K2", elle s’écrit u(X,Y) = X'Y = X*Y. On suppose aussi € = £1.
On note t =¢. On remarque que t — t et ¢t — t commutent (dans tous les cas que nous étudions).

Définition 9. Soit J un endomorphisme de K?*. On lui associe la forme linéaire & droite wy(z,y) =
u(Jz,y).

Proposition 7. wj définit un module e-symétrique des lors que J inversible, J* = eJ,f: J et wy est
nulle sur un sous-espace de dimension n de K>".

Démonstration. Supposons ces conditions vérifiées. w; est alors linéaire a droite. De plus, wy(z,y) =
— —~ % ~ —
pw(Jzy)=Je y= Jo) 'y =2TJ y =y Jz = eyl J*z = ey* J*x = ep(Jy,z) = ew;(y,x), donc wy est e-

——

symétrique. Et si on a wy(z,-) =0, alors (Jz) =0 donc Jz =0, donc z = 0. Enfin, si on note L un
sous-espace de dimension n sur lequel wy est nulle, on a clairement L C L“. De plus, si x € L%, alors
wy(w,-);, = 0. Par conséquent, l'application x € L — wy(z,-)|ox € LM est injective comme composée
d’applications injectives. Elle est de plus linéaire. Donc dim L < n =dim L, donc L est un Lagrangien
comme souhaité. O

On suppose désormais que les hypotheéses de la proposition précédente sont satisfaites.

On remarque ensuite que, si g € GLg, (K) préserve pu, alors g préserve wy si et seulement si Jg = gJ.
En effet :

g préserve wy <= Va,y € K*™ wi(gz,g9y) = ws(x,y)
Va,y € K>, u(Jgz,9y) = p(Ja,y)
Va,y € K>, u(g~ ' Jgz,y) = p(Jz,y)
Vo € KQ”,gfljé\m =Jz
Vo e K2, g~ gz = Jz
— Jg=gJ

Ceci est encore équivalent a gJ = Jg, puisque J=J par hypothese.
Notons donc G = {g € GL2,(K) | g préserve p et wy}. G agit naturellement sur A,.

ey

Proposition 8. On suppose J? central dans GLa,(K). Laction de G sur A, est transitive.

11



Démonstration. Soient L,L’ € A,,. On en fixe des bases e, e unitaires pour 4. Il existe alors une application
g: L — L' qui envoie e sur €. On remarque que JL = L+, JL' = L'" (ou F* désigne lorthogonal de F
au sens de p). En effet, si z,y € L, on a 0 = wy(z,y) = (Jl’ y) donc Jz € L*. Mais Jz = JZ = JZ, or
{Z | z € L} est un sous-espace de méme dimension que L, et on déduit alors 1’égalité de I'inversibilité de
J. On peut donc étendre g en une application K** — K2" en posant gJz = Jgz pour « € L. On a alors,
pour xz,y € L :

Jg(x+Jy) = Jgz+ JgJy = gJx+ J?gy = GJz + 9y = §(J(z + Jy))

grace a I'hypothése J? central. Donc Jg = g.J.
On a ensuite, pour z,2",y,y' € L :
u(g(e+Jy), g’ +Jy') = plgz,g2")+u(Jgy, Jgy')

(

= plz,2")+u(gy, J*gJy)
= e, 2") +p(@y, 97" Jy)
= p(z,a) +M(M*Jy’)

w(z,z") + (g, J*Jy')
= plz,2")+ply, J*Jy')
= plz,2")+p(Jy,Jy)
= (a:—i—Jy,x +Jy)

Donc g est une p-isométrie telle que Jg = gJ, donc g € G, et par définition gL = L'. O

On a donc montré :

Proposition 9. Soit e = +1, et soit u la forme canonique sur K2*. On note t =t. Soit J € GLa, (K) telle
que J* =¢cJ,J* =+Id et J=.J. On suppose que wy est nulle sur un sous-espace L de dimension n. On
pose G le groupe des p-isométries g de K*" telles que gJ = Jg, agissant naturellement sur A, et H le
stabilisateur de L sous cette action. Alors Ay, ~ G/H.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que G est un groupe de Lie, en tant que sous-groupe fermé du
groupe des p-isométries. O

On va désormais appliquer ce résultat pour calculer les bases des différents espaces qui nous serviront
a démontrer le théoreme de périodicité de Bott. On conserve ces notations dans la suite.

5.2 Calcul des fibres

Dans cette section, on se propose de calculer le type d’homotopie de Al la grassmannienne des La-
grangiens transverses aux deux Lagrangiens de base de E,. On rappelle que A/ est paramétré par les
applications u : K" — K" qui sont —e-symétriques et inversibles (& cause de la condition de transversalité
aux deux Lagrangiens). On note ~ 1’équivalence d’homotopie. En fait, on cherchera plutét a calculer le
type d’homotopie de AZ, .

5.2.1 Case=0

On le fait dans le cas réel pour fixer les notations.
On a donc A ~ GL,(K) ~ { bases de K"} ~ { bases orthonormées de K"} par Gram-Schmidt ~ O,,.
On trouve donc A ~O,, si K=R,U,, si K=C et Sp,, si K=H.

12



5.2.2 Cas K=R,e=-1
Ici on a

Ay~ {g€GLy(R) |g" =g}
= |i—p{g € GL,(R) | g symétrique a k valeurs propres positives, avec multiplicité}

On peut alors se ramener par une rétraction par déformation forte (par exemple en posant Hi(g) =
2\—1/2Y 5 .
g9(g7) %) &

n
A~ |_| {g € GL,(R) | g symétrique a k valeurs propres égales a 1 et n—k égales & —1}
k=0

Et donc choisir g dans ’ensemble de droite & k fixé est équivalent & choisir un sous-espace de dimension
k et a le prendre comme sous-espace propre associé a 1. Autrement dit, chacun des ensembles apparaissant
a droite est homéomorphe a la grassmannienne G(k,n) des k-plans en dimension n. Or O, agit sur
G(k,n) transitivement, avec pour stabilisateur de R¥ x 0 le sous-groupe Oy x O,,_;. Finalement, Al ~
Lr=0On /(Ok x Op—p).

Ici les composantes connexes ne sont pas toutes homéomorphes ; afin de justifier le passage a la limite,
on étudie donc la fagcon dont ¢; les envoie les unes dans les autres. Soit 0 < k < n. On suppose que
n = 2pl et qu’on est en train d’étudier la fibre de pzln,n' Un élément de la fibre au-dessus de KP avec k

o 1 0 N .
valeurs propres positives est f =0,h = g 7 , ou les notations sont celles de la fin de la preuve du
n—k
théoréme [2] Un calcul facile & partir de la formule explicite donnée dans la construction de ¢ montre que
- . 0 0 I,
t(f,h) est associé a un couple (f,h) avec h=| 0 h 0 |, dont on voit aisément qu’il est de signature
I, 0 0

(k+p,(n—k)+p). Ainsi ¢ envoie O, /(Op x Opn_y) dans Onqop/(Opyp X Op_pyp) (en effet, I'ensemble
des matrices symétriques de méme signature est connexe). Tous les indices tendent vers 'infini et donc
Pespace a pour limite O /(O x O). Donc pl; 5 (K") =Z x O /(O x O).

523 CasK=C,e=1louK=H,e=-1avect=¢

Les matrices —e-symétriques sont ici les matrice hermitiennes (& un facteur 7 pres dans le cas complexe).
Puisque les matrices hermitiennes se réduisent de la méme fagon que les matrices symétriques réelles, que
ce soit sur C ou sur H, on peut appliquer exactement le méme raisonnement que dans le cas précédent
pour trouver A ~ [ [}_, U, /(Ux xU,_x) dans le cas complexe et A =|[}'_,Sp,,/(Sps X Sp,,_;;) dans le
cas quaternionique.

Et donc, de méme, A” =7 x U /(U x U) dans le cas complexe et A’ =7 x Sp/(Sp x Sp) dans le cas
quaternionique.

5.24 Cas K=R,e=1

On suppose dans cette partie n pair, et on écrit n = 2m. On cherche a déterminer le type d’homotopie
de I'ensemble des matrices antisymétriques inversibles réelles. Le carré d’une telle matrice est symétrique
défini négatif, et donc en posant Hy(g) = g(—g®)!/?, on obtient une rétraction par déformation forte de
A" sur les matrices antisymétriques de carré —Id ((—g?)%/? commute avec g car elle est dans R[g]). Or la
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réduction des matrices antisymétriques assure que O,, agit transitivement par conjugaison sur ces matrices.

De plus, le stabilisateur de < 0
I,

-1 L
Om> est Uy, comme on I'a vu précédemment. Donc Al ~ Og,, /Uy,

525 CasK=H,e=1

Ici, A est ensemble des matrices antihermitiennes inversibles. Or une matrice antihermitienne se
aq 0

diagonalise sous la forme P P~
0 an,

L avec a; € Hy quaternions purs, P € Sp,,.

On remarque ensuite que, pour x € Hy, il existe u € Sp; tel que uzu~' = i|z| (puisque I'action de
SO3(R) sur la sphere est transitive, et que SO3(R) est précisément 'image de Sp; par le morphisme
u — (x + uzu~t)). Ainsi, on peut en fait diagonaliser toute matrice antihermitienne sous la forme

aq 0
Pi P! avec a; € R* , P € Sp,,. Autrement dit, on peut écrire H" comme somme directe
0 an,
de sous-espaces propres de la matrice associés a des valeurs propres dans iR? . Cette décomposition est
de surcroit canonique (les modules des valeurs propres sont bien définis). Ainsi, on peut effectuer une
rétraction par déformation forte de A” sur I'ensemble des matrices de la forme PiP~! P € Sp,,. De
plus, le stabilisateur de ¢1d sous ’action de Sp,, est U,, comme nous ’avons vu précédemment, et donc
A ~Sp,, /U,.

5,26 Cas K=C,e=—-1,t=t

Ici, A est 'ensemble des matrices symétriques complexes inversibles.
On commence par montrer le lemme de réduction suivant :

Lemme 2. Toute matrice S € A s’écrit S = PTP, P € GL,(C).

Démonstration. Soit ¢(X) = XTSX la forme quadratique associée a S, b(X,Y) = X7 SY la forme bili-
néaire symétrique associée a M. Montrons tout d’abord qu’il existe une base de C™ formée de vecteurs
deux & deux orthogonaux (et ce pour toute forme quadratique sur un k-espace vectoriel de dimension
finie). On raisonne par récurrence sur n.
— Sin=0ou 1, c’est trivial.
— Supposons le résultat vrai en dimension n. Soit v un vecteur tel que ¢(v) # 0 (s’il n’existe pas, on
a ¢ =0 et donc toute base convient). Soit par hypothése de récurrence une base orthogonale du
noyau de b(v,-), supplémentaire de kv car b(v,v) = q(v) # 0. Alors la complétion de cette base par
v fournit la base désirée.
Dans un langage plus matriciel, il existe donc P € GL,(C) tel que ¢(P~1X) =31 a;X? pour tout
X € C". Puisque chaque a; peut s’écrire b?, on a en fait, quitte a changer P et en utilisant le caractére
inversible de S : ¢(P71X) =", X2. Donc XT(P~HTSP~1X = XTX, donc (P~1)TSP~! =1d, donc
S=prTP. O

On en déduit que I'action de GL,,(C) sur A? donnée par P.S = PTSP est transitive (cette matrice est
bien dans A”). De plus, le stabilisateur de I,, sous cette action est {P € GL,(C) | PTP=1I,} = 0,(C).

La décomposition polaire assure que, si M € GL,(C), alors il existe un unique couple (U, P) avec
U € U, et P hermitienne définie positive tel que M = U P. En fait, toute telle matrice P s’écrit elle-méme
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de fagon unique P = exp(Q) avec @ hermitienne. On a donc un difféomorphisme (U, Q) € U, x Herm,,(C) —
M =Uexp(Q) € GL,(C).

On définit une rétraction de GL,,(C) sur U, en posant, pour M = Uexp(Q), M; = Uexp((1 —1)Q).
Montrons que cette rétraction est compatible a l’action, ie que si M € O,(C), alors M; € O,(C). On
écrit M = Uexp(Q) comme précédemment, et P = exp(Q). On a alors M = (MT)™! = (PTUT)"! =
(UT)=1(PT)=L. Or (UT)~! est unitaire et (P?)~! est hermitienne définie positive. Donc, par unicité de
la décomposition polaire, on a U = (UT)~! et P = (PT)71 ie exp(Q) = exp(—Q7), et donc Q = —Q7T.
Enfin : M M; = exp((1-t)QT)UTUexp((1—1)Q) = exp(—tQT)MT M exp(—tQ) = exp(tQ) I, exp(—tQ) =
I,, comme voulu.

Donc la rétraction de GL,,(C) sur U, est compatible & I’action et induit une équivalence d’homotopie
entre A” et U, /(U,N0O,(C)) =10, /O,.

5.2.7 Cas K=C,e=1,t=t

On utilise ici le fait que n = 2pl est pair et on étudie donc A avec n =2m. A est ici 'ensemble des
matrices antisymétriques complexes inversibles.
On commence aussi par montrer le lemme suivant :

Lemme 3. Toute matrice M € Ay, peut s’écrire M = P JP avec P € GLg,(C) et J la forme symplectique

0 I,
standard J = <_Im 0 )

Démonstration. Soit b(X,Y) = XTMY la forme bilinéaire antisymétrique associée a M.

Par les Propositions [4] et [2], il existe un isomorphisme u : C"" — C"™ @ C"* = C" tel que pour tous x,y €
C™, b(u(x),u(y)) = we(x,y) = 7 Jy. Ainsi, si P € GL,(C) est la matrice associée & u, alors PTMP = J,
donc M = (P~HT jp~—1. O

Ainsi, GL,(C) agit transitivement sur A” par P-M = PTMP. Le stabilisateur de J est le groupe
symplectique sur C, c’est & dire I'ensemble des matrices P € GL,,(C) vérifiant PT.JP = .J. On notera
Sp,,(C) ce groupe. On remarque que Sp,,(C)NU,, = Sp,, d’apres des calculs effectués dans la partie sur les
bases. On a donc Al ~ GL,,(C)/Sp,,(C). Montrons que ’on peut rétracter par déformation cet espace sur
U, /Sp,,-

On reprend le difféomorphisme (U, Q) € U,, x Herm,,(C) = M = U exp(Q) € GL,,(C), ainsi que la rétrac-
tion de GL,,(C) sur U,, définie par, si M = Uexp(Q), My = Uexp((1—1t)Q). Montrons que cette rétraction
est compatible & Paction, c’est a dire que si M € Sp,,(C), alors M; € Sp,,(C). Si M =UP =Uexp(Q) €

Sp,,(C),
g M =7 MD) g =g @) (P T = [T PT)

Or J~L(UT)"1J €U, et J-Y(PT)~1J est hermitienne définie positive donc par unicité de la décomposition
polaire U = J~HUT)"1J et J-1(PT)~1J = P, c’est-a-dire U € Sp,,(C) et exp(Q) = J Lexp(—QT)J =
exp(—J1QTJ) donc Q = —J QT J car —J1QTJ est hermitienne. Donc pour tout ¢ € [0,1],

JIMET =T Y Uexp(tQ)TJ = T Lexp(tQT)UT T = exp(tJ QT ) J1UT T = exp(—tQ)U ™ = M; L.

Donc on a bien M; € Sp,,(C).
Donc la rétraction est bien définie sur A”, donc A ~ U, /(Sp,,(C)NU,) =U, /Sp,.
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6 Stratification

On veut maintenant, comme annoncé, minorer le degré de connexité de I'espace total de la fibration
de Serre.
Dans tout ce paragraphe, on a noté m =n+k.

Définition 10. Un espace stratifié est un espace topologique X = Ji; X; ou X; est muni d’un structure
de variété et pour tout 1 <i<n, X; = Ujgi Xj.

Lemme 4. Soit E un espace affine de dimension n, et X C E un espace stratifié par des variétés
X1, , X de dimension < d. Alors E— X est (n—d—2)-connexe.

Démonstration. Soit k<n—d—2et f:S¥ - F— X C E. Comme E est contractile, on a g : D! - E
continue prolongeant f. Quitte & convoler, on peut trouver ¢’ : D¥*1 — E C* aussi proche de g que 1'on
veut. Par le théoreme de transversalité de Thom (Théoréeme @, on peut perturber légérement ¢’ en g”
de telle sorte a ce qu’elle soit transverse a X; pour tout i. Comme k+ 14 dim X; < n par hypothese, cela
implique que ¢’ ne rencontre pas X.

Soient f’ et f" les restrictions de ¢’ et ¢” & S*¥. Comme X = X,,, est fermé dans E, on peut supposer
que f', puis f” sont & valeurs dans £ — X ouvert de E. Comme on peut prendre ||f — f'||oc €t ||/ — f” |00
aussi petits que I'on veut, on peut les choisir de telle sorte a ce que ’homotopie qui envoie f sur f’ puis
sur f” & vitesse constante soit & image dans F — X. Comme [ est triviale dans 7 (E — X), f aussi. [

Lemme 5. Soient 0 <p<m=mn+k. Alors I’espace Sym” _(K™) des applications de corang p forme une
sous-variété de Sym__(K™) de codimension (réelle) égale a la dimension (réelle) de Sym__(KP).

Démonstration. Soit ug € Sym” _(K™). Soit e une base de K™ dont les p premiers vecteurs forment une
base de kerug. Si e = 41, soit f la base duale de e, qui est donc une base de K™*. Si ¢ =0, soit f une
base de K™ tel que pour tout [ > p, f; = ug(e;). Dans les deux cas, la matrice de uy dans les bases (e, f)

est de la forme
0 0
0 dy

ou dg est inversible. En effet, les p premieres colonnes sont nécessairement nulles. C’est ensuite clair si
€=0, et on a méme dy = I,—p. Si € = £1, la matrice est —e-symétrique par choix des bases, donc on a
bien des zéros en haut a doite.

Soit alors w € Sym__(K™) dans un voisinage U assez petit de up. Dans la base (e, f) u s’écrit

(24)

et on choisit U tel que d soit inversible. Donc rg u > m — p. De plus

ax+by=0
z,y Ekeru <= cz+dz:0
ax+by=0
— y=—d lex
a—bd~1c)z=0
( y:—dil)cac

doncrgu=m—p <= rgu<m—p <= dimkeru >p <= a—bd 'c=0. Soit alors ¢ : u € Sym__(K™)
a—bd~'ce Sym__(KP). C’est une submersion car on peut bouger librement la sous-matrice a € Sym__(KP),
et on vient de montrer que ¢~ 1({0})NU = Sym” _(K™)NU. Donc Sym” _(K™) est bien une sous-variété
de Sym__(K™), dont la codimension vaut dim Sym__(KP). O
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On calcule immédiatement (seul le cas p =1 nous sera utile) :

— dimg(Sym(RP)) = p?

— dimg(Symg(CP)) = 2p?

— dimg(Sym(HP))

— dimg(Sym, (R)) = Lp;”

— dimg(Sym, (CP)) =

— dimg(Sym_, (RP)) = @

— dimg(Sym_;(C?)) =p(p—1) avec t =t

— dimg(Sym, (CP)

— dimg(Sym, (H)) =
(

p avec t = 1.

)=
p(2p—1) car il y a p degrés de liberté sur la diagonale et 4P2=1) on dehors
y g g 2

-1
4p(p2 )

— dimpg(Sym_; (HP)) = p(2p+1) car il y a 3p degrés de liberté sur la diagonale et en dehors

Lemme 6. Soient 0 < q¢<p<n+q<n+k=m. Alors 'espace Grp,(K™) des p-plans de K™ qui ont
une intersection de dimension q avec Fy, ;, =KF forme une sous-variété de Gr,(K™) de codimension réelle
dimg K- g(¢g+n—p).

Démonstration. Soit Py € Grp, o(K™). Soit Qo = PoNF qui est de dimension ¢, puis soit S un supplémen-
taire de Qo dans K™. Alors Ry := PyN.S est de dimension p—q et Py = Qo ® Ry. Soit P € Gr,(K™) dans un
voisinage U assez petit de Py. On montre que P € Gry, ,(K™) <= 3(Q, R) € Gry(F) x Grp—¢(S),P=Q®R.

En effet, le sens réciproque est clair car si P = Q@ R, alors Q C PN F donc dim(PNF) > q. De plus,
quitte a restreindre U, on peut supposer que dim(PNF) < dim(PyNF') = q. Montrons le sens direct. Soit
P e UNGrp4(K™). On pose Q = PNF € Gry(F) par hypothese. Ensuite,

dim(PNS) =dim P+dim S —dim(P + 5)

> dim Py +dim S —dim X = dim(PyNS)
=dimRy=p—gq.
Donc en posant R=PN.S, ona @Q® R C P puis on a égalité par dimension. D’ou la décomposition voulue.
De plus, on remarque qu’avec cette construction, () et R sont proches de (g et Ry si P est proche

de Py. Donc Gry, 4(K™) est paramétré localement par Gry(F') x Grp—q(S), donc c’est bien une variété de
codimension dans Gr,(K"™) égale sur K a

dimg Gry (K™) — dimg Grg(K*) — dimg Grp—q(K™™%) = p(m —p) — q(k — q) — (p— ¢)(m — p)

=qlg—k)+q(m—p)=q(g+n—p)

D’ou le résultat. O
Remarque. On a utilisé dimg Gr,(K™) = p(m —p). En effet, un p-plan proche d’un autre p-plan fixé P est
paramétré par une application f € L(P,S) ou S est un supplémentaire de P dans K™.

Lemme 7. ker: Sym” _(K™*) — Gr,(K™),u — keru est une submersion.

Démonstration. On fait agir GL(K™) sur Sym” _(K™*) par g-u = g *ug™!, cela est bien défini car
(g Hug™)* = g *u*g™t = —eg Mug!. On fait aussi agir GL(K™) sur Gr,(K™) naturellement, et on
vérifie que ker est équivariante par rapport a ces actions. En effet, ker(g-u) = ker(ug™!) = gkeru. Enfin,
I'action est transitive sur Gr,(K™) et GL(K™) est un groupe de Lie donc ker est une submersion. O
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Définition 11. On définit Sym”?(K™) =ker ! (Gr, ,(K™)), qui est donc une sous-variété de Sym?” _(K™*)
par les lemmes 5| I et |§| de codimension réelle dans Sym?” _(K™) égale a dimgK-q(q+n —p).

On note ¢, = ndimg K+ dimg Sym__ (K).

€

Proposition 10. A;H_k —A;%k est un espace stratifié par des variétés de codimension réelle plus grande
ou €égale a cy,.

Démonstration. En identifiant A7, & Sym__(K™), A7 , —A] ; est identifié aux endomorphismes dont le
noyau intersecte non trivialement F', c’est a dire, en notant p leur corang et ¢ la dimension de I'intersection
avec F', a

U U Sympq Km

p=1g=1

A condition d’ordonner les couples (—p,q) par ordre lexicographique, cette écriture fait de A’ n,k UD €space
stratifié. Le dernier élément de la stratification, donc celui qui a la plus petite codimension, est celui avec
(p,q) = (1,1). 11 a bien pour codimension ndimg K+ dimg Sym__(K) dans Sym__(K"), par les lemmes
et [6l O

Remarque. Dans les cas qui nous intéressent, ¢, vaut

n+l siK=R,e=0
Mm+2 siK=C,e=0
dn+4 siK=H,e=0
n si K=R,e=1,t=t.
2n+1 siK=C,e=1t="1.
dn+3 siK=H,e=1,t="t.
n+l siK=Re=-1,t=1.
dn+1 siK=H,e=-1,t="t.
2n siK=C,e=1,t=t.
2n+2 siK=C,e=-1,t=t.

Corollaire 1. A/, est ¢,-conneze.

Démonstration. Cela découle du Lemme @l O

7 Périodicité de Bott

On rappelle les résultats obtenus jusqu’ici.

Proposition 11. I existe 10 fibrations de Serre telles que :
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Base Fibre Minoration de la
connexité de l’espace total

02, /(0 x Oy,) 0] n+1

U /(Un x Uy) U 2+ 2
Yoon, O/U n

U, ZxU/(UxU) 2n+1

Sp,, Sp/U An+3

U, /0, Zx0/(0x0) n+1

Uz /Spy, Z % Sp /(Sp x Sp) dn+1
Y002/ Up, U/Sp 2n

Sp, / Un U/0 2n+2

Remarque. Les fibrations ne sont pas nécessairement surjectives dans les cas ou la base est non connexe
(en fait, elles ne le sont jamais car I’espace total, lui, est toujours connexe). La fibre indiquée est celle
au-dessus du point de base. La non-connexité de certaines bases n’a aucune influence sur la preuve (pour
les bases, seuls les 7, avec k > 1 interviennent).

On utilisera le lemme suivant :

Lemme 8. Soient (Ey,)nen des espaces topologiques séparés en inclusion croissante. Si K est un compact
de E =, en En, alors il existe n € N tel que K C Ej,.

Démonstration. Si par 'absurde ce n’était pas le cas, on aurait une extractrice ¢ et une suite (x,) € K N
telle que @, € By — Eg)—1. Alors X = {x,,n € N} est fermé dans E (car son intersection avec chacun
des E, est finie donc fermée) et inclus dans K compact. Donc X est compact. De plus, X est muni de la
topologie discréte (par le méme raisonnement que précédemment) donc il est fini, absurde. O

On remarque ensuite le fait suivant :

Proposition 12. On a une fibration localement triviale O, — S*~! de fibre O,_1, donnée par Uaction
naturelle de Oy, sur S*~ ' au point (1,0,...,0). Pour k <n—3, on a un isomorphisme 7 (On_1) — 71(0y)
induit par linclusion naturelle de O,_1 dans O,,.

De méme, on a des isomorphismes naturels mp(Up—1) — m(Uy,) pour k < 2n—3, et m;(Sp,,_1) —
7k (Sp,,) pour k < 4n—3.

Démonstration. O, est un groupe de Lie, donc cette action, transitive, définit bien une fibration lorsqu’on
I’évalue en un point précis. De plus, le stabilisateur de (1,0,...,0) est bien O,_1, qui correspond donc a
la fibre. On écrit alors la suite exacte longue de groupes d’homotopie associée a cette fibration :

0= 1 (S"Y) = m(Op1) = m(0p) — m(S" 1) =0

pour k+1<n—1,ie k<n—3.
De méme, on a une action naturelle de U,, sur S?*~!, transitive, de stabilisateur U,,_1, et une action de
Sp,, sur S**~1 elle aussi transitive et de stabilisateur Sp,,_;, ce qui donnc les isomorphismes désirés. [

Autrement dit, les groupes d’homotopie des groupes d’isométries se stabilisent & partir d’un certain
rang. En fait, par compacité de la spheére et en utilisant le lemme[8] on trouve que ces groupes d’homotopie
stables sont ceux de O,U et Sp. On cherche maintenant a les calculer.
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On a les isomorphismes suivants, d’aprés le lemme [4] :

Tk+1(02, /(O x Op)) = m(0) E<n-—2
Tk+1(Uap /(Up, x Up,)) = 7 (U) k<2n-1
T+1(SPan / (SPp X Spy,)) = m(Sp)  k<dn+1
T+1(Op) =m(0 /U k<n-—3
Thy1(Un) = m(Z x U /(U x U)) k<2n-—2
T+1(Sp,) = me(Sp/ U) k<dn

Tk+1(Up /Op) = 1 (Z x O /(O x O)) E<n-—2
Tk+1(U2n /Sp,,) = m(Z x Sp /(Spx Sp)) k < 4n—2
7Tk+1(02n/Un):7Tk(U/Sp) k<2n-3
Tk+1(Sp,, / Un) = 7 (U /O) k<2n-—1

En écrivant O,, = (0, xOy)/ O, on trouve que tous les groupes qui apparaissent ici sont du type
G, /H, (colonne de gauche) ou G/H (colonne de droite), et que de plus, pour n suffisamment grand, les
inclusions G,, — Gy, H,, — H,, lorsque n < m induisent des isomorphismes sur les m; pour k assez petit
par rapport a n. On a donc, grace a la suite exacte associée a la fibration G,, — G, /H,, un diagramme :

TFk(Hn) — Wk(Gn) — Wk(Gn/Hn) — Wk—l(Hn) — Wk—l(Gn)

i i 1 i S

TI'k(Hm) — TI'k(Gm) — Wk(Gm/Hm) — Wk—l(Hm) — Wk—l(Gm)

ou tout commute, les lignes sont exactes, et les fleches verticales sont des isomorphismes, sauf éven-
tuellement celle du milieu. Le lemme des cinq assure alors que celle du milieu est aussi un isomorphisme,
et donc il y a aussi stabilisation des groupes d’homotopies des groupes quotients apparaissant dans nos
fibrations. On a donc :

T111(0/(0% 0)) = m4(0)
Tr+1(U/(UxU)) = m (U)
71+1(Sp/(Sp x Sp)) = 71 (Sp)
Ti1(0) = 7 (0 / V)
7['k+1(U) Zﬁk(ZX U/(UXU))
Tr+1(Sp) = ™ (Sp/ U)
T+1(U/O) =me(Zx O /(0 x O))
T+1(U/Sp) = mi(Z x Sp /(Sp x Sp))
T+1(0/U) = m,(U /Sp)
Te+1(Sp/U) = m(U/O)
O)n en déduit m12(U) = mp11(Z x U /(UxU)) = ms1(Z) X 741 (U/(UxU)) = 111 (U/(Ux U)) =
(U).
De méme, m444(0) = 7m443(0 /U) = m442(U /Sp) = mx+1(Z x Sp /(Sp x Sp)) = 71 (Sp)
et mr14(Sp) = mk13(Sp/U) = 144 2(U/O) = 111 (Z x O /(O x O)) = 7, (0). On a démontré :

Theoréme 3 (Périodicité de Bott). Pour k>0, on a :
Tr12(U) = m(U)

Tr+4(0) = 7m(Sp)
T+4(Sp) = 7 (O)

En particulier, m18(0) = m(O) et mr48(Sp) = 7(Sp).
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8 Annexes

8.1 Calcul des bases

Comme annoncé, on va ici détailler le calcul des sept bases manquantes.

8.1.1 Cas K=R,CouH,e=1,t=1¢
Icit =t.
0

1
On pose J = (;L jE J est clairement inversible, J* = .J,J? =1d. wy posséde un Lagrangien, par
—in

exemple L = Vect(e; +ep4i,1 <i <n), sur lequel wy est clairement nulle. Pour simplifier les notations, on
fait ensuite le cas K =R, mais il n’y a aucune différence avec C ou H. On a :

G = {g9€0y,|g commute & J}

o 1)

A 0
= ( 0 B) | A,B € O,
Et le stabilisateur de L est :

0 A,BGOH,VXGR”,< ) ) ( )pourunYGR"}

A
H = 0 B
A 0
= ) p)|ABEOLYX cR"AX = BX
A
0

0
A>|A60n}

On a alors G/H ~ O,, clairement (en tant qu’espace topologique). Donc A,, ~ O,, dans le cas R,
quadratique, U, dans le cas C, hermitien et Sp,, dans le cas H, hermitien.

8.1.2 CasK=R,e=-1
Iei t =t.

I, O

fournit un Lagrangien.
Pour g = 4C na:
ourg=|, l,ona:

geEG <= g€O0gy et D=AC=—

— g:@ AB> ATA+BT™B=1, ATB=BTA

~— A+iBelU,

On pose J = n), qui est clairement inversible, J* = —J,J? = —Id. De plus, L = R" x {0}"

Donc G =U,,.

21



D’autre part, si on suppose g € G :

. (A —B)(X\ (Y "
geH <— VXGR,(B A><O>_<O> pour un Y € R

— VXeR"BX=0
~— B=0

Donc H =0O,, C Uy, donc A,, ~U,, /O,,.

8.1.3 Cas K=H,e=-—

Icit =t.
On pose J =ild. J est clairement inversible, J* iy —J,J?=—-1d. De plus, L = Vect(ep+jentp, 1 <
p <n) est un Lagrangien. En effet, si 1 <p,q<n :

(I (ep+jentp)r€q+entq) = pliep+ kenyp, eq+jensq) = pliep, eq) + p(kenip, jensq)

Puis ceci est nul si p # q, et, si p=gq, cela vaut —i —kj = 0. De plus, L est clairement un sous-espace
vectoriel & droite de dimension n.

On remarque ensuite que, pour une matrice quaternionique, commuter a J est équivalent a ce que
chacun de ses coefficients commute avec i, et donc & ce que la matrice soit en fait complexe. Ainsi, G
est le groupe des isométries de H?" qui sont complexes. Comme les isométries de H?" sont les matrices g
telles que g*g =1d, on trouve G = Ug,,.

Ensuite, si g € G, qu'on écrit g = <g g) avec A,B,C,D € M, (C), on a :

geH <+— VYXeH", )(] ) ( )pourunYEH”
A—i—Cj)
— VX eH", our un Y € H"
(B+Dj)X jy) P
— VX ecH"j(A+Cj)X =(B+Dj)X
<~ Jj(A+Cj)=B+Dj
<— jA-C=B+jD
< —(C=BetD=A
e g-(A B
9=\ 4
en utilisant le fait que, pour z € C, onajzjf —Z,2j = jZ.

Mais alors, puisque g € G = Ug,, on a g*g = Id, donc on trouve que AA* + BBT = BB* 4+ AAT =
et AB* — BAT BA* — ABT = 0. Dans la premiére égalité, les deux premiéres quantités sont conjuguees
et doivent étre égales a une matrice réelle, et dans la seconde, chacune est égale a 'opposé du conjugué
de I’autre, et elles doivent étre nulles. C’est donc équivalent & AA* + BBT =1,,, BA* — ABT =

D’autre part, on a :

A+jBeSp, (A+jB)(A+jB)" =1,
AA*—jBB*j+jBA* — AB*j =1,
AA*+ BB*+j(BA*—AB*) =1,
AA*+ BB* =1, BA*—ABT =0

1117
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Donc, via l'identification naturelle, on trouve H = Sp,,. On en déduit finalement que, dans ce cas, A, ~
Uap /Sp,,.-

8.14 CasK=C,e=1avect=t

Icit =1%.

On pose J =1d. On a bien sfir J inversible, J* = J, J? central, J = J. De plus, Vect(e,+ienip, 1 <p<n)
est un Lagrangien. En effet, si 1 <p,q <mn, on a:

p(Jep+ienyp,eq+ientq) = pu(ep — i€nip,€q+i€niq)
= plep,eq) + p(—ientp,ientq) = p(ep, eq) +—i-ip(enyp,eniq) =0
Ensuite, les éléments de G sont les isométries complexes égales a leur conjugué, soit exactement les

isométries réelles, donc G = O9,,.
Puis le méme raisonnement que dans le cas précédent montre que H = U,, C Og,, d’ou A,, ~ Oy, /U,.

8.1.5 Cas K=C,e=—-1avect=t

Ici encore t =t,

IO _OIn>, qui est clairement inversible, J* = —J,J? = —Id. De plus, L = C" x {0}"
n

fournit un Lagrangien.
A partir de la, un raisonnement trés similaire & celui du cas symplectique réel aboutit.

Pour g = (é g),ona:

geG < gcUy, et D=AC=-B

= g:<é _f>,AA*+BBT:In,AB*:BAT

On pose J =

<— A+jBe€Sp,

Donc G = Sp,,.
D’autre part, si on suppose g € G :
. (A —B\[(X\ (Y "
geH <— VXER,(B A><O>_<O> pour un Y € R
<— VXeR"BX=0
— B=0

Donc H =U,, C Sp,,, donc A,, ~ Sp,, / U,.

8.2 Fibration de Serre

On se propose ici de démontrer quelques propriétés élémentaires des fibrations de Serre.

Définition 12. Une fibration de Serre p: X — E d’espace total X et de base E est une application
vérifiant la propriété de relevement des homotopies pour les disques : si H; : B* — E est une homotopie
et H): BY— X en est un relévement & 'instant initial, alors il existe Hj: B? — X relévement de H,
coincidant en 0 avec le relevement donné.

Si un point de base 2o € X est donné, et qu’on note eg = p(x), la fibre au-dessus de eg est Fp =p~!(eg).
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En fait, comme (I x B%,{0} x B%) ~ (I x B%,{0} x B4UTI x 0B%), la propriété précédente entraine le
reléevement des homotopies relativement au bord du disque, puis méme pour toute paire (X, A) ou X est
un CTW-complexe et A un sous-complexe. On pose J" ' = {0} x I4UT x 9I%) pour abréger, et on a alors
la propriété de reléevement des homotopies pour la paire (I™,J"~1).

Définition 13. Pour n > 1, étant donnés xg € A C X, on définit le n-iéme groupe d’homotopie relatif
(X, A,20) comme étant 'ensemble des applications f: (I",0I",J" 1) — (X, A,z0) & homotopie prés
(parmi les applications de ce type). Pour n > 2, on le munit d’une structure de groupe en posant f -
g(s,t,x) = f(2s,t,2) si s < 1 et [f]-[g](s,t,2) = g(2s — 1,¢,2) sinon, avec s,t € I,z € "~ 2. Cette loi passe
au quotient et définit une loi de groupe, abélien si n > 3, ce de facon analogue au cas des groupes
d’homotopie non relatifs.

Proposition 13. On a une suite exacte longue
cer— Wn(A,l‘o) — Wn(X,xo) — Wn(X,A,xo) — Wn_l(A,xo) — e

induite par v: (A,z9) = (X, z0),p: (X, z0,20) = (X, A,x0) et des applications connectantes O construites
dans la preuve.

Démonstration. On commence par construire 9. Pour cela, si [f] € m, (X, 4,x¢), on pose 9|f] la restriction
de f a {1} x I"', & homotopie pres. Cette application est bien définie car si f et g homotopes dans
(X, A,x0), alors la restriction de ’homotopie & {1} x I"~! fournit une homotopie entre df et dg dans
(A,ﬂfo).
— Exactitude en 7, (A,x0) : soit pour commencer [f] € m,+1(X,A,z¢). On a alors ¢,9[f] =0 car Of
est homotope dans (X,z() a lapplication constante égale a zg, via f.
D’autre part, si [f] € m,(A,zo) est nulle dans m,(X,z), alors avec H homotopie de l’application
constante égale & zg vers f, on a [h] € mp11(X, A, z0) et O[H] = [f].
— Exactitude en 7, (X, x0) : soit d’abord [f] € m,(A,x0). Il est clair que [f] est nulle dans 7, (X, A,zo),
puisqu’on peut alors prendre des valeurs dans A sur 'un des bords de I™.
Puis soit [f] € 7, (X, ) nulle dans 7, (X, A,z¢). On fixe H homotopie dans (X, A,xy) de 'appli-
cation constante égale & xo jusqu'a f. f est alors homotope dans (X,zo) & Hi, puisque H envoie
J" 1 sur xy. Mais H; est & valeurs dans A. D’ou le résultat.
— Exactitude en m, (X, A4,z0) : soit [f] € 7,(X,20). Comme f vaut zg sur {1} x I"~1 il est évident
que Ops«[f] =0.
Ensuite, soit [f] € (X, A,20) telle que J[f] =0. On a alors fi{1},n—1 homotope dans (4, o)
a l'application constante égale a xy. Concaténant f et ’homotopie, on obtient une application
homotope & f dans (X, A,xg), et associée a une classe dans 7, (X, o).
O

Theoréme 4. Soit p: (X,x9) — (E,eq) une fibration de Serre de fibre au point-base (F,xo). L’application
P T (X, Fyx0) = mo(E,€e0) est alors un isomorphisme. On a en particulier une suite exacte longue :

o= (Fyzg) = mp (X, z0) = mn(E,e0) = mp—1(F,x0) = -
induite par v : (F,z9) — (X, x0), p et des applications connectantes 0.

Démonstration. On commence par vérifier la surjectivité de p.. Pour cela, soit [f] € m,(FE,ep), avec f:
(I",0I™) — (E,ep). On peut relever f en imposant que le relévement soit constant égal & zg sur J" L.
Notons g le relévement obtenu. On a alors g : (I"™,01",J" ') — (X, F,x¢), et pog = f comme désiré.
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Pour ce qui est de l'injectivité, soient go,g1 : (I™,01™, J" 1) — (X, F,x¢) telles que p.[go] = p«[g1]-
Posons fo=pogo, fi =pogi. On a donc une homotopie Hy : (I",0I"™) — (E,ep) avec Hy = fo, Hy = f1. On
dispose également d’un relévement partiel de H, égal A go at=0,a g at=1et a 29 sur J* ! xI. La
propriété de relévement des homotopies permet alors d’obtenir un relévement complet de H, noté H'. H’
fournit alors une homotopie dans (X, F,xg) de go a g1, et donc [go] = [g1]. O

Définition 14. Soit p: X — F une fibration de Serre et soit f : F'— E continue. On pose f*(X)={(x,y) €
XX F|plx)=f(y)} et p*:(x,y) € f¥*(X)—y € F le tiré-en-arriére de p par f. p* est une fibration de
Serre. De plus, si y € F, la fibre de p* au-dessus de y et celle de p au-dessus de f(y) sont homéomorphes.

Démonstration. Soit Hy : B4 — F et soit Hj: B* — f*(X) relévement de Hy. On pose alors Gy = f o H, :
B? - E et Gjy=p1oH}: B*— X. On a alors poGj = Gy. Puisque p est une fibration de Serre, on peut
relever Gy en (. On pose alors H/(z) = (G}(x), H¢(x)) qui convient.

L’homéomorphisme demandé est ensuite simplement (x,y) € p*~1(y) =y € p~ 1 (f(y)). O

Définition 15. Une équivalence d’homotopie faible entre deux espaces X et Y est f: X — Y induisant
des isomorphismes f, : m,(X) — m,(Y) pour tout n > 0, et ce sur chaque composante connexe par arcs de
X.

On dit que deux espaces X et Y sont faiblement (homotopiquement) équivalents s’il existe des espaces
X =Xp,X1,....,.X, =Y et, pour 1 <i<n, des équivalences d’homotopie faibles f; : X;_ 1 — X; ou f;:
X; — X;_1. Autrement dit, il s’agit de la relation d’équivalence engendrée par I'existence d’une équivalence
d’homotopie faible entre deux espaces.

L’isomorphisme des 7y assure en particulier qu’une équivalence d’homotopie faible induit une bijection
entre les ensembles des composantes connexes par arcs.

Si deux espaces sont faiblement équivalents, on dispose alors d’une bijection entre leurs composantes
connexes de sorte que les m, des composantes connexes ainsi reliées soient isomorphes.

Theoréme 5. Soit p: X — E une fibration de Serre de base connexe par arcs. Alors toutes les fibres de
p sont faiblement homotopiquement équivalentes.

Démonstration. Soient eg,e; € E. Soit v : I — E chemin de ey & e;. On consideére le tiré-en-arriére de p
selon 7y, noté ¢ : v*(X) — I.

Désormais, on s’est ramené au cas ou la base est contractile (si on montre le résultat dans ce cas,
on laura dans le cas général car opération de "tiré-en-arriere" préserve les fibres). Mais si la base est
contractile, la suite exacte longue d’homotopie associée & la fibration nous dit que, si on prend zo € ¢~1(0),
alors I'inclusion de ¢~!(0) dans v*(X) induit des isomorphismes 7, (¢~ (0),z0) — T (7*(X),z0), ce qui
est exactement la définition d’une équivalence d’homotopie faible de ¢~1(0) dans v*(X). De méme, on
obtient une telle équivalence d’homotopie faible de ¢=!(1) dans v*(X), et ceci démontre que les fibres de
q, et donc celles de p, sont faiblement équivalentes. ]

8.3 Théoréme de transversalité de Thom

On se propose ici de démontrer une forme faible du théoréme de transversalité de Thom, permettant
de relier la codimension du complémentaire d’une sous-variété au degré de connexité de ’espace total.

Etant données V et W deux variétés, on rappelle que C>®(V,W) est muni de deux topologies : la
topologie usuelle (compact-ouvert) et la topologie fine. Une base de la topologie usuelle (resp. fine) est
obtenue en considérant une application f:V — W lisse, ainsi que des compacts K; en nombre fini (resp.
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localement fini) tous contenus dans des ouverts de carte et d’image elle aussi contenue dans un ouvert de
cartes (on fixe alors de telles cartes), des réels ¢; > 0 et un entier » € N. On pose alors U, (f, (K;,&;)icr)
I’ensemble des g : V — W lisses telles que les dérivées partielles d’ordre au plus r de g soient e;-proches
de celles de f sur K;, pour tout i € I.

On voit facilement que ces ouverts forment bien une base pour une topologie. Elles coincident mani-
festement lorsque V' est compacte. Cependant, lorsque V' n’est pas compacte, la topologie usuelle controle
mal le comportement a l'infini, et en particulier elle cesse de présenter la propriété de Baire; c’est pour-
quoi on se tournera ici plutét vers la topologie fine, puisque le théoreme de Thom énonce qu’un certain
ensemble est maigre.

Proposition 14. C®°(V,W) muni de la topologie fine est un espace de Baire.
Démonstration. Ce résultat nous entrainerait trop loin; voir Differential Topology, Hirsch. O

Définition 16. Soit f:V — W de classe C!, et soit S C W une sous-variété. On dit que f est transverse
aSsivee fYS), TS +df (T, V) =T, W.

En particulier, si dimV est strictement inférieur a la codimension de S, f est transverse a S si et
seulement si elle ne rencontre pas S. Cette notion est définie de méme lorsque S et V sont a bord.

Une propriété essentielle des applications transverses est leur bon comportement vis-a-vis de I'image
réciproque.

Lemme 9. Soit f:V — W lisse, S C W sous-variété. On suppose f transverse a S. Alors f=(S) est
une sous-variété de V.

Démonstration. Soit a € f~1(S),b= f(a) €S et h: U — R? une submersion sur un ouvert U contenant b
qui définit S, ie telle que SNU = h~1(0).

On a alors, sur f~1(U) voisinage de a, que f~1(S)Nf~1(U) = (ho f)~1(0). De plus, d(ho f), = dhydfa,
et dhy est nulle sur T35, et est surjective, donc :

d(ho f)o(T,V) = dhp(df o (T V) = dhy(dfo(TLV ) + TS) = dhy (T, W) = RY
Donc ho f est une submersion prés de a. Donc f~1(9) est une sous-variété de V. O

Lemme 10. Soit f:V xQ — W lisse qui est transversale a une sous-variété S C W. Alors, pour presque
tout u € Q, Uapplication f,:x € V — f(x,u) € W est transverse a S.

Démonstration. Soit q:V x Q — Q la projection et W = f~1(S) sous-variété de V x Q. On observe que,
pour u € ), il y a équivalence entre :
— fu est transverse a S
— W est transverse & V x {u}
— w est une valeur réguliere de gy : W — Q
Ensuite, le théoreme de Sard conclut immédiatement.
Montrons les équivalences.
— On suppose f, transverse a S. Soit (z,u) € ql?ﬁ}(u), ie x € V tel que (z,u) € W, ie tel que f(z,u) €
S, ie tel que fy(x) € S. On a alors par hypothese dfy(T:V)+ T}, (2)S = (dfu)z(TeV) + Ty, (2)S =
T, ()W, donc il existe L :T,Q — T,V telle que, pour v € T;:Q, on a df (v) — (dfuL)(v) € T}, ()
Or on a T(, W = df‘l(Tfu(m)S). Soit alors v € T,,Q. On a donc v — Lv € T(, )W, et ensuite
v=dq(v—Lv) € dq(T(;,)W). Donc dq, ) surjective. Donc u valeur réguliere de gy .
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— On suppose que u est une valeur réguliere de gy . Soit (z,u) € WNV x {u}. On a q(z,u) =u donc
dq(q,u) est surjective. Soit v+v" € T(5 ) (V x Q) =T,V & T,Q. Alors on peut écrire v' = dq(v" +-')
pour un v" +v' € T, ,yW, donc on a v+v' = (v —v") + (v" +2'). Donc W transverse a V x {u}.

— On suppose que W est transverse a V x {u}. Soit € f,;1(S),y = f(z,u). Soit w € T,W. On peut
éerire w = w' +df 5 ) (v) avec w' € TyS,v € T(5,,)(V x Q), car f est transverse a S. Puis on peut
éerire v = v’ +0" avec v’ € T,V et v" € T(y,, )W, par transversalité de W et de V x {u}. Alors
w =W +df () (V") +df (V) avec w' +df ;) (V") € T,,)S. Donc f, transverse a 5.

O

Theoréme 6. Soient V,W des variétés lisses et soit S C W sous-variété. Alors I’ensemble des applications
lisses f:V — W transverses a S est générique, c’est-a-dire de complémentaire maigre, pour la topologie

fine.

Démonstration. Pour V! C V' compact, S’ C S sous-variété, on note Uy g 'ensemble des applications
V — W dont la restriction a V'’ est transverse a S’. Il s’agit ici de montrer que Uy g est une intersection
dénombrable d’ouverts denses.

On remarque tout d’abord que, si on se donne une famille (V;,S;);e; avec I dénombrable, V; C V
compact, S; C S sous-variété de sorte que [ J;c; Vi x S; =V xS, alors on a Uy, s = [, Uy, s,- De plus, il est
clair que les Uy, g, sont ouverts pour la topologie fine (et méme usuelle). Il suffit donc de montrer qu’on
peut choisir les V;,.S; de sorte qu'ils soient denses (pour la topologie fine).

On choisit V; disque compact d’un ouvert de carte, inclus dans un ouvert U; muni de coordonnées
(et qu’on identifie & R™), de sorte que |JV; = V. On choisit d’autre part les S; C W, de la méme facon
(identifiés & B¥ x {0} ¢ R™), et montrons qu’alors (V;,S;); ; convient. Soit f:V — W lisse. On restreint
au-dessus de f~1(W;)NU;, et on pose g: (x,a) € (f~L(W;)NU;) x R™  f(z)+a € Wj. Cest évidemment
une submersion, elle est en particulier transverse a S;. Donc, pour presque tout a, g(-,a) est transverse a
S;, d’apres le lemme précédent, et en particulier pour a arbitrairement petit.

On recolle ensuite 'application modifiée au-dessus de V; avec f a 'aide d’une partition de 1'unité a
support un compact de f _1(Wj) NUj;, ce qui montre la densité. ]

8.4 Justification des passages a la limite dans les calculs de type d’homotopie

Proposition 15. o/ 1 (K") a le type d’homotopie de Ay, ., ot Ay, s’obtient en envoyant A, dans
A/2,n(l+1) via :
Afihfl 2fih 2I,
h— | 2hf} h 0
—2¢I, 0 0
ot f; est la matrice 2nl X n égale a (—In -1, ... —=I, 0 ... O 0).

Démonstration. On suppose pour l'instant € = +1.
Soit M € p/n}lnl. On rappelle qu’on peut écrire M = K" 4 avec u = (iof +i1) o h(f*p2 +p1) avec
h e A}, (qui s’identifie naturellement aux applications —e-symétriques inversibles), f : KF* — K™ linéaire.

On a alors :
uM) = 12u(Idg,, M)

= ®(DxM)
St 4141,y -+ hly+ [*(w)),w+ foh(y+1*(w))})
= {(t, 52y, —p (PG )y 4 (¢, foh(y+ £ (w)) — ¢ h(y + f*(w)), s (E—w))}
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On pose alors z = t‘*'Tw,z =—¢ (—t/Jrth(y;f*(w))). On adoncw=2x—t,t' = —2p"Y(2) = foh(y+ f*(2z—

t)).
Puis :
uM) = {(ta,y.2)+ (=207 (2) = foh(y+ f*(2z —1)),2(f o h(y + f* (22 — 1)) + ¢~ (2)),
h(y+f*(2z —1)),2e9™ (¢ —2))}
= {(tzy,2)+alt,z,y,2)}

On calcule aisément kera = {(t,t,—f*(¢),0)}. Et on sait qu’on peut écrire @ = (igf +1i1) 0 h(f*ps +
p1) d’aprés Pétude précédente. Donc on a —f*(t) = (t,—f*(t),0). Donc f(z,y,2) = —z + f(y), ie f =
(—In f 0).

De méme, on peut aisément calculer i en regardant les trois dernieres coordonnées de @(0,x,vy, z), et
on trouve :

~(Afnfr 2fh 20,
h=|2nf* h 0
%I, 0 0

On peut clairement identifier pf, | & A, ; = L(K>" K™) x Sym__(K?>™). On identifie désormais éga-
lement A7, au sous-espace de A, ; ou la premieére coordonnée est égale a fj, ce qui correspond & 'identi-

. , p . " "
fication de I’énoncé. On a donc ¢ : (Ay 1, AS,;) — (An,l+laA2n(z+1))-

Pour montrer 1’équivalence d’homotopie désirée, on construit pour tous [ < m une homotopie Hfm :
A — Apy qui est identité sur A, telle que ¢ o Hb™ = HIFLm oy, avec Hé’m =1Id et telle que Hi’l a
son image dans A/2/nl‘ Supposons ces homotopies construites. On peut alors construire une rétraction par

déformation forte de p;L_,leo (K") sur A, en appliquant d’abord H%™ sur A, ,, pour tout m € N entre

les instants 0 et %, puis HV™o H ? "™ sur Ay, ,, entre les instants % et %, etc. Comme chaque point est dans
I'un des A, 1, il cesse de bouger a un moment, ce qui assure la continuité de la rétraction en 0 (puisque
I’espace est muni de la topologie limite inductive). On a alors bien 1’équivalence d’homotopie désirée.

Pour construire H~™, on commence par définir H" comme étant simplement ’application qui pré-
serve la seconde coordonnée et qui effectue une transformation affine sur la premiere. Puis, pour chaque
dimension, on fait en sorte que le support (ie 'ensemble des points sur lesquels H bm nest pas constante)
de HY™ soit trés petit. Pour cela, on considére tout d’abord le prolongement de H'! obtenu en faisant
subir la méme transformation affine a f et en étendant l'application d’une fagon naturelle (et en par-
ticulier compatible avec ¢) au sein des matrices, ce qui est clairement possible si on ne cherche pas a
préserver l'inversibilité. On considere ensuite U,, 1'ouvert des points pour lesquels le segment reliant le
point & son image par 'application prolongée ne contient aucun point non inversible (c’est un ouvert car
[0,1] compact). Quitte & restreindre, on peut supposer U, C U,+1. Des partitions de 1'unité permettent
alors de recoller 'application prolongée naturellement & I'identité, de fagon compatible aux plongements,
au sein de A, ,,. C’est bien ce qu’on voulait.

Dans le cas € = 0, un raisonnement trés semblable mais ou la combinaison convexe est faite simul-
tanément sur f et g nous amene au résultat souhaité. Les calculs intermédiaires sont évidemment les
mémes.

O

8.5 Espaces vectoriels de dimension finie sur un corps gauche

On rappelle qu'un corps gauche est un objet algébrique vérifiant tous les axiomes d’un corps, sauf la
commutativité de la multiplication.
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Proposition 16 (Base incompléte sur un corps gauche). Soit V' un k-espace vectoriel (ie un k-module a
droite) avec k un corps gauche, et soit L C G, avec L libre et G génératrice. Il existe L C B C G une base
de V.

Démonstration. 11 suffit de faire la méme chose que sur un k-espace vectoriel avec k commutatif.

Soit E 'ensemble des L C L' C G libres, muni de l'inclusion. F est non vide (il contient L) et inductif
(une union croissante de familles libres est libre par caractére finitaire de la liberté). Donc E possede
un élément maximal B. Supposons par I’absurde B non génératrice. Alors, si on rajoute un élément de
G\ VectB # () & B, on obtient un élément de E strictement plus grand que B, absurde. D’ou I'existence
d’une base dans V. O

Proposition 17 (Théoréme spectral dans les quaternions). Soit A € M,,(H) hermitienne. Alors A se
diagonalise sur une base orthonormée avec des valeurs propres réelles, ie il existe Q2 € Sp,, et D une matrice
diagonale réelle telles que A = QDQ*.

Démonstration. La preuve est la méme que sur R, & savoir une méthode variationnelle. Supposons le
résultat vrai en dimension n—1 (le cas n =0 est évident). Soit 2 € H" de norme 1 qui réalise le maximum
de z*Ax (réel car A hermitienne). On a alors, pour y telle que z*y quaternion pur (ie tangent en x a la
sphére unité), y* Az + 2* Ay = 0. Mais d’autre part y* Az = r* Ay donc z* Ay est un quaternion pur, pour
tout tel y. On a alors - C (Az)* et donc il existe A € H tel que Az = x\. Enfin, puisque si le produit
scalaire d’un vecteur avec x est initialement un quaternion pur, c’est encore le cas avec Az, il vient que
X est réel. Le résultat suit de 'hypothése de récurrence en se placant sur . O

Proposition 18 (Réduction des matrices antihermitiennes dans les quaternions). Soit A € M,,(H) anti-
hermitienne. Alors A se diagonalise sur une base orthonormée avec des valeurs propres quaternioniques
pures, ie il existe Q € Sp,, et D une matrice diagonale quaternionique pure telles que A = QD*.

Démonstration. Une preuve variationnelle fonctionne encore. On procede par récurrence sur n, le cas
n =0 est évident. Pour x = a+1ib+ jc+ kd € H, notons I(x) = b sa partie selon i. Soit A € M, (H)
antihermitienne. Soit « € H" de norme 1 qui maximise [(z*Az). Si y € H" tel que y*x =0 (ie tangent en
x & la spheére unité), alors une développement limité donne I(y*Ax +z*Ay) = 0. Or y* Az = —z* Ay donc
I(y*Az) = 0. Or en appliquant le méme résultat & y' =iy, jy, ky, qui satisfont bien y*z =0, on obtient
que y* Az = 0. On conclut comme dans le lemme précédent : - C (Az)L, puis Az = 2\ pour un certain
A, puis A est un quaternion pur car A est antihermitienne, puis on applique ’hypotheése de récurrence a
xt. ]
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