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Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux propriétés spectrales de I'opérateur dif-
férentiel H, = —02 + 22 + ie7 1 f(z) sur L?(R) ou f : R — R est une fonction a valeurs
réelles, et € est un parameétre voué a tendre vers 0, afin d’étudier cet opérateur et la vitesse
de décroissance des solutions de dyu = —H.u. Pour effectuer cette étude, nous suivons
principalement article [GGN09| de Gallagher, Gallay et Nier, en rappelant des théorémes
et des définitions utiles.

1 Introduction

Considérons I’équation différentielle définie par

= Ho
{U(O) =ug € X (1)

ot Hy = —0? + 2% est l'oscillateur harmonique, agissant sur X = L?(R) de domaine
D(Hy) = D(H.) = {u € H*(R);z%u € L*(R)}. Comme nous le verrons aprés grace au
théoréme de Lumer-Phillips, les solutions de cette équation ont une décroissance en norme
vers 0 de I'ordre de e~ lorsque ¢ tend vers I'infini. De méme, pour f : R — R bornée, nous
pouvons étudier I’équation différentielle:

u(0) =up € X

Les solutions de cette équation sont clairement de norme L?(R) constante car —< f(z) n’a
pour conséquence qu'une rotation de la solution initiale dans C.
Pourtant, en mélangeant ces deux équations, c’est & dire en étudiant les solutions de

I’équation:

du __

a =t 3)
u(0) =up € X

ott H. = —0? + 2% +ie~! f(x), nous pouvons observer une décroissance plus prononcée, qui

dépend fortement de €. La différence entre les décroissances attendues dans 1'équation (3),
par rapport a celles des équations (1) et (2) a pour origine les interactions entre le terme

disspatif (Hy,) et le terme conservatif (i =1 f(z) ) du générateur He, et plus spécifiquement,

leurs relations de commutation.
2 Premiéres définitions
Pour commencer, il est important de redéfinir quelques notions sur les opérateurs dans les

espaces de Hilbert, ainsi que sur les semi-groupes fortement continus, nous présenterons
aussi quelques théorémes utiles aux futures démonstrations.



2.1

Opérateurs, Opérateurs Bornés, Opérateurs Compacts

Nous utilisons ici la démarche du livre de T. Kato [Kat13| pour exposer les résultats prin-

cipaux de théorie des opérateurs qui serons utiles dans les preuves & venir.

Définitions:

Soit X', Y deux espaces de Hilbert, un opérateur linéaire T" est une fonction linéaire
T : X — Y définie sur un sous-espace vectoriel D(T') C X appelé le domaine de T

On définit 'ensemble R(T') = {Tu : w € D(T)} C Y appelé I'image de T.
De plus, si T est un opérateur défini sur X', c’est-a-dire T : X — X alors on définit

I'image numérique de T par:

O(T) = {(u,Tu) : w e D(T), |lul]|, =1} CC

Un opérateur T' : X — ) est borné si et seulement si AM > 0 tel que Vu € X :
|Tullyy < M||ul| . On note alors || T'|| la norme de 7" définie par

= i . < .
Tl = inf {M: [ Tully < Mlully. Yu € X}

L’ensemble des opérateurs bornés de X vers ) est noté B(X,)) et on note B(X)
pour B(X, X).

A tout opérateur T' € B(X,Y) on associe un opérateur adjoint 7 € B(Y*, X*) défini
par
(T*y,x) = (y,Tz),Yy € Y*,Vr € X*

Un opérateur T' € B(X, ) est dit compact si pour toute suite bornée (uy, ), d’éléments
de X, alors (T'uy), contient une sous-suite de Cauchy.

Pour tout opérateur T': X — Y on définit son graphe

GT)={(u,Tu) :ueD(T)} CX xY

Un opérateur linéaire T est fermé si son graphe est fermé.

Théoréme 1 (du graphe fermé) Soit T un opérateur fermé T : X — Y tel que D(T') =
X, alors T € B(X,)).



Preuve:
Posons S = T~1(By(0, 1)), alors comme D(T) = X, on peut écrire

X = UnS.

neN*

Le théoréme de Baire nous dit alors que S la fermeture de S contient une boule ouverte
K, de centre ug et de rayon r > 0.

De plus, tout u € X vérifiant ||u]| < 2r peut étre écrit sous la forme u = v — u” avec
v/, u" € K, mais comme K € S, il existe des suites v/, u d’éléments de S telles que:

!/ /!
Uy —> U
" Z
U, —>u".

I G =) < [T )l + [T )] < 2,

De plus on a

ce qui implique que u!, — u!/ € 28 et donc que u = lim(u}, — u!)) € 2S.
Par homogénéité, on a alors clairement que YA > 0 la boule de A" définie par [ju|| < Ar est
un sous-ensemble de AS.

Soit u € X vérifiant |lu|| < 2r, et soit € tel que 0 < e < 1.

Par ce qui a été dit précédemment, u € S donc, Juy € S : |Jug —ul < er et [|[Tu|| < 1.
Ainsi, u — u; € €5, on peut donc trouver us € €5 a distance €2r de u; — ug. En répétant
ce procédé, on construit une suite (uy, ), avec les propriétés

Ju— 1wy — - —up|| < ™, ||Tun|| <™ n=1,2...

En posant w, = uj + ... uy, on trouve que ||u — wy,|| < e™r — 0 et:

n—+p
I Twn — Twnipl < Y ([ Tupl <+ 4 < (1—g)'e" =0
k=n+1

Ainsi, w, — u et (Twy)nen est une suite de Cauchy. Mais comme T est fermé, on a
forcément que Twy, — Tu. Enfin | Tw,| <1+e+e2+ - = (1—¢)~!. Ainsi on sait que
|Tul| < (1 —¢)~! pour tout ||u|| < 7, et comme le choix de ¢ est arbitraire, on sait que
T <1/r. O

On veut résoudre le probléme aux valeurs propres d’un opérateur T : X — X, c’est-a-
dire trouver les A € C tels que Fu # 0 : Tu = Au. Pour cela, il faut passer par la notion de
résolvante. Dans toute la suite, on suppose que 'opérateur T est fermé dans X. Comme
T est fermé, la méme chose est vraie pour (T' — () pour tout ¢ € C. Si lopérateur T — ¢
est inversible, alors on pose

R(¢) = R(¢,T) = (T - ¢)~" € B(X)

On dit alors que ¢ est dans le ensemble résolvant de T', la fonction & valeurs d’opérateurs
R(¢) définie sur I’ensemble résolvant P(T') de T est appelée résolvante de T'. Ainsi, pour



tout ¢ € P(T), R(¢) a pour domaine X et pour image D(T), et est fermé car T est fermé,
donc par le théoréme du graphe fermé, il est borné.
On remarque que V(1,( € P(T) :

R(G) = R(G2) = R(G)(T = Q)R(G) = R(G)T = CQ)R(G) = (G = @)R(G)R(G)
Nous pouvons alors démontrer que:

Théoréme 2 P(T) est un ouvert du plan compleze, et R(C) est holomorphe sur chaque

composante connexe de P(T). De plus R(¢) n'admet pas de continuation analytique en
dehors de P(T)

Démonstration: Soit {y € P(T"). Comme R(() est borné, alors pour |( —(p| suffisamment
petit, la série S(¢) = 3,,en(¢ — O)™R((o)™ ™! est bien définie. Ainsi on a

ST — Qu=u,Yu € D(T)

car
R()(T' = Qu = u — (¢ = o) R(Co)u.

De méme, on a de maniére formelle (T' — ¢)S(¢)v = v pour tout v € X. La fermeture de

T assure alors que S(¢)v € D(T'), ce qui montre 1’égalité. Cela montre que ¢ € P(T), et

S(¢) = R(¢) pour tout ¢ pour lequel la série converge. [

Le complémentaire de P(T") dans le plan complexe est appelé le spectre de T et est noté
o(T).

Quelques derniéres définitions importantes:

Définitions: Soit A un espace de Hilbert

e Un opérateur T dans X est dit accrétif si son image numérique O(7T") est contenu
dans le demi-plan droit, c’est a dire:

Re(u,Tu) > 0 pour tout u € D(T).
e Si de plus il vérifie la condition

(T+ N~ eB(X)
(T + X)) < (Rex)™

alors il est dit étre m-accrétif

pour ReX >0

Un opérateur m-accrétif est maximal accrétif, dans le sens ou il est accrétif et n’admet pas
d’extension accrétive propre.

e T dans & est quasi-accrétif si il existe a € C tel que T 4 « est accrétif.
e Pour un 7' un opérateur quasi-accrétif, si son image numérique O(7") n’est pas que
un sous-ensemble du demi plan complexe Re( > 0 mais aussi un sous-ensemble du

secteur |arg(¢ — )| < 6 < 7/2 alors on dit que T est sectoriel. Dans ce cas 7 est
appelé son sommet, et 6 son semi-angle

e On dit que 'opérateur T est dissipatif si —1" est accrétif



2.2 Semi-groupes

Soit X un espace de Banach, un semi-groupe & un paramétre d’opérateurs sur X est une
famille d’opérateurs indexée sur les nombres positifs (7'(t)),cr+ telle que

e T(0)=1
o I'(s+1t)=T(s)T(t),Vs,t > 0.
Ce semi-groupe est dit fortement continu si et seulement si ’application
t— T(t)x

est continue pour tout z € X.

Le générateur infinitésimal d’un semi-groupe est un opérateur A défini sur un sous-espace
de X par:

e Le domaine de A est 'ensemble des x € X tels que
h= YT (h)z — )
admet une limite lorsque h — 0.
e La valeur de Az est la limite du terme précédent.

Enfin, nous définissons les semi-groupes de contraction, notion clef dans les théorémes
suivants:

e Un semi-groupe fortement continu est dit étre un semi-groupe de quasi-contraction
siJw > 0:[|T(t)| < et pour tout t > 0.

e Il est dit étre de contraction si w = 0 convient, c’est & dire:

IT(t)| <1,vt>D0.

Théoréme 3 (Hille-Yosida pour les semi-groupes de contraction ) [Admis] Soit
A un opérateur linéaire défini sur un sous-espace vectoriel D(A) d’un espace de Banach X,
alors A génére un semi-groupe de contraction si et seulement si:

1. A est fermé et D(A) est dense dans X

2. YA >0, A appartient a [’ensemble résolvant de A, et on a:

1A = A)7H| <

> =

Le prochain théoréme est crucial dans notre étude du semi-groupe généré par H., et pour
montrer ce résultat, nous suivons la démarche de Lumer et Phillips dans leur article [LP61],
en 'adaptant au cas particulier des opérateurs sur les espaces de Hilbert.



Théoréme 4 (Lumer-Phillips) Un opérateur borné sur un espace de Hilbert géneére un
semi-groupe de contraction si et seulement si il est dissipatif.

Pour montrer ce théoréme, nous allons d’abords démontrer un autre théoréme, qui lui est
trés proche:

Théoréme 5 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur linéaire A sur
un espace de Hilbert X avec domaine D(A) dense génére un semi-groupe de contraction
fortement continu est que A soit disspatif, et que R(I — A) = X

Preuve: On suppose que (S(¢);t > 0) est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
de contraction. Alors:

Re(x, (S(t)x — x)) = Re(x, S(t)x) — |z|* <0,
donc pour tout x € D(A) on obtient
Re(x, Az) = lim Re(z,S(t)z —z) <O0.

t—0t

Ainsi le générateur infinitésimal A est dissipatif, il est aussi possible de voir que D(A) est
dense et que R(I — A) = X.

A Tlinverse, si A est dissipatif, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 6 Si A est dissipatif et X\ > 0, alors (A — A)~! existe et est borné avec une norme
(AL = A)~H < A

Démonstration du Lemme:
On pose f = Ay — Ay. Alors:

Ayl* = My, y) < Re(My,y) — (y, Ay)) = Re(f,y) < |flly| O

Ainsi, nous pouvons voir que comme A est dissipatif, (A — A)~! est de norme < A~!. Par
hypothése, nous savons que R(I — A) = X donc A = 1 est dans l'ensemble résolvent de A.
Par ce qu'on a vu précédemment, Vi, (s € P(A),

R(¢1) — R(¢2) (€1 — Q)R(C1)R(C2)
S VA—1|<1; ROA)—R(;A) = (A—1)RONR()
= R(MA) = R(L;AIT+(\—DR(1;A) L

Ce résultat est plus exploré par Hille et Phillips dans leur livre [HP96].

Comme la propriété de dissipativité implique que |R()\; A)] < A~1, un prolongement ana-
lytique montre que pour tout A > 0, R(\; A) existe et est de norme < A~!. Mais comme
D(A) est dense dans X, alors par le théoréme de Hille-Yoshida, A est le générateur d’un
semi-groupe fortement continu d’opérateurs de contraction. [J

A partir de ce théoréme, il est alors aisé de montrer que le théoréme de Lumer-Phillips est
vrai, il suffit de montrer le lemme suivant:



Lemme 7 Si A est un opérateur dissipatif borné sur un espace de Hilbert X, alors la
résolvante de A, R(\, A), est définie pour tout X\ € C tel que Re\ > 0.

Démontration: Soit A un point sur la frontiére de o(A). Alors par définition de o(A) il
esite une suite {x,} C X telle que |z,| =1 et (A — A)x,, — 0. Il suit alors que

(T, ATy — Axy) = X — (zp, Axp) — 0

Mais comme Re(x,, Az,,) < 0 car A est dissipatif, on obtient que ReX < 0, ce qui conclut
la preuve de ce lemme [

Démonstration du théoréme de Lumer-Phillips
Le théoréme est une conséquence directe du théoréme 5 et du lemme 7. [

3 Etude de I'opérateur H.

Nous pouvons maintenant procéder a une étude des propriétés de 'opérateur H. et de la
vitesse de décroissance de son semi-groupe.

Pour faire cette étude, nous pouvons commencer par ré-écrire H,. sous une autre forme: en
posant A = 9, + x et B = ie~! f(x), on peut dire que

H.=A*A+1+B
et pour 'oscillateur harmonique
Ho—1=A%A

aprés avoir remarqué que A* = —0, + x.

Il est utile de remarquer que les opérateurs A et B satisfont des relations de commutation
particuliéres, qui seront utiles plus bas. On pose C le commutateur de A et de B, on
trouve alors:

i
C=[4B="f@)
et par un calcul simple, nous pouvons alors voir que
[4,C) = [47,C] =0,

Nous associons alors & H. un opérateur auto-adjoint ﬁg défini par H.—1=A*A+ c*C,
qui a la forme explicite:

~ 1
H.=-0*+2%+ 5—2f’(x)2.

3.1 Propriétés de H,

Nous rappelons maintenant quelques résultats sur l'oscillateur harmonique H,, et son
spectre. Pour cela nous suivons la méthode proposée par Lewin dans |Lewl8|, en ne



s’intéressant qu’au cas de la dimension 1.
En prenant la forme Hy, = A*A + 1, on obtient, au moins dans D(H):

(u, Hu) :/R]u'(x)+xu(x)|2dx+/R|u(x)|2dm

Il est possible d’annuler le premier terme de cette expression en résolvant 'EDO f'+xzf = 0
dont la solution est fy = e=2/2 Ainsi, la premiére valeur propre de H, est clairement 1.
L’étude et I'usage de Hy, en mécanique quantique, nous invite & introduire la suite de

vecteurs dans L?(R) définie par:

fo=(—=)"fo=2""%, + )" fo

Sl =

Remarquons que
[A* Al = (=0, + 2)(0x + ) — (Op + ) (=0 + ) = 2.

Par construction des fy,, on a fny1 = 27 Y2Af,. Supposons que f, est un vecteur propre
de H associé a la valeur propre (2n + 1) alors:

ﬁHoofn—H = HooAfn

= (A*A+1)Af,

= Af, + A*A%f,
Afn + [A*A, Alfo + AA*AS,
Afy + [A*, AlAfo + A(Hoo — 1) fa
Afy + 2Af, — Afn +A2n + 1) fn
(2n+3)Af,
= Hofnt+l = (2n+3)fot1

Donc par récurrence, les f, sont bien des vecteurs propres associés aux valeurs 2n + 1.
De plus, on peut remarquer que

Fo(z) = Pyz)e /2

ou les P, sont les polynémes de Hermite:

d’rb
Pu(a) = (1”2 e/

comme les polynémes de Hermite forment une base orthogonale de L?(R, e’ dz), on sait
alors que les f,, forment une base orthogonale de L?(R). Ainsi, on trouve que

0(Ho) = 2N + 1.

Revenons, a l'opérateur H., il nous faut maintenant déterminer son image numérique



O(H.). Soit u € D(H.), ||ul| = 1 :
(. Hew) = (s Hoot) + (u, 2 )
= (u, Hoot) + - {u, )

Et puisque (u, Heou) > 1 (et notamment est réel), on a clairement:

O(H.) CR. = {\ € C;Re()\) > 1,eIm()) € f(R)}.

Donc en particulier, si f est bornée, alors H. est un opérateur sectoriel, et H, — 1 est
maximal accrétif. Ainsi 1 — H. est dissipatif, donc par le théoréme de Lumer-Phillips, il
génére un semi-groupe de contractions, c’est & dire:

Het(l—HE) < 1
= etHeftHEH < 1
= He*tHEH < et

On trouve bien la borne annoncée précédemment sur le semi-groupe généré par H. (et de
méme par Hy).

3.2 Reésultats principaux et pseudo-spectre

Pour étudier plus précisément les propriétés de I'opérateur H, nous allons introduire deux
quantités liés au spectre de 'opérateur: X(e), et ¥(e)
Nous définissons ¥(¢) par:

Y (e) = inf Re(o(H;)).

Avec cette quantité, nous cherchons a localiser la partie réelle du spectre de H., grace a ce
que nous avons montré sur l'oscillateur harmonique, il est clair que X(g) est strictement
positif.

Le é-pseudo-spectre d’un opérateur A est défini pour 6 > 0 par
_ 1
os(A)={CeC:|[C-A7|=5 cC

Il est aussi possible de voir cet ensemble comme la réunion des spectres des opérateurs qui
sont § proches de A, c’est-a-dire les opérateurs B = A+ AA o AA est un opérateur véri-
fiant |AA|| < 6. Nous n’allons pas recourir au pseudo-spectre en général, mais seulement
définir la quantité pseudo-spectrale ¥(e) qui est reliée a la norme de la résolvante de H.
le long de I'axe iR. On pose donc:

U(e) = (sup | (He — i)~

Le lemme suivant permet d’estimer ces deux quantités pour des opérateurs accrétifs.
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Lemme 8 Soit A un opérateur mazximal accrétif sur un espace de Hilbert X dont l’image

numeérique est contenue dans le secteur {z € C : |argz| < T — 2a} pour un certain

2
a € (0,%]. On suppose que A est inversible, et on note:
Y =inf Re(c(A)) > 0
U = (sup H(A — i)\)*lH)*l.
AeR
Sl existe C > 1 et > 0 tels que YVt > 0 : He—tAH < Ce ™ on a

o

> t > -
=HC — 14 1log(C)

Démonstration: Comme He_tAH < Ce ™™ pour tout t > 0, alors la résolvante

(A—2)"1 = / e et dt
0

est au moins définie pour tous les z € C tels que Re z < u; ainsi % > p. De plus en posant
z =i\ € iR et en utilisant le fait que e %4 est un semi-groupe de contractions dans X, on

trouve:
Ja-m) < [ e
< /Ooomin{l,C'e_“t}dt
< / 1Og(o)/uohwr / b C’e_“tdt:w
0 log(C)/ps p

Ici on remarque qu’on majore He*m H par 1 pour ¢ petit, puis dés que I’estimation en C'e~#¢
est meilleure, on prend cette majoration.

Cette inégalité est valable pour tout A € R. Donc en prenant le supremum on obtient

7
que W Z W O
Pour effectuer la preuve d’un prochain théoréme, il est utile de suivre une méthode vari-
ationnelle développée par Villani sous le nom d’hypocoercivité [Vil07]. Cette méthode
s’applique aux opérateurs linéaires de la forme L = A*A + B sur un espace de Hilbert X,
sur lequel B* = —B. Sous certaines conditions, il est alors possible d’obtenir des compara-
isons entre les propriétés spectrales de L et de l'opérateur auto-adjoint L = A*A 4+ C*C
ou C = [A, B].

Théoréme 9 (Villani) Soit X un espace de Hilbert, et soient A, B deux opérateurs non-
bornés sur X tels que B* = —B.

Soit L lopérateur défini par L = A*A+ B

En notant [A, B] = C et sous les hypothéses:

11



1. [A,C]=0,[A*,C] = 0;

2. [A, A*] est borné relativement a I et a A;

3. [B,C] est borné relativement a A, A%, C et AC;
4. A*A+ C*C est coercif,

alors pour le bon choix de constantes a, b, c, on a l'inéquation différentielle:

%]—"(e*mu) < —K]—"(e*”‘u)

et F est la fonctionnelle définie par
F(u) = ||u]|* + a||Au||* + 2bRe(Au, Cu) + c||Cul|?

ot K est une constante positive ne dépendant que des constantes apparues implicitement
dans les conditions 2. 3. et 4.

Remarque:
Dans I’énoncé du théoréme précédent, on dit que 'opérateur S est borné relativement a la
famille 77, ... T d’opérateurs s’il existe une constante C' > 0 telle que

1Syl < CU Tyl + - - - + [ Tryl])-

Nous ne démontrons pas ce théoréme de Villani, par contre nous nous inspirons de la fonc-
tionnelle de ce théoréme pour faire une étude de notre probléme. Le cadre est le bon, il
est tout & fait possible de voir que 'opérateur H. et ses composantes satisfont toutes les
hypothéses du théoréme, a la possible exception de la coercivité de I:IE, que nous allons
devoir rajouter. Par contre, pour obtenir une information précise sur la vitesse de décrois-
sance du semi-groupe lui-méme, nous allons refaire la preuve du théoréme dans notre cas
particulier, afin d’obtenir la constante K apparue dans I’énoncé. Nous pousserons aussi la
preuve plus loin, afin de controler ¥(e) et X(e).

Nous pouvons alors énoncer le théoréme central de ce mémoire, dont la preuve suit celle du
théoréeme précédent, afin d’obtenir des bornes sur les quantités X(g) et ¥(e). Comme dit
plus tét, nous rajoutons une hypothése de coercivité a 'opérateur H., avec la constante
de coercivité dépendant de ¢

Théoréme 10 Soit f € C3(R) satisfaisant f”, f" € L>®(R) et telle qu’il existe My > 0,
v e (0,1/2] tels que pour tout u € D(H;) et e € (0,1]

N 1 M,
(o) = [ (0cf +auf? + 5 @Pal?)do > Zh fula
Alors il existe My > 0 tel que Ve € (0,1]
M2 M2

X(e) > o et U(e) > Tog(2/3)"

12



Démonstration du théoréme: Soit f € C? (R) telle que f” et f” soient dans L>°(R).
Soit u € D une solution de ’équation parabolique

opu(z,t) = O2u(z,t) — 2?u(x,t) — éf(x)u(x,t)

Afin de contrdler 1’évolution de w(z,t), on introduit la fonctionnelle quadratique inspirée
du théoréme de Villani:

B(t) = [ Gl + G0+ 2*lul) + BR(@:0)if (@) + 37 (@) uf)da

ol «, 3 et v sont des constantes positives qui seront déterminées plus tard. On suppose
juste que que 4832 < ay afin que

ABRe((azﬂ)if(x)udt < (/ Re(d >1/2</ f,2|u’2)1/2
< 3 (/RRe(a a 2da:+/ f’2|u2dx)

< /(|8xu]2+:c2|u|2)dx+/f’(x)2|u]2dx,
4 Jr 4 Jr

d’ott on obtient une majoration de ®(¢) qui nous sera utile plus loin dans la preuve:
1 3o 3
B(0) < [ (Gl + 0l + a%ful) + T (Pl da (4)

Afin de calculer la dérivée temporelle de ®(t), nous montrons les égalités suivantes:

1d
2 _
dr = —— d
2dt / [uf® dz odt J
par le théoréme de dérivation sous le signe intégral = / O (uu)

- : ( /R ()i da + /R (D) dx)
— % (/R(atu)a dx + /R (Oru)u dx)

- /R Re((dyu)a) dz

= Re </R(8tu)u d:c>

i
en remplacant dans I’équation parabolique vérifiée par u = Re ( / <8§u —ztu—-f (x)u) U dx)
R g

on identifie les termes réels et imaginaires purs = Re ( (9%u)a dx) - / 22 |ul?dz
R R

par intégration par parties =

(|8xu\2 +x2|uy2) da

[
5
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1d 2, 212
2dt/Ra<|8xu] + 7|l )dx

par intégration par parties

on identifie les parties réelles

d
dtRe/RB(axa) if'(z)u dx

on conjugue le premier terme

en intégrant par parties

on inteégre par parties

le reste est imaginaire pur

% /R o (04((00) (050)) + 220y (ut)) dz

Re/Ra (0x0u) (0pu)dx + Re/Roz:UQGt(u)ﬂdx

Re /R (D,1) (agu 2z — 220 — 2 Fla)u— é f(a:)@xu> dz

+ Re/Ra:z:2u (@%u — x?u — if(x)u) dz

—/ a|0uldx + Re/ az’u(0?u)dr — Re/ a(@xa)éf'(:v)udx
R R R €

/a|x2u|2dx+Re/aaz2u(3§ﬂ)dx
R R

2 2,12 Oy
_/Rammu—x ul da:—Re/Ra(ﬁxu)gf(x)udx

Re /R Bif'(2)(D.0h)u dz + Re /R Bif(2)(0,) (D) da
o (g ) i i

Re—/Rﬁzf (x)u (895“ — 2zu — 7 0u — gf (x)u — 6f(as)ﬁgcu> dz
+Re /R Bif!(2)(9y)(Dpu) da
—i/RBf'(:E)2|u|2 dx + Re/RB (O.1)if'(x) (8§u — mQu) dx
+Re /R Bif"(z)a (02u — 2°u) dz + Re /R g f(x) f(z)a(Opu)da
—I—Re/ﬂ{ﬁif’(m)(@xﬂ)(atu) dz

1 10221012 N 2 2
_8/Rﬁf (x)*|u] da:+Re/RB(8$u)zf (z) (Ou — 2°u) da
—Re/RBuif”/(fL’)axu dz + /R gf/(az)f(x)ﬂ(axu)dx
4 Re /R Bif!(x)(0,0) (D) da
—1/[Rﬁf'(x)2|u|2 dzx —Re/ﬂ{ﬁﬂif’”(a:)@xu dx

+2 Re/ B (0,u)if (x) (agu — %) du,
R
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1d

2dt/’y“f( )Jul? de = ;/R'Yf/(x)2at(uu)dx

= Re/ vf(x)*a <8§u — 2?u — Zf(a;)u) dz
R
le dernier terme est imaginaire pur = —/fyf’(x)2|8mu2dx - 2Re/ vf (z) f(z)u(dpu)da
R R
et on intégre par parties — / vf (z)22?|u)?dz
R

— / vf (z)? (\@CU\Q + x2|u\2) dz — 2Re/ vf'(x) f (z)ud,u dz
R R

On pose

Kj:sup{é)%f(a:) i=23
zeR

On a alors par Holder les inégalités suivantes
by 1 2 o? 10 0N210,,12
—aRe [ (0u), —f(z)u dz < — \8mu| dr + — [ f'(z)*|ul® dz,
R g 4 g R
=\ gt 2 2 2 252 /(202 2
25 Re (aTU) if () (02u — z®u) d <2 ’8 | doz + — f ()% |0zu]
1
— 2’yRe/ (@) f"(x)udpu do < ~ / 0,u)? dz + 442 K2 / f'(z |u]2 dz.
De plus, comme la plus petite valeur propre de Hy, est 1, on sait que (u, Hoou) > u?, d’ott
I'inégalité
-3 Re/ wif" (x)0pu dz < Kgﬁ/ |udyu| dax < K3,B/ <|8gcu|2 + xQ\u|2) dz
R R R

Par les inégalités précédentes, on obtient:

(1) <(-14 1 + 1+ Ksf) /R(|8$u]2 + 2 fuf?)dz
B

(03 Oé2
Hmat ) / 2u—tufds + (-2 + % 4 47K [ F@lfas
R
v+* /f 2(10puf? + 22 [u[?)d
On fixe maintenant:

Cmin(— Ly o (B g By
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On peut facilement vérifier que nous sommes bien dans le cadre évoqué plus tot, c’est a
dire: 482 < ary, 4v2K2 < 3/(4¢), et on arrive a l'estimation plus simple:

#() <1 [ (0 +auP)a L o | @lupda
—/lagu—xu| dx—i——/f )2(10pul? + 2% |u)?)dx

comme il s’agit d’une majoration de ®'(¢), on peut ignorer les deux termes négatifs de la
deuxiéme ligne, et ne garder qu'une borne supérieure. D’oit:

¥(0) < —1 [ (0l +auf)do - - [ s,

Sans perte de généralité, on peut supposer que € < 273, et en utilisant 'hypothése de
I’énoncé sur la coercivité de H, on obtient

1 M 2
¥(0) < —5 [0l + oo~ 7 [ plaplde - S [ utas

Grace a 'inégalité (4), et en posant
(55 1 ()
=min(—, —, —
g 6a’ 3ey’ 4 \ ¢

On obtient:

2
) <~ [ (FH(E) WP+ G0 + )+ L @l do
= [ (3l + 500 + ) + T @)l o
< (1)

IN

Comme v < 1/2 et par notre définition de «, 3, ~y, nous avons l'existence de Ma > 0 tel
que 1 > Mae™" pour tout € € (0,1].

Ce que nous avons fait pour linstant est suivre la méthode de [Vil07] pour construire
une fonctionnelle quadratique ® équivalente (a des constantes dépendant de € ) au carré
de la norme dans D(Holf) = {u € H'(R);zu € L?} et qui satisfait ®(t) < e 1= d(s)
pour tout £ > s > 0. Nous avons bien donc redémontré le théoréme de Villani pour notre
cas particulier avec 'atout en plus que nous connaissons la constante 1 qui majore la
dérivée temporelle de .

Pour déduire de I'information sur le semi-groupe e~*#c dans L?(R), on utilise I'argument
standard suivant:
Soit u(x,t) une solution au probléme

Ou = 0%u — 2?u— Lf'(2)u
u(0) = up € L*(R)
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telle que pour tout ¢ > 0, u(t,-) € L3(R).
Alors en vue des égalités démontrées précédemment:

1d
[0sull® + llzul® = —5 |l
Ve 1 9
- /0 (10zull® + ul®)dt = 3 (lluoll® ~ [Ju(vE)][*)
1
< lluol?
Ainsi, il existe 7 € (0, /€] tel que :
ol
lu()I* < lluol®, [9zu(m)]* + lzu(r)]* <

NG

Alors, par définition de @ et des constantes «, 3,7, ainsi que le fait que |f/(z)] < |f'(0)] +
Ks|z| pour tout = € R, on voit que

C
®(v/€) < (1) < —||uo||?, pour un certain C' > 0 indépendant de e € (0, 1].
€

Ici, pour pouvoir raffiner notre étude, nous découpons le champ en deux plages: pour
t > /e nous utilisons les propriétés montrés au-dessus pour faire les majorations néces-
saires. Dans l'autre cas (¢t < /¢) la norme du semi-groupe est plus difficile a étudier, donc
nous ferons une majoration brutale du semi-groupe par 1.

Ainsi, pour tout t > 0, on obtient:

lu(t + Ve[ < 20(t + Ve) < 2e7MD(Ve) < ?/(ge_mllwll2

D’ou:

20\1/2 v
||e=tHVEH:| < (?C) e~ M2t/=" Pour tout ¢ > 0

Mais comme on sait aussi que ||le”*¢|| < 1 pour tout ¢ > 0, il suit du lemme 8 que
Y(g) > My/e”. De plus, en suivant la preuve de ce lemme, on obtient que:

\; -1 < * —tH.
() < ; [le™"]|

< [Tars [Tminfo, (26) e
< [Tas [T, (20) e
<

< Ve ;;2(1 +log<20>1/2>

e
Mais comme v < 1/2, on peut en déduire que ¥(g)~! < C’e”log(2/¢), ce qui conclut la
preuve du théoréme. [
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Nous avons donc bien montré le résultat annoncé sur la vitesse de décroissance du semi-
groupe généré par H.. En méme temps, nous avons pu faire une étude plus approfondie
de la dépendance de ¥ et de X en e. Toujours dans [GGN09|, les auteurs ont montré que
pour certaines fonctions f la borne sur X(e) est optimale, mais qu'il est tout de méme
possible d’affiner les estimations des variations de ces deux quantités.

Théoréme 11 [Admis] Si f € C3(R) vérifie
e les points critiques de f sont non dégénérés (f'(x) = 0= f"(x) #0)
e il existe des constantes C' > 0,k € N telles que pour tout |x| > 1 on ait

1 C
l
‘6x(f($) — W)‘ < W’ pour | = 0’ 1,2,3

Alors AMs, My > 1 tels que Ve € (0,1] on a:

1 Ms
M382V S E(E) S 87

1 1
— <V < —
M4€2V — (5) — M3€21/

ouv=1/(k+2) etv=2/(k+4)

Nous admettons ici ce théoréme, mais sa preuve suit des méthodes classiques d’analyse
d’opérateurs aux dérivées partielles.

Les bornes montrées dans ce second théoréme sont meilleures que celles du théoréme 10.
Mais nécessitent des hypothéses bien plus fortes sur f, avec notamment de la décroissance
algébrique lorsque x tend vers l'infini. Ce résultat montre par contre qu’il est tout a fait
possible d’améliorer les bornes que nous avons montrées sur ¥(e) et X(¢) en modifiant
légérement le cadre dans lequel le probléme est posé.

4 Conclusion

Nous avons donc pu faire une analyse du semi-groupe de 'opérateur H., notamment du
point de vue de la décroissance de la norme des solutions de l’équation aux dérivées
partielles associée. Afin d’établir ce résultat, nous avons du montrer des résultats plus
généraux de théorie des opérateurs linéaires, dont notamment le théoréme de Lumer-
Phillips. 11 a aussi fallu introduire des notions liées au pseudo-spectre de 'opérateur H..
La notion de pseudo-spectre est beaucoup plus profonde que ce que nous avons évoqué ici,
et nous n’avons fait qu’emprunter un objet qui y est lié pour faire notre étude. Il serait
alors intéressant de pousser plus loin cette notion, pour voir ce qu’elle peut révéler de plus
sur le spectre et le comportement général des opérateurs.

18



Bibliographie

[LP61] G. Lumer and R. S. Phillips. “Dissipative operators in a Banach space.” In:
Pacific Journal of Mathematics 11.2 (1961), pp. 679-698.

[HP96] Einar Hille and Ralph S. Phillips. Functional Analysis and Semi-Groups. Vol. 31.
American Mathematical Society, 1996.

[Vilo7] Cédric Villani. “Hypocoercive Diffusion Operators”. eng. In: Bollettino dell’Unione
Matematica Italiana 10-B.2 (June 2007), pp. 257-275. URL: http://eudml.
org/doc/290402.

[GGNO09| Isabelle Gallagher, Thierry Gallay, and Francis Nier. “Spectral Asymptotics for
Large Skew-Symmetric Perturbations of the Harmonic Oscillator”. In: Interna-
tional Mathematics Research Notices 2009.12 (Feb. 2009), pp. 2147-2199. 1SSN:
1073-7928. pOI: 10.1093/imrn/rnp013.

[Kat13]  Tosio Kato. Perturbation theory for linear operators. Vol. 132. Springer Science
& Business Media, 2013.

[Lewl8]  Mathieu Lewin. “Théorie spectrale & mécanique quantique”. Master. Lecture,
cours de I'Ecole Polytechnique, 2018. Ecole Polytechnique, France, Jan. 2018.
URL: https://hal.science/cel-01935749.

19



