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1 Introduction

On s’intéressera ici au théoréme du dénouement, énonce dans le livre [11]. Ce
théoréme concerne les neeuds de S3, en particulier une facon de déterminer si ils
sont triviaux. On utilisera des bases de géométrie différentielle et de topologie
algébrique.

Definition 1.1. Un neud (lisse) dans une variété différentielle X est une partie
K qui est diffeomorphe & S'!. Deux nceuds K et K’ sont dit équivalents si il
existe un diffeomorphisme de X dans X qui envoie K sur K'.

Definition 1.2. Un nceud dans S? est dit trivial si il est équivalent a 'inclusion
canonique de S! dans S3.

On remarque que le groupe fondamental (71) du complémentaire d’un neeud
est un invariant par ’équivalence de noeuds, donc défini & équivalence prés. Ceci
nous permet d’énoncer le théoréeme :

Théoréme 1.3. (Théoréme du dénouement) Un neud K dans S® est trivial si
et seulement si 7 (S*\ K) = 7Z

Le sens direct se résout sans difficulté majeure : A I'aide du théoréme de
Van Kampen, on montre que 71 (S \ S!) = Z. Par fonctorialité de 71, on a que,
si K est trivial, 1 (S® \ K) = Z.

La premiére partie se concentrera sur la preuve de la réciproque. Celle-ci
est un cas particulier d’'une question beaucoup plus large, celle de trouver un
invariant algébrique complet (c’est a dire déterminant un espace topologique a
homéomorphisme ou homotopie prés).

Ici, le groupe fondamental du complémentaire d’un nceud N dans S? est un
invariant algébrique assez fort pour déterminer si celui-ci est trivial, c’est a dire
caractériser S\ S' parmi les complémentaires de noeud & équivalence prés. Le
groupe fondamental du complémentaire d’un noeud n’est pas un invariant algé-
brique complet dans le cas général. Le théoréme du dénouement souligne donc
la spécificité du cas du neceud trivial.

La preuve du sens réciproque du théoréme nécessite entre autres le lemme
de Dehn. La deuxiéme partie se consacrera & sa preuve.

Théoréme 1.4 (Lemme de Dehn). Soit M est une 3-variété lisse a bord orien-
table. Si on a un plongement f de S®> dans OM tel que f(S?) soit homotopi-
quement trivial dans M, alors on a g un plongement de D? dans M tel que

glop2 = f.

La particularité de ce lemme est que I'on déduit d’'une hypothése purement
homotopique une conséquence géométrique, I’existence d’un plongement de D?
borné par f.

1. comme S! est compact, cette définition est équivalente a définir les noeuds comme des
plongements de S' dans S3, qui est souvent utilisée dans la littérature



Ce résultat a été énoncé pour la premiére fois par Max Dehn dans [3] en
1910. Cependant, la preuve donnée par Dehn était fausse comme montré par
Helmut Kneser dans [7] (page 230) en 1929. Le lemme a été prouvé pour de bon
par Christos Papakyriakopoulos dans [10] en 1957. Dans la partie consacrée a sa
preuve, nous nous appuierons sur la démonstration donnée par Hatcher dans [4].

2 Théoréme du dénouement

2.1 Introduction

Cette premiére partie a pour but de démontrer le théoréme du dénouement.
On procéde en trois étapes. On montre en premier quelques propriétés des voi-
sinages tubulaires qui nous serviront d’outils pour démontrer le théoréme du
dénouement. On établit ensuite une premiére caractérisation du nceud trivial
qui n’utilise pas le lemme de Dehn. On démontre le théoréme du dénouement &
proprement dit.

2.2 Voisinages tubulaires

Cette partie est inspirée du livre de Hirsch (chapitre 4) [6]. Nous allons com-
mencer par exposer un outil qui sera utile par la suite : les voisinages tubulaires.

Definition 2.1. Soit M C N une sous-variété. Un voisinage tubulaire de M
est la donnée d’un fibré vectoriel (p, E, M) et un plongement f : E — V tel que
flav = idy, o M est identifié & la section nulle et f(E) est un voisinage de M
dans V. Si f n’est définie que sur un voisinage U de la section nulle, on dit que
(f,U, (p, E, M)) est voisinage tubulaire partiel.

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2. (existence des voisinages tubulaires)
Soit M C R™ une sous variété (sans bord) lisse. Alors M posséde un voisi-
nage tubulaire.
Remarque 2.3. Ce théoréme se généralise & n’importe quelle sous-variété lisse.
Pour cela, On commence par démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.4. Soit M C R™ une sous variété (sans bord) lisse. Alors M
posséde un voisinage tubulaire partiel.

Démonstration. On pose E = {(z,y) € M xR" : y € T}, p: E — M la
projection sur la premiére coordonnée et

fE—=>R" (z,y) > x+y

. On remarque que f est injective sur la section nulle et que sa différentielle
y est injective. Par le théoréme d’inversion locale, f est une immersion sur un
voisinage de la section nulle. On conclut grace au lemme suivant. O



Lemme 2.5. Une immersion f : M — N C*, propre et injective sur un fermé
K de M est injective sur un voisinage de K.

Démonstration. Comme 'application f est une injection, pour tout z € K il
existe un voisinage ouvert V, de x sur lequel f est injective. La famille (V, N K)
est un recouvrement de K. On veut en extraire un recouvrement localement fini.
Soit (K, )nen une suite exhaustive de compacts de M. Soit KJI» = K;\ Int(K;_4)
et W; = Int(Kj;11) \ K;_1, donc V; est compact, W; est ouvert et V; C W;.
Recouvrons le compact V; par un nombre fini n; d’éléments (Aj,i)1gignj de
(V). Ainsi la famille des (A;; N Wj)jeni1<i<n, = (Bj)jnn recouvre M. En
outre lintersection W N W est vide dés que | j - Jj| est strictement supérieur

& 2, donc l'intersection A;; N Aj’,i’ est vide dés que |j/ — J| est strictement
supérieur & 2. La famille (B;);,nn est donc localement finie et f est injective
sur chaque Bj. Soit (U;)ien un recouvrement tel que si U; intersecte U; alors
il existe un n tel que U; UU; C B, \ f~'(f(K \ By)). Enfin on pose Oy = U;
et Op = Uy, \ Uier, fHf(U:)) avec I, = {1 <i < n—1]0,N0O; = 0} Alors
O = UpenO,, est un voisinage de K sur lequel f est injective. En effet si f(z) =
f(y), par construction il existe n,n’ € N tels que = € O,, et y € O, avec O, et
O, d’intersection non vide. Donc il existe un U; tel que x,y € U;. comme f est
injective sur U;,x = y. Ainsi f est injective sur V. O

Démonstration. (démonstration du théoréme d’existence des voisinages tubu-
laires) Soit (f, U, (p, E, M)) un voisinage tubulaire partiel. Pour € M, on note
E, la fibre au dessus de z et U, = U N E, . On construit p : M — R lisse tel
que pour tout y € E,, si ||y|| < p(z) alors y € U et p(y) > 0 pour tout y € M.
On procéde pour cela de la maniére suivante : pour tout * € M, on fixe ¢; > 0
tel que B(x,€;) C f(U). Soit (x.) une partition de I'unité de M subordonnée
au recouvrement B(z,€,). Soit a : R” — R* lisse dont le support est exacte-
ment le disque unité et a(y) < 1 — |ly|| sur le disque unité. On remarque que
p(y) =3 x=(y)ezaly — z) convient. Soit A : [0, +00[— [0, 1], on pose

h: EFE—FE
y— p(p)A(lyIDllyl "y

Alors h(E) C U donc (f o h,p, E, M) est un plongement.
O

Corollaire 2.6. Soit M C S? une sous variété lisse difféomorphe a S', alors il
existe V wvoisinage de M rétracte par déformation forte et ¢ difféomorphe de V
dans M x D? tel que M soit envoyée sur M x {0}.

Démonstration. On commence par montrer que tout fibré vectoriel E orientable
au dessus de S! est trivial. En effet se donner un fibré vectoriel de S' revient
a se donner un fibré vectoriel du segment [0,1] et une matrice M € GL;} (R
(car le fibré est orientable). Comme GL; (R) est connexe par arcs, il existe y



un chemin de Iidentité & M. Or tout fibré au dessus d’un segment est trivial 2.
Alors (z,t) — 7(t)z est une trivialisation du fibré.

Soit (f, (p, E, M)) un voisinage tubulaire de M. On pose V = {(z, f(y)) :
r€Metye E, avec ||y|| <1}, ¢: V — M xD?; (x, f(y)) — (z,y) (bien défini
car f est injective et que le fibré est trivial). On remarque que

frVx[0,1] —V
((z, f (), 1) ¥— (=, f(ty))

est un rétracte par déformation.

2.3 Une caractérisation du nceud trivial

Dans cette partie, nous allons établir une caractérisation du nceud trivial qui
nous sera utile par la suite. Pour cela nous utiliserons le théoréme suivant.

Théoréme 2.7. (Théoréme de Schoenflies généralisé)

Soit h un plongement de S*~1 x [0,1] dans S™, alors la fermeture de chaque
des 2 composantes connexes du complémentaire de h(S*~1 x {1/2}) est homéo-
morphe a D™.

Le lecteur pourra trouver une démonstration a [2] ou [8] ainsi qu’un mémoire
a ce sujet [1].

Definition 2.8. Un plongement f : D? — S? est dit plat si il existe un voisinage
U de D? dans R? tel que f peut s’étendre en un plongement f : U — S3. Une
partie D de S? est un disque plat si c’est I'image de D? par un plongement plat.

Théoréme 2.9. (caractérisation du neud trivial)
Un neud K dans S? est trivial si et seulement si K est le bord d’un disque
plat.

Démonstration. Soit f : S — S§3 qui envoie K sur S', N = (0,0,0,1) le pole
nord de S? de tel sorte que Py la projection stéréographique par rapport a N
envoie S C §? sur §2 € R3.f~1o Py' : D? € R® — S% est un plongement
qui s’étend en f~1o Pzgl : R3 — S3 qui est encore un plongement et 9f 1 o
Py (D?) = f~' o Py'(0D?) = K donc K est le bord d’un disque plat.
Réciproquement : Soit U un voisinage de D? dans R? et f : U — S? tel
que 9f(D?) = f(S!) = K. Quitte a réduire U, on peut supposer que U est
homéomorphe a D3 et que sa frontiére OU posséde un voisinage tubulaire. On
restreint ce voisinage tubulaire & un voisinage V' homéomorphe a 90U x [0, 1] via
un homéomorphisme h qui envoie QU sur OU x {1/2}. D’aprés le théoréme de
Schoenflies généralisé, f o h=1(OU x {1/2}) et Py o h=1(dU x {1/2}) bordent

2. Cela ce montre en considérant la borne supérieur des ¢ tel que le fibré est trivial sur
[0,t]. On remarque que ¢ ne peut pas étre strictement inférieur & 1 car un fibré est localement
trivial.



chacun 2 composantes connexes dont la fermeture est homéomorphis a D?. Par
le lemme d’Alexander, on peut prolonger P]gl o f~! en un homéomorphisme de
S? dans S? qui envoie K sur S'. On régularise ensuite pour obtenir une fonction
c*. O

Lemme 2.10. (Lemme d’Alexander)
Une fonction continue f : S — S™ peut se prolonger en f : D" — D"
continue.

~

Démonstration. Pour x € S™ et t € [0, 1], on pose f(tx) =tf(z). O

Remarque 2.11. Le théoréme se généralise en dimension supérieure. On pourra
voir [11] page 36.

Remarque 2.12. L’hypothése selon laquelle le disque est plat est importante.
Dans [11] a la page 78, on trouve un exemple de noeud non trivial qui borde un
disque (qui n’est pas plat) construit a 'aide de la sphére cornue d’Alexender.

2.4 Théoréme du dénouement

Lemme 2.13. Hy(T,Z) = Z? et 2 générateurs sont donné par t — (€™ 1) et
t — (1,€2™) (en voyant T dans C?).

Démonstration. On utilise le morphisme de Hurewicz [5, thm 4.3.2]. O

Théoréme 2.14. (Théoreme du dénouement) Tn neud K dans S* est trivial
si et seulement si m (S* \ K) = Z.

Démonstration. Soit F un voisinage de K et ¢ : F — S! x D? fournie par
le corollaire du théoréme d’existence des voisinage tubulaire. On pose U =
¢St x Int(D?)) et V =82\ ¢~ 1(S! x D(0,1/2)). La suite exacte de Mayer-
Vietoris permet d’écrire :

0— > H(UNV,Z) —2% H (U, 2) @ H,(V,Z) —>0

En effet, UNV = S3 et Hy(S?) = H1(S?) = 0. Comme U NV se rétracte par
déformation sur ¢~ (St x S(0,2/3), par le lemme 2.13 H; (UNV) est isomorphe &
72. Ce lemme nous fournit de plus une base donnée par a; : t — ¢~ (%" 2/3)
et ag 1 t — ¢~ 1(1,2/3e%™). Par ailleurs, U se rétracte sur K donc Hy(U) est
isomorphe a Z. Soit by un générateur de Hy(U). Quitte a changer by par —by,
on peut supposer que b; et a; sont homotopes. Enfin V' se rétracte sur S? \ K
donc Hy (V) est isomorphe & Z car 7 (S® \ K) = Z. Soit by un générateur de
H,(V). On note

a b
A = Mat((ay,a5),(b1,b2)) (V) = {C d}

Comme aq est homotope a by dans U et que as est homotopiquement trivial
dans U, on a a = 1 et b = 0. ¢ est bijective donc det(A) = d € {£1}. Quitte



.y 1
a changer by en —bs, on peut supposer que d = 1. Ainsi A {—c = 0. On a

donc f : t — ¢~ (2™ 2/3e72¢"t) homologiquement triviale dans V. Comme
Hy(V,Z) et (V) sont isomorphes, f est homotopiquement triviale dans V.
Soit H une homotopie entre f et une constante dans V.

On applique le lemme de Dehn (3.26) & H et (V,0V) pour obtenir G. On
pose

g:D? — §?

G(2z) si f|of| < 1/2
v { o=@/l (1 = 2|j]))(x/|[x[|)~¢)  sinon.

On applique alors la caractérisation du nceud trival a g. Le disque g(D?) est
plat. En effet, on peut construire un voisinage de g(ID?) en recollant F avec un
voisinage tubulaire de 'image de G dans (V,0V). On pourras se référer au livre
de Hirsch [6] page 115 théoréme 6.4 pour construire un voisinage tubulaire dans
une variété a bord.

Réciproquement : On montre & ’aide du théoréme de Van Kampen que
71(S? \ St) = Z. Par fonctorialité de 71, on a que m1(S* \ K) = Z. O



3 Lemme de Dehn

3.1 Enoncé

On va dans cette partie prouver le théoréme de la boucle (Théoréme 3.1)
duquel découle le lemme de Dehn (Théoréme 3.26).

Théoréme 3.1 (Théoréme de la boucle). Soit M une variété lisse & bord,
orientable de dimension 3. Soit f : (D?,0D?) — (M,0M) une immersion telle
que le chemin f|gp2 est non homotopiquement trivial dans OM. Alors il existe
une injection g : (D?,0D?) — (M,0M) telle que le chemin glop> est non
homotopiquement trivial dans OM .

Remarque 3.2. Le théoréme reste vrai si M est non orientable (cf [4]).

On rappelle au passage la définition de variété a bord.

Definition 3.3. Un espace M séparé et a base dénombrable d’ouverts est une
variété a bord de dimension n si pour tout x € M, il existe un voisinage U
de x dans M, un ouvert V du demi espace R”~! x R* et un homéomorphisme
@ : U — V . On dit alors que (U, ) est une carte et on définit les mémes
notions d’atlas et de changements de carte que pour une variété topologique.
Pour les variétés lisses, les changements de cartes sont C'*°. De plus, on notera
OM le bord de M défini comme I’ensemble des points x € M tels qu’il existe une
carte o vérifiant ¢(z) € R"~1 x {0}. On notera également Int(M) = M \ OM
I’intérieur de M.

La preuve du lemme de Dehn suivra celle donnée dans [4]. Elle consiste a
ramener le probléme au cas particulier o M n’admet pas de revétement double
et a traiter ce cas la par des méthodes homologiques. Elle se déroulera donc
en trois parties : la construction d’une tour de revétements doubles de M, la
résolution du cas sans revétement double, et enfin la descente de la tour de
revétements.

3.2 Construction d’une tour de revétement doubles

On travaillera ici dans le cadre affine par morceaux.

Pour cela, on triangule M par [9, théoréme 10.6] avec une triangulation T
Le théoréme d’approximation simpliciale dans [5, théoréme 2C.1] nous fournit
alors une triangulation Tp de D? et une approximation fy : (D?,0D?) —
(M,0M) de f homotope a f, affine par morceaux. Le chemin fy|sp2 est alors
non homotopiquement trivial dans M. Dans la preuve qui suit, on fixera fj
et TD.

Proposition 3.4. [l existe une tour de revétements finie comme a la figure 3.4.

Pour tout i, D; = f;(D?), V; est une 3-variété a bord compacte voisinage
de D; telle que D; est un rétracte par déformation de V; et (M;y1,p;) est un
revétement double de V;. Enfin, V,, n’admet pas de revétement double non trivial.



FIGURE 1 — la tour de revétements

D,—-V,—- M,

S
/.

D -V, <M,

4

DZLDM—»VOc—»M

Démonstration. On note Dy := fo(D?). Le lemme 3.5 nous fournit un voisinage
Vo tel que Dy est rétracte par déformation de V. En particulier, Vj est connexe
par arcs car Dy lest. On construit les étages de la fagon suivante : Tant que V;
admet un revétement double non trivial p; : M;1 — V;, on reléve f; en fi11
(possible par simple connexité de D?). On pose de méme D1 := fi1(D?) et
V; un voisinage de D; 1 construit de la méme facon. Le lemme 3.8 permet de
montrer que la tour posséde un nombre fini d’étages. O

Lemme 3.5 (existence de V;). Soit M une variété compacte triangulée de di-
mension n, D, une sous variété de dimension n — 1, alors on a un voisinage V
de D une n-variété a bord telle que D rétracte par déformation de V

Dans la démonstration, on utilise la notion de subdivision barycentrique.

Definition 3.6 (Subdivision barycentrique). Soit M une variété de dimension
n, T une triangulation de M. On note A™, le simplexe de dimension n.

La subdivision barycentrique de A™ est obtenue récursivement sur n comme
I’ensemble des simplexes dont la base est un simplexe de la subdivision bary-
centrique d’une face A"~ ! et dont le sommet est le barycentre de A™.

La subdivision barycentrique de T est la triangulation

T! = U {subdivision barycentrique de ¢}
teT

On peut itérer cette construction k fois, on obtient alors la k-subdivision
barycentrique de T, notée T* (voir figure 2).

Démonstration du lemme 3.5. On pose T2 la deuxiéme division barycentrique
de la triangulation 7' de M. On pose ¥ '’ensemble des simplexes de 7 qui ren-
contrent D. On note V' 'union des simplexes de Y. Montrons que V' convient.
C’est bien une 3-variété compacte & bord. Construisons un rétracte par défor-
mation de V sur D.



FIGURE 2 — 2-subdivision barycentrique de A? et I’ensemble des simplexes qui
rencontrent OA?

On considére donc I’ensemble S des sommets de simplexes de 3 qui ne sont
pas dans D. Ces sommets ne sont ni des sommets de T ni des sommets de 7.

En effet, soit un sommet s de T n’est pas dans D. On note Ty les sous-
simplexes de dimension < n de T qu’il touche. Les simplexes de T, ne sont
alors pas des simplexes ou sous-simplexes de D. En particulier, leur intérieur ne
rencontre pas D. Soit o un simplexe de T"* que s touche. Ona o C e, Int(t)U
{s} par construction de 7. Donc ¢ N D = . Or chaque simplexe de T? qui
touche s est inclus dans un de T qui touche s, donc ne touche pas D. De méme,
si un sommet de T n’est pas dans D, tous les simplexes de T2 qu’il touche sont
d’intersection vide avec D par construction de la subdivision barycentrique.

On note ¥, les simplexes de ¥ qui touchent s. On choisit, pour chacun des
sommets s de S, un segment reliant s & D dans un simplexe de Y. On projette
continuement les sommets de S sur D le long de ces segments (et donc on modifie
continuement les autres points de V' comme barycentres pondérés des sommets
de leur simplexe de X).

Montrons que cette opération est bien un rétracte de V' dans D.

Pour tout s € S, on a un unique simplexe de dimension maximale t; de D
tel que, pour tout o € ¥, 0 ne rencontre D que sur t.

En effet, par construction de T2, le sommet s est ajouté a T2. Il est donc
le barycentre des sommets du sous-simplexe t* de T de dimension k. Or, par
le lemme 3.7 t; touche au plus un simplexe de 7', de chaque dimension i < n,
incluant tous ceux de dimension inférieure. Les sous-simplexes de D étant des
simplexes de T de dimension < n, 'union des simplexes de X, inclue dans t*,



ne rencontre au plus qu’'un sous-simplexe de D de chaque dimension, donc un
de dimension maximale, noté t,, incluant tous les autres.

Chaque sommet s est donc projeté dans ts. Soit ¢ € 3, ¢ ne rencontre D
que sur une de ses faces t (car o € T?). Chaque sommet de o est donc projeté
sur ¢, donc o est projeté sur ¢ donc sur D. On a bien construit le rétracte voulu.

De plus, cette construction de perturbe pas les points de D, on a donc méme
un rétracte par déformation. O

Lemme 3.7. Si M est une variété de dimension n a bord, triangulée par T.
On note TV la subdivision barycentriqgue de T. Si t;, est un sous simplexe de
dimension k d’un simpleze o de T, t), touche au plus un sous-simpleze ti de
dimension i < k de T. De plus Vj < 1, ti C ti (sous réserve d’existence).

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial.

On suppose qu’on a la propriété au rang n. Soit une variété M de dimension
n + 1, a bord, triangulée par 7. On note T la subdivision barycentrique de 7.
Soit ¢, un sous simplexe de dimension k d’un simplexe o de T'. Le simplexe o
est inclus dans un simplexe w de T

Le simplexe ¢ rencontre alors w sur une et une seule de ses faces par construc-
tion de la subdivision barycentrique. On la note ¢’. La face ¢’ de o est inclue
dans une face w’ de w. Tous les sous-simplexes de T" de dimension < n+1 que ¢,
intersecte sont alors inclus dans w’. Le simplexe w’ est une sous-variété a bord
de M de dimension n.

On peut alors appliquer la propriété au rang n pour la variété a bord de
dimension n w’ triangulée par T la restriction de T' & w’ sur le sous-simplexe
tyNo' deo’ €T Sik <n+1,on a fini la construction.

Sik=n+1,onat; =o0.O0n pose alors pour finir ¢} := ' qui contient
tous les autres t}'€ par construction. O

Lemme 3.8. Dans la construction de la tour de la proposition 3.4, on arrive
en un nombre fini d’étapes a V,, sans revétement double.

Démonstration. On considére le revétement double de p;” ! (D;—1) dans D;_1. On
obtient des structures simpliciales sur p; 1(Di_l) et D;_1 en relevant celles sur
Dy. Comme p; est un revétement double, on a une permutation 7; : p;” YDi_y) —
D; ! (D;—1) qui permute les deux préimages de chaque point de D;_;. Par construc-
tion de la structure simpliciale, 7; est un isomorphisme simplicial.

Comme M; est connexe par arcs p;I(Di,l) I'est aussi. En effet relever le
rétracte de V;_1 sur D;_; donne un rétracte de M; sur pi_l(Di_l). Or par
construction, p; Y(D;_1) = D; Ut;(D;) done, par connexité, D; N7;(D;) est non
vide. On a donc au moins un simplexe de D; envoyé par 7; sur un autre simplexe
de D; donc D; a strictement plus de simplexes que D;_1.

Or le nombre de simplexes de D; est borné par le cardinal de la triangulation
Tp fixée de D?. La tour a donc une hauteur bornée. O

10



3.3 Cas ou M n’admet pas de revétement double

Proposition 3.9. Le théoréme de la boucle est vrai dans le cas ou Vi, construit
comme voisinage de fo(D?) par la proposition 3.5, n’admet pas de revétement

double.

Démonstration. Comme Vy n’a pas de revétement double, 7 (V) n’a pas de
sous groupe d’indice 2. On a donc par le lemme 3.10, H,(0Vy,Z/2Z) = {0}.
Or 0V, est de dimension 2, donc toutes ses composantes connexes sont des 2-
spheéres (classification des 2-variétés). Soit F' la composante connexe de V,, NOM
contenant f(D?). Par le lemme 3.12, avec N le groupe trivial, sous groupe strict

car f|0D? non homotopigement trivial dans M, on a bien g convenant.
O

Lemme 3.10. Soit V une variété connexe & bords. Si w1 (V) n'a pas de sous
groupe d’indice 2, Hy(0V,7Z/2Z) = {0}

Démonstration. On a la suite exacte en homologie relative
Hy(V,0V;Z/27) — H1(0V;Z/2Z) — H1(V;Z/27) (1)

On va montrer que le premier et le dernier terme sont triviaux. Le groupe
H,(V;Z) étant Pabélianisé de 71 (V'), 'hypothése nous permet de déduire que

Hom(H\(V;Z),Z/2Z)) = {0} (2)

Or, tous les éléments d’ordre pair de H;(V;Z) sont envoyés sur 0 dans Z/27Z.
On a donc

Hom(H(V;Z),72/27) = Hom(Hl(V;Z)/z,Z/QZ)) (3)

Par ailleurs, Z/27Z est un corps, et Hy(V;Z),, est un Z/27 espace vectoriel
donc isomorphe a son dual Hom(H1(V;Z)2,Z/27). Donc, par (3) et (2).

H1(ViZ) 2, Z/2Z) = {0} (4)
La suite exacte courte
0 —Z—7Z—17Z/)2Z

induit une suite exacte courte de complexes de chaines donc une suite exacte
longue d’homologie :

H(V,Z) —. Hi(V,Z) —; Hi(V,Z/2Z) —, Hy(V,Z) —4 Ho(V,Z)

| i ®
Z Z

Or ici g est le produit par 2, donc Ker(g) = 0 donc h est nulle donc f est
surjective. On a donc

Hl(‘/v Z)/Im(e) = Hl(V7 Z/QZ) (6)
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Or e est le produit par deux donc Im(e) est 'ensemble des éléments d’ordre
pair, donc

Hy(V,Z) jimey = Hi1(VZ) o (7)

Donc donc H1(V,Z) /rm(e) est trivial par (4). Donc le dernier terme de la suite (1),
Hy(V,Z/2Z), est trivial par (7).
Pour le premier terme, on admet que par la dualité de Poincaré (cf [5, théo-
réme 3.43)) :
Ho(V,, 0V, 2)27) = H(Vyy; Z./27)

Or par le théoréme des coefficients universels,
HY(V,;7./27) = Hom(H,(V;Z),7./27)
(2) et (1) nous permettent donc de conclure. O

Lemme 3.11. Soit F' une sous-variété a bord fermée connexe par arcs de S?.
Alors w1 (F) est le groupe libre engendré par les cercles de son bord sauf un.

Démonstration. On appelle trou une composante connexe de S>\ F. Comme S?
est compact, on a un nombre fini de trous. Pour voir cela, on recouvre S? des
trous ouverts et d’une carte au voisinage de chaque point (ouverte) qui ne peut
intersecter qu’un seul trou. En effet dans la carte, F' est homéomorphe & R? ou
RXR; par définition des variétés a bord. On en extrait un sous recouvrement
fini. On a moins de trous que d’ouverts de ce recouvrement fini donc un nombre
fini de trous.

Les trous étant des sous variétés connexes par arcs de S? dont le complé-
mentaire est connexe par arcs, ils sont homéomorphes & D?. On procéde par
récurrence sur le nombre de trous.

Si on a 0 trous, F' = S? donc 71(F) = {0}. La propriété est bien vérifice.

FIGURE 3 — séparation des trous(hérédité)
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Siona 1l trou, F=D? onademéme 7 (F) = {0}.

Sion an+1 trous oit n > 0, on a une sous surface de D? & n trous. On sépare
alors F en 2, une sous surface A de D? ne contenant qu’un seul trou et une B
en contenant n — 1 comme ci-dessus (figure 3). Par récurrence, on a 71 (B) est Z
amalgamé a lui-méme n — 1 fois. Comme A N B est simplement connexe, par le
théoréme de van Kampen, 71 (F') est Z amalgamé a lui-méme n fois. On an—1
générateurs dans B qui sont les bords des trous de B. Le n®"¢ générateur est
le bord du trou de A, d’ou la propriété au rang n + 1. O

Lemme 3.12. SiV est une 3-variété a bord telle que les composantes connexes
de OV soient des sphéres, F' connexe par arcs C OV, N un sous groupe normal
strict de w1 (F), alors on a [g] € m(F)\N tel que g borne un disque sans
autointersections de l'intérieur de V.

Démonstration. F' est connexe par arcs donc F' C A, ou A est une composante
connexe de OV donc une sphére. Par le lemme 3.11, 7 (F') est engendré par les
cercles de son bord. Comme [f|sp2] ¢ N, on a un cercle de F hors de N.

On le note g. A de étant une sphére, g borne un disque sans autointersections
de A. Quitte a pousser légérement ce disque vers V' ('intérieur ou l'extérieur de
la spheére), on obtient bien le résultat voulu. O

3.4 Montée de la tour de revétements

Proposition 3.13. Sous les notations de la tour de revétements construite a
la proposition 3.4, on pose F; := (p1 o ..... o p;) HOM N fo(OD?)) et N; :=
Ker(p;o....op1) dans w1 (F).

On a alors g, : (D?,0D?) — (V,,,0V,,) injective telle que gnlop> & Np-

Démonstration. De la méme fagon que dans la proposition 3.9, les composantes
connexes de 9V, sot des sphéres. En effet, V,, n’a pas de revétement double,
donc 71 (V;,) n’a pas de sous groupe d’indice 2. Le lemme 3.10 nous donne donc
H,(0V,,Z/2Z) = {0}. La classification des 2-variétés nous permet de conclure.

De plus, [f.|0D?] ¢ N, car [f5|0D?] = p; o ..... o p1([f|0D?]) est non tri-
viale dans 71 (Vo N OM). En effet, [fy|0D?] étant non triviale dans 71 (9M) par
hypothése initiale sur f, elle ne I’est pas non plus dans m (Vo N OM)). N,, est
donc bien un sous groupe distingué strict de 71 (F;). On peut donc appliquer le
lemme 3.12 qui nous fournit la fonction g,, désirée. O

3.5 Descente de la tour de revétements

Proposition 3.14. On reprend les notation introduites dans la construction de
la tour de revétements (proposition 3.4) et les F;, N; de la proposition 3.13.

Si on a g; : (D%, OD?) — (V;, V;) injective telle que g;|opz, alors on a
gi_1 vérifiant les mémes propriétés au rang i — 1.

Remarque 3.15. Cette proposition conclut la preuve du théoréme de la boucle
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Démonstration. On considére 'application h; := p;0g; On a bien h;|gp2 ¢ N;—1
par construction de N;_;.

Le lemme 3.16 nous fournit h; homotope a h; telle que ses intersections soient
en position générique. On replace dans la suite h; par h}.

On note D l’ensemble des points doubles de h;. D est alors une sous variété
de D? de dimension 1 donc compacte donc ayant un nombre fini de composantes
connexes (lemme 3.16). On a de plus une involution sans point fixe 7 sur D par
le revétement double p;. Cette involution en induit une sur les composantes
connexes de D.

Soit A une composante connexe de D. On a 2 cas, celui ot A est un cercle et
celui ot A est un segment, dans les deux cas 7(A) est homéomorphe & A. Si A
est un cercle, le lemme 3.17 montre qu’on peut alors perturber h; pour obtenir
la bijectivité au voisinage de A et 7(A) tout en gardant h; ¢ N;_1. Si A est
un segment, on peut faire la méme opération grace au lemme 3.23 On répéte
I'opération pour chaque composante connexe A.

L’application obtenue aprés ces perturbations convient. O

Lemme 3.16. Soit M une variété lisse de dimension 3, f : D> — M tel que
tout point f a au plus deuxr préimages. On a alors f' holomorphe a f telle que :
L’auto intersection de l'image est une sous-variété a bord de dimension 1.
Les espaces tangents des deux feuillets de lintersection sont en position gé-
nérique, c¢’est a dire non coplanaires.

Démonstration. Ce résultat provient de [12, proposition 4.6.6] O

Proposition 3.17 (cas du cercle). Sous les notations de la proposition 3.14, si
on a A un cercle de D, on a I tel que h}|OD? ¢ N;_;

Démonstration. On note B := 7(A), C' = h;(A). On note X une croix c’est a
dire X = (] — 1,1[u] — 1,1[)/{0 = 0}. On a U4, Up des voisinages ouverts de A
et B dans D?, ne rencontrant D que sur A et B respectivement. Ils sont alors
homéomorphes & S?x] — 1, 1[. L’ensemble V = h;(U4 LI Up) est un voisinage de
C dans h;(D?). On le note V = [0,1] x X /R ot R est une relation d’équivalence
qui identifie X x {0} et X x {1} de fagon continue bijective.

Lemme 3.18. Les ensembles A et B sont disjoints.

Démonstration. On raisonne par ’absurde et on suppose que 7(A) = A. Alors,
comme A est un cercle et 7|4 est une involution de A sans point fixe, 7|4 est
lantipodie. On considére z € A et y = 7(x). On note e¥, ef les vecteurs usuels
du repére polaire basé en z. Ils forment une base de T,ID?. On définit de méme

e

ey.

Oil note A(t) le cercle A parcouru en sens direct & vitesse constante. On a
dy(hi)(€}) = dy(h;)(e)) 'unique vecteur tangent au chemin h;(A(t)) en h;(z).
De plus, comme h; est en position générique, d,(h;)(T,D?) et d,(h;)(T,D?) sont
non coplanaires dans T}, ) Vi—1. Les vecteurs (dx (h;)(e3), dz(hi)(e}), do(hi)(e¥))
forment alors une base de T}, ()Vi—1. On suppose quitte & changer I'orientation,

qu’elle est directe. On la note B = (ey, el, €2).
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On va maintenant construire un lacet renversant ’orientation de V;_;.

On suit un chemin continu v partant de z faisant un demi tour du cercle A.
Ce chemin envoie x sur y et y sur x. Le chemin h;(v) fait alors un tour complet
de h;(A) basé en h;(x). Le chemin h;(v) étant continu, on peut transporter la
base B le long du chemin h;(v) vers une base B’ directe de Thi(x)]D)Q.

Cependant, en parcourant le chemin 7, on inverse les couples de vecteurs
er.e¥ et ef ,ey. Parcourir le chemin h;(7) inverse donc le couple de vecteurs
hi(e®) = el, hi(e?) = €2. On a donc B’ = (eg,e2,el), donc B’ est une base
indirecte de T}, (;)Vi—1. C’est absurde.

O

Comme A et B sont disjoints, on peut supposer Uy et Ug disjoints.

Lemme 3.19. La relation d’équivalence R est l’identité

Démonstration. R est continue bijective donc pour tout V' voisinage de R((0,0)),
R™Y(V) est homéomorphe & V et est une croix donc un voisinage de (0,0). Donc
R((0,0)) = (0,0).

On peut donc restreindre R & X — (0,0). On obtient donc 4 applications
bijectives de ]0, 1[ dans ]0, 1] qui envoient des voisinages de 0 sur des voisinages
de 0. Elles sont donc strictement croissantes, donc homotopes a ’identité.

Quitte a changer continuement les paramétrisations des segments du X dans
]0,€] x X, on peut supposer que ces applications composantes sont l'identité.
On peut donc identifier R & une permutation o de Sy

On a alors 24 (=card(S4)) choix possibles :

On se place dans le cas ot o est un de 6 4-cycles de Sy. Le recollement par
R fait de V —C un ensemble connexe. Or chaque composante connexe de Uy — A
est envoyée par h; sur une partie connexe de V — C' Comme image d’une partie
connexe par h;|4 homéomorphisme. Il en va de méme pour les composantes
connexes de Up — B. Chacun des ces 4 ensembles a donc comme image V — C,
ce qui contredit le fait que tout point a au plus 2 préimages par h;.

Les 8 3-cycles de Sy se traitent d’une fagon similaire. En effet, R rend alors
connexe un T du X. Ainsi 3 des 4 composantes connexes de (Ug —B)U(Uys — A)
sont envoyées sur ce T d’ou la contradiction.

Si R est la rotation d’angle m, alors U4 et Up sont des rubans de Mdbius
inclus dans D?. C’est absurde.

Si R est une des deux symétries par rapport aux diagonales (laissant fixe
une copie de [1—,1] et renversant I'autre),on obtient de méme que Uy ou Up
est un ruban de M&bius inclus dans D?. C’est absurde.

On se place dans le cas ou R est une des 4 fagons de permuter deux segments
adjacents ou la symétrie horizontale ou la symétrie verticale. Le recollement par
R renverse alors lorientation de V' C M;. Or M donc M; est orientée. C’est
absurde.

Donc R est Iidentité (on a traité les 23 autres cas). O

Remarque 3.20. Les deux lemmes précédents sont les seuls endroits de la preuve
ot on utilise 'orientabilité de M.
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On a donc V = X x S'. On a ensuite deux cas : Soit un des deux disque
bornés par A et B est inclus dans 'autre, soit ils sont disjoints. Les lemmes 3.21
et 3.22 nous permettent de conclure. O

Lemme 3.21. On peut effectuer la modification de la proposition 3.17 dans le
cas ou les disques bornés par A et B sont disjoints.

Démonstration. Si D4 et Dp sont disjoints, on inverse les valeurs de h; sur D4
et Dpg, puis on lisse les bords comme montré sur la figure 4 ci-dessous . O

FIGURE 4 — D4 et Dp disjoints
O 0

Lemme 3.22. On peut effectuer la modification de la proposition 3.17 dans le
cas ot un des deux disque bornés par A et B est inclus dans ’autre.

Démonstration. On note ces deux disques Dp, Dg. Supposons quitte a les
échanger que Dy C Dp. Alors, comme sur la figure 5, on redéfinit h; sur Dp
comme h;|p, (D4 et Dp sont deux disques donc difféomorphes) . Il suffit ensuite
de lisser la fonction au bord de C. O

FIGURE 5 - D4 C Dp

— — —

m

Proposition 3.23 (cas du segment). On se place sous les notations de la propo-
sition 8.14. Pour toute composante connexe A de D difféomorphe a un segment,
on peut résoudre le probléme d’injectivité sur A.

Démonstration. Les segments étant des sous-variétés a bord de D?, leurs extré-
mités sont dans 9D? donc ils séparent D? en deux. I y a alors deux facons dont
les segments peuvent se recoller (cf figure ci-dessous 6).

Dans chacun des deux cas, la figure 7 ci-dessous permet de définir 2 injections
qui éliminent le double arc. Les lemmes 3.24 et 3.25 permettent alors de montrer
qu’une de ces deux injections convient.
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FIGURE 6 — 2 recollements possibles

B B
y@ ) ' @ )
5 5
(@ B (b)

FIGURE 7 — 2 injections possibles

i’ 5‘.
Q _h- ‘\‘-_’-‘ Q _h- Q
P
g g

gi 4q; 4g;

i

Lemme 3.24. Une des deux convient dans le cas (a)

Démonstration. On confond dans cette preuve les segments «, 3, v, d et leurs
images par h;. Dans le cas (a), sous les notations du graphique, on a g}|gpz =
ay, g/lop: = aBf~1y671. Oron a:
hilop2 = aBvd
= (a)6  (aB™ 67 T (a)s
= (9ilon2)0~ " (9] lop2) " (ilop2)8

Si g}|op2 et g/ |sp2 sont dans N;, alors h;|gp2 V'est aussi car N; est distingué et
6 est un lacet. C’est absurde. O

Lemme 3.25. Une des deuz convient dans le cas (b)

Démonstration. On confond dans cette preuve les segments a, 3, v, J et leurs
images par h;. Dans le cas (b), sous les notations du graphique, on a g}|gpz =
ay™t, g!lopz = adyB. Or on a :
hilope = aByd
= (o H(v8) Hay ™) " (@0 B)(v0)
= (gilon=) (v6) ™" (gilon=) " (g7 lom=) (9)

Si g}|op2 et g/ |sp2 sont dans N;, alors h;|gp2 'est aussi car N; est distingué et
~6 est un lacet. C’est absurde. O

O

17



3.6 Preuve du lemme de Dehn

Théoréme 3.26 (Lemme de Dehn). Soit M est une 3-variété lisse a bord
orientable. Si on a un plongement f de S? dans OM tel que f(S?) est homoto-
piquement trivial dans M, alors on a g un plongement de D? dans M tel que

glopz = f.
Remarque 3.27. Ce théoréme reste vrai si M n’est pas orientable.

Démonstration. On commence par supprimer tout M sauf un voisinage de
f(S?) homotope & f(S?) (existe par le lemme 3.5 quitte & faire un aller retour
dans le cadre affine par morceaux). Le lemme 3.29 montre que dM’ n’est pas
une bande de Mobius. L’ensemble M’ est alors un anneau.

Alors f(S?) est non trivial dans 7 (OM’). Le fait que f(S?) soit homoto-
piquement trivial dans 71 (M’) nous fournit g : (D?,0D?) — (M',0M’). Le
théoréme de la boucle fournit une injection h : (D?,0D?) — (M,0M) telle
que h|sp2 non hompotopiquement triviale et injective dans OM’. Or est OM’
un anneau autour de f(S?) donc h|gp: est homotope a f(S?). Quitte & conca-
téner cette homotopie et h et & lisser le lieu de concaténation, on a l’injection
souhaitée.

Remarque 3.28. Si on veut que le disque borné soit entiérement contenu dans
Pintérieur de M, il suffit de pousser 'homotopie de C' & h|gp2 trés légérement
vers l'intérieur de M.

O

Lemme 3.29. Une variété M de dimension 3 orientable & bord ne peut pas
contenir de ruban de Mébius dans OM qui soit homotopiquement trivial dans M

Démonstration. Si M est orientable, son orientation en induit une sur M donc
OM ne peut pas contenir de bande de Mdobius. O

Remarque 3.30. Ceci reste vrai si M non orientable.
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