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1 Introduction

Dans ce document nous allons vous parler du théoréme de la divergence aussi appelé théoréme
de Gauss-Green 6.1. Si on se donne un ensemble £ C R™ et un champ de vecteur ¢ sur lesquels on
rajoutera des contraintes ainsi que H" ! qui représente une mesure de volume de dimension n — 1

. . . . _ ’I’L*l
dans notre espace.de dlmeIlS.IOIl n, on a; fE divpdr = fa*E Y- Vg d’ﬂ .
Dans un premier temps, il nous faut comprendre ce qu’est une divergence:

Définition 1.1 (Divergence). Pour ¢ € CH(R™; R™)(L’ensemble des fonctions a dérivées partielles
continues et a support compact de R™ dans R™) on appelle divergence de ¢ et on note div o(x) :=
tr(d.p) pour tout x € R™.

Remarquons que cela nous donne explicitement dive = > 1, gi: .

A partir de cette définition on peut se forger une intuition du théoréme en question pour des
ensembles F plus simples.

Si l'on prend par exemple E = []""_,[a;, b;] un n-rectangle. On peut calculer grace au théoréme
fondamental de 'analyse et au théoréme de Fubini-Lebesgue:
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e dx"~! représente ce qu’on voudrait définir comme un équivalent & la mesure de Lebesgue en
dimension n — 1 sur les faces du n-rectangle.

® Neztp, correspond aux vecteur normal extérieur sur la face du n-rectangle orthogonale a [a;, b;]
contenant b;.

— O
e EtOE=F\E={zcE|Fiec{l,---,n}, Vj#1i, x; = ajoub,} est la frontiére du n-rectangle.
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Figure 1: Cas du 3-rectangle E = [ay,b1] X [az, ba] X [as, b3] avec ¢ € CL(R™; R™).

la

Cela nous motive donc & essayer de démontrer le théoréme pour des cas plus généraux en relaxant les
hypotheéses sur E' ou ¢. Dans ce mémoire nous choisissons de se concentrer sur £. Nous supposons
aussi que le lecteur connait les définitions et propriétés classiques d’un cours introductif & la théorie
de la mesure et notamment sur les mesures de Radon !

2 Mesure de Hausdorff, périmétre fini et variation bornée

Une mesure utilisée dans le théoréme de Gauss-Green est la mesure de Hausdorff. Il est donc
nécessaire de comprendre quelques une de ses propriétés pour bien saisir le théoréme. Nous nous
passerons donc dans cette section de certaines démonstrations pour plutét donner une intuition
solide des propriétés de cette mesure et de sa pertinence dans le cas de notre théoréme.

Définition 2.1. Pour un ensemble U, on appelle §-recouvrement de U un recouvrement par des
ouverts (U;) dénombrables tel que pour tout U;, diamU; < 6. On définit alors:

H;(U) = inf Z diamUj : avec (U;) un 6 — recouvrement de U

j=1
et la mesure de Hausdorff est donnée par:

H*(U) = lim H3(U) = sup H3(A)
§—0 5>0
Preuve. Ainsila mesure d’Hausdorff s’obtient en sommant les s-puissances des diamétres des ouverts
d’un recouvrement de plus en plus fin. 73(U) croit bien quand ¢ tend vers 0 car de moins en moins
de recouvrements sont autorisés. La limite existe donc bien pour tout sous-ensemble de R™.

LAfin d’éviter tout ambiguité nous nous sommes basés sur le livre trés complet [2] qui contient tout ce qu’il faut
en complément au mémoire sur la théorie de la mesure et les preuves plus longues ayant moins d’intérét



° est bien une mesure extérieure: on a bien H*(0) = 0, et si (F;) est une famille dénombrable
d’ensembles, alors

MU Fy) < ) H(F)
=1
O

On peut donc définir la mesure s-dimensionnelle de Hausdorff H*® pour tout ensemble de R".
Toutefois, pour U C R™ donné, il n’existe généralement qu’'un unique s pour lequel

0<H(U) <0

Définition 2.2. Soit U C R"™ tel qu’il existe un unique s pour lequel:
0<H(U) <0

s est appelé dimension de Hausdorff de ’ensemble.

Remarque. La dimension de Hausdorff d’un ensemble n’est pas nécessairement entiére. FElle est
par exemple utilisée dans le cas des fractales qui ont des dimensions intermédiaires entre deux
entiers. Si on se place dans le cas de s entier, qui est celui qui nous intéressera ici. Pour s =
1,2,3,..., la mesure de Hausdorff correspond & notre idée familiére de la longueur, de l’aire ou du
volume. Ainsi elle se confond alors avec la mesure de Lebesgue en dimension n a une constante
pres: pour U sous-ensemble de R™:

H™(U) = ¢, 'vol™(U)

avec ¢, le volume de la boule unité de dimension n. Ainsi pour un sous-ensemble F € R" de
dimension inférieure, H® donne le nombre de points dans F, H' la longueur d’une courbe lisse,
H?2 = 2 x aire(F), H* = £ x vol(F)... Donc pour un ensemble au contour bien dessiné dans R",
la mesure de Hausdorff H"~' semble la plus adaptée pour mesurer ce contour.

Donnons nous quelques exemples:
Nous donnons quelques propriétés de la mesure de Hausdorff qu’elle partage avec la mesure de
Lebesgue.

Proposition 2.3 (Propriétés élémentaires de la mesure de Hausdorff). 1. H¥(AA) = NH®(A)
pour tout A >0, A C R"

2. H5(L(A)) = H*(A) pour toute,isométrie affine L : R* - R", AC R"

Proof. On remarque qu’a tout recouvrement (U;) de A on peut associer un recouvrement de A\A
par les (AU;) et réciproquement. Or

> diam(AU;)* =Y A diam(U;)* = A" Y diam(U;)*
j=1 j=1 j=1

De méme comme le diamétre est invariant par isométrie, on obtient la deuxiéme égalité. O



Figure 2: Mesure d’une courbe de dimension 1 avec la mesure de Hausdorff
L’ensemble qu’on cherche & mesurer est de dimension 1: on somme donc le diamétre des boules
On voit bien qu’en restreignant le diamétre des boules qui recouvrent la courbe, on s’approche de
plus en plus de sa longueur, alors qu'un recouvrement grossier nous fait sous-estimer la longueur
de la courbe.?

Figure 3: Les carrés de Sierpinski
On peut calculer la mesure et la dimension de Hausdorff de cet ensemble. En effet, en suivant les
étapes de la construction, on voit qu’on peut toujours recouvrir ’ensemble par 8" boules de
diamétres v/2 x %n On se convainc que ces recouvrements sont optimaux. Il s’agit donc de
trouver une puissance s telle que:
1 sn
0 < lim (8" x 2><§ ) < 00

n—oo

ce qui nous donne nécessairement 3% =1 et donc s = }E—g 3x 2~ 87



Théoréme 2.4 (Théoréme de densité des points hors E). Soit E C R"™, E est H*-mesurable, et
H(E)*(E) < oo. Alors
H(B(z,7) N E)

/,18

lims — 0 =0

pour H®-presque tout x € R — E
Proof. Preuve Soit t > 0 et

(B NnNE
Ay = {xER" - E|1irnsup7“—>0M >t}

TS
Or comme H? L E est une mesure de Radon, pour tout € donné, il existe K C F compact tel que
H(E — K)<e¢

On a alors U = R™ — K ouvert avec A; C U
On considére le recouvrement de Ay:

F= {B(ZC,T)B(.T,T) cU0<r< 6,@ > t}
T

Par le théoréme de recouvrement de Vitali ? on peut en extraire une famille dénombrable de boules
disjointes (B;)ien avec B; = B(x;, ;) telles que

A c | B
1€EN

ou B; = B(x;,5r;), ce qui fait de (B;);en un recouvrement de diamétre maximum 104 de A;. Ainsi:

, . 10 s
Hips < > _(10m;)° < — > H(BiNE) (1)
i€EN 1€N
< %HS(UOE):%HS(E—K) < 1‘2 . 2)

On fait tendre § vers 0 et on obtient H*(A;) < 2. Ainsi pour tout ¢ >0, on a #*(4;) =0 O

Il nous reste & comprendre ce qu’est un ensemble au contour bien dessiné, et c’est 14 qu’interviennent
les fonctions & variation bornée et les ensembles de périmétre fini.

Définition 2.5 (Fonction a variations bornées). Une fonction f € LY(U) est a variations bornées
st et seulement si:

sup{/ fdivc,od;v|c,0€CC1 (U;R™), | ¢ |< 1} < 00.
U

On note BV (U) lespace des fonctions & variations bornées.

2Figure tirée de [1]
3ibid [2]



Figure 4: Densité de Hausdorff

Attention, la réciproque n’est pas vraie: ainsi x3 est bien dans F mais

H2(B(z,r)NE) 7—0 0. E
3 .
HY(B(z,r)NE) "

n

revanche, lim >0
r—0

Définition 2.6 (Ensemble de périmétre fini). Un ensemble L™-mesurable E C R™ a un périmétre
fini dans U si et seulement si:

xe € BV(U)
On peut aussi donner de ces deux concepts une définition locale:

Définition 2.7. Une fonction f € L}OC(U ) est a variations localement bornées dans U si pour tout
ensemble ouvert V. .CcC U,

sup{/ fdivcpda:|<p€Ccl (V;R"),|go|§ 1} < o0.
v

et on note

BViee (U)

’ensemble de ces fonctions.

Définition 2.8. Un ensemble L™-mesurable E C R™ a4 un périmétre localement fini dans U si

XE € BVloc(U)

Si cette définition est la définition canonique, il nous semble important d’ajouter quelques
développements pour avoir une bonne représentation de ce qu’est un ensemble de périmétre fini.
Dans R, une fonction est a variation & bornée si la longuerur qu’elle parcourt sur I’axe des ordonnées
est fini. Plus formellement, on a:



Définition 2.9 (les fonctions & variation bornée). Soit U C R™ un intervalle ouvert, et E =
{(x:)1<i<n subdivision deU avec pour tout i x;point de continuité approrimative}. Une fonction f €
LY(U) est a variations bornées dans U si pour tout ensemble ouvert U,

sup {Z |f(ziz1) — f(=i)], avec (z); une subdivision de U} < 0.
i=1

Donnons également quelques exemples:

Exemple 2.1. 1. La fonction f :]0;1[— R : x — sin(%) n'est pas a variations bornées dans
10; 1[.

2. Une fonction possédant un nombre fini de discontinuités est a variations localement bornées.
3. Une fonction lipschitzienne est a variation localement bornée.

On peut étendre cette définition aux dimensions supérieures en considérant la variation de notre
fonction sur un axe. Cette définition permet de construire un lien avec la mesure de Hausdorff. En
effet, la somme peut étre assimilée & la somme des diamétres de boules qui recouvreraient le graphe
de f. Un ensemble est alors de périmétre localement fini si que quelques soit la direction choisie le
nombre de sauts effectués par I'indicatrice sur cette axe est localement fini.

saERaRAESEEEERSEsEsEEE
(ISR e

b
Le premier ensemble est bien de périmétre fini: (01)1 voit que l'indicatrice effectue un nombre fini de
sauts. Sur la deuxiéme figure, nous retrouvons les carrés de Sierpinski: ils ne sont pas de
périmétre fini puisqu’on voit a travers leur construction itérative que I'indicatrice sur la diagonale
effectue un nombre infini de sauts. Le troisiéme ensemble n’est pas non plus de périmétre fini.

En fait le lien entre ensemble de périmétre fini et mesure de Hausdorff peut nous permettre de
donner une autre définition des ensembles de périmétre fini, que nous nous contentons d’énoncer:



Théoréme 2.10. Soit E C R™ un ensemble L™-mesurable. E est de périmeétre fini si et seulement
si:
H" (K NOE) < oo

pour tout K C R™ compact.

Suite a la nécessité de ce théoréme pour la bonne définition d’ensemble & périmeétre fini, on se
rend bien compte qu’il nous faut définir une frontiére 0, adaptée aux ensembles a périmétre fini.

3 Théoréme de représentation de Riesz

Le théoréme de représentation de Riesz nous garantit que toute forme linéaire d’un espace
d’applications continues peut s’écrire comme une intégrale contre une mesure. Le résultat est donc
purement formel, et le théoréme ne précise pas quelle mesure ou application choisir.

Théoréme 3.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit L : C.(R™; R™) — R une application
linéaire vérifiant
sup{L(f)|f € Cc(R™;R™, |f] < Lspt(f) C K} < o0

pour tout compact K C R™. Alors il existe une mesure de Radon p sur R™ et une application
w-mesurable o : R™ — R™ telle que

1. |o|=1p—pp
2 L(J) = fyu /-0 dp
pour tout f € C.(R™;R™)

Pour prouver le théoréme, nous introduisons p mesure sur les ouverts de R™ et une application
A: CF(R™) — R qui s’avere étre l'intégrale de f selon la mesure f.

Définition 3.2. On définit u la mesure de variation, sur tout ouvert V.C R™ par
u(V) =sup{L(f) |f € Cc (R";R™), | f|< 1,spt(f) C V'}

Preuve. 1. p définit une mesure réguliére sur R™

On définit 4 comme précédemment sur les ouverts de R™ et pour toute A C R™ on définit
pw(A) = inf {u(V)|A C Vouvert}
On vérifie que p est bien une mesure extérieure. On utilise le critére de Catheordory *

2. définition de A
Soit Cf (R™) ={f € C.(R™) | f > 0}, et pour f € CF (R"), soit

A(f) =sup{|L(g)lg € C. (R";R™),|g |< f}.

4ibid [2]
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3. Montrons que \(f) est linéaire

On a A(cf) = c¢A(f) pour tout ¢ > 0, f € CF (R") par linéarité de L. Montrons que pour
tout f1, f2 € CF (R"), A(f1 + f2) = A(f1) + A(f2). Soit g1,92 € Cc (R™;R™) avec [g1] < f1
et |g2| < fo, alors |g1 + ¢2| < f1 + fo. Quitte & prendre —g; et —go, on peut supposer
L(g1),L(g2) >0. Alors

|L(g1)] +|L(g2)] = L (g1 +g2) = |L (g1 +g2)| < A(f1+ f2).

En prenant le sup pour g; et gs avec g1,g92 € C. (R";R™) on a

Af1) A (f2) S A(f+ f2)

Pour l'autre inégalité, on se donne g € C. (R™;R™), avec |g| < f1 + f2. On définit alors

gi = i sih+ >0
T 0 sifi+fa=0

pour i = 1,2. Alors g1,92 € Cc (R R™) et g = g1 + g2. De plus, |g;| < fi, (i = 1,2), de
sorte que
IL(g)l < L (g1)| + L (g2)] < A(f1) +A(f2).

On a donc bien:
Afitf2) SA(f1) +A(f2).
4. Montrons que \(f) = [y, fdu pour tout f e CFH(R").

Soit € > 0. On choisit 0 = tg < t; < -+ < ty tels que ty = 2||f|[1=0 < t; —ti1 < €, et
p(f~'{t:}) =0pouri=1,...,N. Soient U; = f~* ((tj_1,t;)) ouverts et pu (U;) < occ.

La mesure p est réguliére donc il existe K; compacts tels que K; C U; et p(U; — Kj) <
¢/N,j = 1,2,...,N. De plus pour tout j il existe g; € C. (R";R™) avec |g;| < 1, spt
(g95) € Uj, et |L(gj)| > p(U;) —e/N. ainsi que h; € CF (R™) tel que spt (h;) C Uj,
0<hj <1, et hj =1 sur le compact K; Uspt(g;). Alors

A(hj) > |L(g5)| > n(Uj) —€/N .
et
A(hj) =sup{|L(g)||g € Cc (R";R™),|g |< hy}
<sup{|L(9)[lg € Cc. (R";R™),|g |< 1,spt(g) C U}
= 1 (Uj)
donc p (U;) —e/N < X(hj) < p(Uj). On définit

N
A=z | fl@) 1= hi(x) ]| >0
j=1

11



On sait que A est ouvert. On calcule alors:

A (f—fﬁ:hj)

N

j=1
<sup{|L(g)||g € Cc R™;R™),| g |< || fllzexa}
= || fllz=sup{L(g)lg € C. (R™;R™),|g|< xa}
= || f |l Lo pu(A)

— 1/l (U (U; =y = 1}))

N
< Fllpee Y n(Uj = K;) < el fllzes

j=1
Ainsi
N N
Af) =X (f— thj) +A (thj)
j=1 j=1
N
<ellfllres + Z A(fhy)
=1
JN
<ellfllpee + Y tin(U;)
j=1
et
N
AS) =D A(fhy)
=1
JN
>t (n(U;) —¢/N)
=1
JN
> th—l,u (Uj) — tne
j=1
Enfin, puisque
N N
St < [ fdus Yty
=1 R? j=1

on a

12

sup {IL(g)I lg € Ce(RSR™), g |< f—F) hy

|



5. Il existe une fonction p-mesurable o : R — R™ qui vérifie L(f) = fRn f-odu.
On fixe e € R™, |e| = 1. On définit A\.(f) = L(fe) pour f € C. (R™). Alors A, est linéaire et

Ae()l = |L(fe)l
<sup{|L(g)||lg € Cc R™;R™),|g| <|f |}

— M) = [\l

on peut donc étendre )\, & une application linéaire sur L! (R"™; u). Donc il existe o, € L>(p)
tel que

Ae(f) = [ foedu (f€Ce(R"))

Rn

Soit ej,...,&, la base canonique de R™ et définissons o = Z;”:l oc;ej. Alors si f €
C.(R™;R™), on a

L(f) = ZL((f-ej)ej)
= (f-ej)oe,; d
X[ e i

z/f-adu.

6. Montrons que |o| = 1 u-presque partout

Soit U € R™ ouvert, u(U) < oco. Par définition et par le point précédent,

u(v) =sup{/f-adu|f € C.(R™R™),|F |< Lispt(f) € U}. -

On choisit maintenant f; € C. (R™;R™) telle que |fx| < 1,spt(fx) C U, et fr -0 = |o|p-
presque partout de sorte que

/Ia\du= lim /fk-aduSM(U)-
U k—oo

D’autre part, si f € C. (R™;R™) avec |f| <1 et spt (f) C U, alors
[#otns [ jolan
U

u(U) < /U |o| dp.

Ainsi u(U) = [;; |o|dp pour tout ouvert U C R™; et ainsi |o| = 1 p- presque partout.

Par conséquent (%) implique

13



4 Théoréme de structure des fonctions a variations bornées

Théoréme 4.1. Soit f € BVio.(U). Alors il existe p mesure de Radon sur U et une fonction
u-mesurable o : U — R™ telle que

1. lo| =1 p-p.p. et
2. [, fdivode = — [, ¢-odu pour tout p € CL (U;R").

Preuve. La preuve consiste principalement a se ramener aux hypothéses du théoréme de représen-
tation de Riesz. On définit donc 'application linéaire

L :CHU;R") =R
par
L(p) E—/Uf div p dx
pour p € CL(U;R"). Puisque f € BVjo.(U), on a
sup {L(p) |<p €EC(V;R"),|¢|<1}=C(V) <0

pour tout ouvert V CC U, et donc

L)l < CW)llellee (%)
pour ¢ € C! (V;R") On fixe K C U compact, puis on choisit V ouvert tel que K C V CC U.
Pour tout ¢ € C. (U;R") avec sptp C K, on choisit ¢, € C} (V;R") (k = 1,...) de sorte que
@k —  uniformément sur V. On définit:
L(p) = lim L ()
k—o0
selon (x) cette limite existe et est indépendante de la suite {¢},o; choisie convergeant vers ¢.
Ainsi L admet un unique prolongement linéaire
L:C.(U;R") =R
et

sup{L(p)|p € C.(U;R"), | [< 1,sptp C K} < o0

pour tout compact K C U. On peut alors appliquer le théoréme 3.1 de représentation de Riesz
pour conclure la preuve.
O

Notation. Soit f = xg avec E un ensemble de périmetre fini dans U, on notera par la suite
[OE]

pour la mesure p, et

Il
|
Q

VE

ainsi le théoréme de structure nous donne:

/divgoda::/gqu d||OE||
E U

14



5 Frontiéres

Dans cette section nous nous intéressons a comment définir la frontiére de notre ensemble a
périmeétre localement fini £ C R™ adaptée a la formule. Commengons toutesfois avec un résultat
classique.

Théoréme 5.1 (Changement de coordonnées polaires). Soit g : R® — R wune fonction L™"-

mesurable. Alors -
/ gd?—l”:/ (/ gdH" 1) dr.
n 0 9B(r)

d / B
< gdH" :/ gdH" .
dr( B(r) ) 9B (r)

Preuve. Si on pose f(x) = |z|; alors pour x # 0 on obtient sa différentielle et son jacobien:

et de plus

=z
||

On peut ainsi effectuer un changement de variable avec F' : (r,u) — r - u

D, f= s Jof =1

X

| s@anw = [ glial

:/ (/ gdH™ ) dr
0 OB(r)

Maintenant que nous sommes bien équipés, commencons avec quelques lemmes. Le suivant
démontre une premiére approximation du théoréme lorsque ’on intersecte notre ensemble avec une
boule.

O

Lemme 5.2. Soit ¢ € C}(R™;R™) alors pour tout x € R,

/ div godﬁ”:/ <p-VEd||3E||+/ o -vdH" .
ENB(z,r) B(z,r) ENOB(x,r)

Pour L'-presque-partout r > 0, ot v est le vecteur normal extérieur de B(z,r). Et vy et d||0E)||
sont définis dans les notations 4.

Preuve. Prenons, quitte a régulariser, h € C*°(R™,R); on a alors:

/ div(hy)dL™ = / h div ¢ dL" +/ Vh-pdl".
E E E
Ainsi via Le théoréme 4.1 :

/ hap'yEdHaEH:/hdiv gody+/Vh~<pdy. (3)
n E E

15



De plus si pour € > 0 on définit:

1 Si0<s<r
ge(s) = =2 sir<s<r+e.
0 sir+e<s

Et, quitte a passer par des approximations, (3) s’applique aussi pour
he = g=(ly — ).

Or:
0 sily—z|<rouly—z|>r+e¢
Vhs(y){ 1 y—=x

¢ ly—=|

sir<ly—z|<r+4e

Ce qui donne:

. 1 —x
/ hscp~1/EdH8EH:/ he div godyff/ y o dy.
R» E € En{y|r<|y—z|<r+e} Iy - .17‘

En utilisant le théoréme 5.1 lorsque € — 0, on trouve:

/ ap-VEdﬂaEH:/diV <pdy—/ -vdH" "t
n E ENdB(x,r)

Pour £!-presque-partout r > 0. O

L’inégalité suivante permet de controéller sur les mesures d’intersections de notre ensemble avec
une boule.

Théoréme 5.3 (Inégalités isopérimétriques). Soit E C R™ un ensemble de périmétre fini (défini-
tion 2.8). Alors, il existe C1,C2 > 0 ne dépendant que de n telles que:
1. LYE)'=% < C1||0E|(R™) (Inégalité isopérimetrique).
2. Pour toute boule B(xz,r) CR™ on a
min{L"(B(z,r) N E), L"(B(z,r) \ E)}!~% < 2C,||0E)|| (i%@;,m)
(Inégalité isopérimetrique relative).
Preuve. Les preuves étant longues, donnons nous plutoét une intuition géométrique des inégalités:

1. Comme on I’a vu précédemment, on aime bien penser & ||OFE| comme une mesure de la fron-
tiere ~ H" !|pp. Ainsi on peut voir I'inégalité sur un ensemble E de dimension n comme

(vol(E))% < Cy(surf (E))ﬁ Cela semble plutot raisonnable car, en premiére approxiama-
tion (vol(E))% ~ O(diam(FE)) et (surf(E))ﬁ ~ O(diam(FE)).

On a donc bien deux ordres de grandeur comparables. Pourquoi I'inégalité est-elle dans ce
sens 7

On peut se convaincre que dans le cas d’une boule on a égalité et que si on déforme la boule
tout en conservant son n-volume on ne fait qu’augmenter sa surface. (Il s’agit d’un théoréme
trés intuitif mais compliqué & démontrer).
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Figure 6: Inégalité isopérimétrique relative en dimension 3.

2. Représentons nous la situation avec le schéma suivant:
On peut remarquer que le cas extréme a lieu lorsque £"(B(x,r) N E) = L™(B(z,r) \ E) et

o
que B(x,r) N OF est une boule, ce qui nous rameéne a l'inégalité précédente.
]

Nous pouvons maintenant donner une nouvelle définition de frontiére qui nous approche de celle
appropriée au théoréme 6.1 de Gauss Green.

Définition 5.4 (Froutiére réduite). Soit E C R™ a périmétre fini. On définit O*E la frontiére
réduite de E. On a x € 0*E, si et seulement si

1. ||OE||(B(z,7)) > 0 pour tout r > 0.
. . 1 o
2. Il existe lim, 0 a5 fB(ZM) vg d||OE| = v(z).
3. |v(z)] =1.
On peut donc démontrer quelques propriétés sur le controle que I'on a des éléments de 0* E.
Lemme 5.5. Il existe des constantes positives Ay, As, A3 ne dépendant que de n telles que:

1. liminf,_,o £-B@MNE o 4, <,

2. liminf,_o EXBEINE) o 4, >0,

12(ENBGIRY) < 4

3. limsup, _, o

Preuve. 1. Soit & € 9*E. Via le lemme 5.2 appliquée avec la fonction x — 1 et au théoréme 4.1
de structure, on a que pour Ll—presque—partout r >0

lo(E N B(x, 1)) [[(R™) < |0E|(B(w, 7)) + H"'(E N 0B(,1)). (4)
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Maintenant, soit ¢ € C}(R™,R™®) telle que ¢ = v(x) = cst sur B(xz,r). Et donc via le lemme
5.2

[ v @y == [ @) veranen di 6
B(z,r) ENdB(z,r)
De plus comme z € 9*E, on a:

lig (o) s [ vmd]oE] = b =1

imv(z) = Vg =P =1

r—0 [OE(B(z,7)) JB(a.r)

Donc il existe ro(z) assez petit tel que pour L£1-presque-partout ro(z) > r > 0, (5) implique:
1
19E(B(=,7)) <H"HENOIB(x,7)). (6)

Ce qui nous donne en utilisant (4)
10(E N B(z,n))[[(R®) < 3H"(E N OB (x,r)). (7)

Pour presque tout 0 < r < ro(x).

Si on pose maintenant g : r — L™(B(z,r) N E). Via le théoréme 5.1, g est continue et on a

pour presque tout r» > 0:
g (r)=H"Y0B(z,r)NE).

En utilisant I'inégalité isopérimétrique notée théoréme 5.3 et (7) on a:
9(r)' "% = L"(B(w,r) N E)'
< Cillo(B(z,r) N E)[[(R?)
< 3CYH" 1 (0B(z,r) N E)
= 301 g/(r).

Pour presque tout 0 < r < ro(x). Ainsi on obtient:

< 11 — :
30 <g(r)="g'(r) =nlg

et donc, en intégrant:
A2 o e gl 2
w(r) > —— r) > ——.
g — 3nCh g - (3n01)"
Pour presque tout 0 < r < ro(x), ce qui prouve le point 1.

. Comme pour tout ¢ € CLH(R™; R™)

/divgodx—k/ divgadx:/ divedz = 0.
E Rn\E n

IOE| = [|O(R* \ E)[| et vE = —vRn\5-

On obtient:

et donc le point 2 se déduit du point 1
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3. Via (4) et (6) on a finalement:
10(E N B(z,r)(R™) < 3H" Y (EN0B(z,r)) < 3H"H(8B(0,1)) r" 1.

par homogénéité et stabilité par translation des mesures de Hausdorff 2. Cela prouve le dernier
point.

O
Nous allons maintenant justifier que 0* FE est une frontiére assez réguliére localement.

Notation. Pour E C R™ a périmetre fini 2.8 et x € O*E, on définit Uhyperplan H(z) := {y €
R"|vg(z) - (y —x) = 0} et les demi-espaces

{HW) = {y € R"|up(2) - (y — x) > 0}
H~(2) = {y € R*|ug(x) - (y — 2) < 0}

De plus, pour r >0, on pose E,(z) :={y € R*|r(y —x)+x € E} et g, : y — = + .

Figure 7: Exemple de H(z) en dimension 3 et coupe latérale du méme exemple.

Remarquons que y € EN B(x,r) < ¢-(y) € E- N B(x,1) car g, dilate autour de  d’un facteur
1/r.

Théoréme 5.6 (Explosion homothétique de la frontiére réduite). Pour € 0*E on a:
XE,(z) 3 XH-(z)-

dans L}

n
loc(R )
Preuve. Donnons une idée générale de la preuve:

1. Quitte a translater, effectuer des rotations et dilater on peut supposer z = 0 et vg = ¢, =
(0,---,0,1). Soit (1%)ren — 0. Il suffit de montrer que toute sous-suite contient une sous-
sous-suite (7, )jen pour laquelle XE,, — XH-(0)-

J
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2. Soit L > 0, notons D, := E, N B(0,L) et g.(y) = £. On a alors, pour tout ¢ € C}(R™;R™)
tel que |p| < 1:

1
/ divpdz = — / div(p o g,) dy
D, rr ENB(0,rL)

1
= / (¢ o gr) - VEnB(O,rL) d||O(EN B(0,rL)||
Rn

rnfl
< 19BN B0, rL)| (R")
— rn—l
< Az < o0.

Et cela pour tout r €]0,1] grace au 3. du lemme 5.5. Par conséquent, ||0D,| < C < oo et
donc || xp, || pv@®n) < A3 < oo pour tout 7 €]0, 1]. Cela étant indépendant de L, on a: lorsque
L — o0; |xE, ||Bv®mn) < Az < 0.

De plus, on peut démontrer (ce qui sort du cadre de notre mémoire) que grace a la structure
de BVj,.(R™) dans L} (R™). Il existe une sous-suite (Tk;)jen et f € BVio(R®) tels que

loc
XE,, |
J

dans L}

loc
comme L"(spt(f) \ {0,1}) =0, il existe F' C R™ a périmétre fini tel que f = xr L™-presque-
partout.

(R™). Quitte a re-extraire on peut supposer x Ery, — f, L™ presque-partout. Ainsi,

3. Prouvons que F' = H~(0). Premiérement, F' étant & périmétre fini, on a, d’aprés le théoréme
4.1 de structure, pour tout ¢ € CL(R™; R"):

[ dvedy= [ pevedior). (8)
P R

avec v et ||OF| définis comme pour les notations 4.

(a) Montrons que vy = e, ||0F||-presque-partout.
On sait déja que pour tout j € N et pour tout ¢ € CL(R™; R™) on a:

/ divapdyz/ Y Ve, dHaE’I’kj”'
E R !

Tk

1
loc?

et comme xp, — xr dans Lj,, via I'égalité (8):
J

| ovm, dOE, |~ [ o-vedfoF].
Rl’l J Rn

et donc vg, d||0E,, || — vpd|0F| de maniére faible en tant que mesures de Radon.
J

Ll

Or, en s’inspirant des étapes précédentes on peut montrer que pour ¢ € CL(R™; R™):

1
J v, @10E | = i [ (@000,)-vedioBL
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et donc, pour L >0
0B, (BO, 1) = e |OE(B(0,72,))

IB(o,L) VEr,, d”aEmj = W fB(O,rkjL vp d||OE||

et ainsi, comme 0 € 0*F

1 1
lim / vg, d||0E,, ||= lim —/ vi d|OF)||
J—=o HaE’I'kj (B0, L)) B(0,L) ki ki j—oo |OE|(B(0, L)) B(0,rk; L)
= Z/E(O) = €n.

De plus, par lemme de Fatou on voit que:

[0F([(B(0, L)) < liminf [0E,, [|(B(0,L))
j—o0 J

= i . d||0E
B2 Sy P AOEn

:/ en - vp d||OF||
B(0,L)

< [|9F[(B(0, L)).

Ou la derniére inégalité est due au fait que |vp| = 1, ||0F|-presque-partout. On en
déduit donc vp = ey, ||OF||-presque-partout.

Montrons que F' est un demi-espace.
D’aprés (3a), on sait déja que pour tout ¢ € CHR™ R™), [, divepdz = [g. ¢ e.d|0F].

On va régulariser xr & € prés grace a une famille régularisante 7. (z) := 6%77 (%) ol

cexp(w%l) si|z| <1
n(w) = , :
0 stlz| >1

et [gandr =1
On pose f€ =n. * xrp € C°(R"), et donc

fedivpdz :/ div(ne x ) dz
F

:/ Ne * (¢ - en) dz

R»

Mais aussi, fRn fedivpdz = — fRn V f¢ - ¢dz par intégration par parties et compacité
du support de .

Donc en prenant ¢ = 7. % €; on peut en déduire que, lorsque ¢ — 0, g—J; = (0 pour

ie{l,--,n—1}et 5C <0,
De plus, comme f¢ — y g, L"-presque-partout lorsque € — 0, on peut conclure que F et
G = {z € Rz, < lim._oinf{y,|Ty € R, fé(y,y,) < 1}} différent d'un ensemble

de L£L™-mesure nulle.
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Effectivement, f€ est positif et d’aprés les conditions que I'on a sur les dérivées de f€ on
peut déduire que pour tout y, tel qu'il existe y € R®~1, f¢(y,y,) = 0 alors pour tout
z € R™ tel que 2z, > yn, f°(2) = 0 et donc, en prenant la limite ¢ — 0, fR"\G xrdr =0.
Ce qui nous dit que F C G L™-presque partout.

Par le méme raisonement, pour tout y, tel qu'il existe y € R®*™1, f¢(y,y,) = 1 alors
pour tout z € R™ tel que z, < y,, f¢(z) =1 et donc G C F L™-presque partout. Ce qui
prouve notre affirmation.

(¢) Montrons que F = H~(0)
Cela revient & montrer que v := lim._,o inf{y,|Jy € R*71, f(y,y,) < 1} = 0. Si l'on

suppose par I'absurde que 7 > 0, alors comme xp, — xr dans L}, . (R™), on a:
J

HY(B(0,7)) = L"(B(0,7) N F) = lim £"(B(0,7) NE,, )

j—o0
. L"(B(0,yr,) N E)
= lim .
j—oo (’l"kj)n

Ce qui contredit le point 2. du lemme 5.5.
De la méme maniére, si v < 0 cela contredit le 1. du lemme 5.5.

Ce théoréme nous permet de calculer quelques limites qui peuvent paraitre intuitives.

Corollaire 5.6.1 (Sur I'explosion homothétique de la frontiére réduite). Soit x € O*E, alors

L™ (B(z,r)NENHY (z)) -0

rm

1. limrﬁo

2. lim,_,o ZABEONEOH @) _

rn

3. lim, o APEIZEOL — 1,

H—1(0B(z,r)

H' (x|
Hlx

Figure 8: Exemple du corollaire 5.6.1 en dimension 2.
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Définition 5.7. Un vecteur unitaire vg(x) satisfaisant 1. est appelé la normale extérieure
unitaire de Lebesgue, o E en .

Preuve. 1. On a:

LY B(z,r)NENH'(2))

Tn

= L"(B(z,1) N E, N H (z))
— LBz, )N H ™ (z) N H*(x)) = 0.

2. On procéde de la méme maniére.

3. Sion se replace dans le cas x = 0, alors, d’aprés I'équation (9) de la preuve du théoréme 5.6, on
a L2ELEOD) — |1, |[(B(0,1)). Or, comme [|0H(0)[|(9B(0, 1)) = H"~1(9B(0,1)NH(0)) =
0, la troisiéme étape de la preuve du théoréme 5.6 implique que:

tim IPENEOD) -0y (5(0.1))

r—0 rn—
=H""1(B(0,1) N H(0))
=H""1(0B(0,1))

O

Le corollaire 5.6.1 nous montre que pour x € 9*, vg(z) correspond bien a 'idée qu’on se fait
de la normale extérieure unitaire de Lebesgue car localement H(x) = ((vg(z)) + ) se comporte
comme l’espace tangent & 9*E en x. De plus le 3. nous montre que localement, ||0F| agit comme
on le pensait; de maniére similaire & H" 'L IE.

Théoréme 5.8 (Théoréme de structure des ensembles de périmétre fini). Soit E C R™ de périmétre
fini.

1. Alors:
O*FE = U1 K UN,

avec ||OE||(N) = 0 et K}, est un sous-ensemble d’une C*-hypersurface Sk.
2. De plus, vg |k, est normale & cette hypersurface Sk, et
3. |0E| = H ' LO*E

Preuve. Cette preuve vise a se ramener aux conditions d’applications du théoréme d’extension de
Whitney, que nous choisissons ici d’admettre, et qui peut se comparer & un développement de
Taylor:

Théoréme 5.9 (Théoréme d’extension de Whitney). Soit C C R"™ fermé, soient f : C — R et
d: C — R" continues. On suppose que pour tout K C

sup { |f(y) = flz) —d(z) - (y — )
ly — x|

|0<|y—x|<§,m7y€K}—>0
6—0

Alors il existe une fonction f : R" — R telle que:
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1. f est C*
2 flo=1FfetDflc=d

1. Convergence uniforme

Nous commencons par ramener la convergence ||0E||-presque-partout des deux premiéres lim-
ites du corollaire 5.6.1:

o LB \ENH @) _ ()

lim,_,q E"(B(ac,r)r‘ﬁnEﬁHJr(z)) -0
lim,._,

& une convergence uniforme en appliquant le théoréme d’Egoroff®:

Théoréme 5.10 (Théoréme d’Egoroft). Si on se donne une mesure p, un ensemble A de
mesure finie, et une suite de fonctions convergeant presque partout vers g, alors pour tout
e >0 il existe B C A tel que u(A — B) < € et que la suite converge uniformément vers g sur

A

On obtient alors lexistence de (F;);eny C F disjoints et ||OF|-mesurables tels que

[0E[|(0"E — U2, Fy) = 0, [|9E|(F:) < o0,
et la convergence dans (*) est uniforme pour z € F; (i = 1,...)

2. Continuité de la normale
D’autre part, vg est ||OE|-mesurable donc selon le théoréme de Lusin:
Théoréme 5.11 (Théoréme de Lusin). Soit u une mesure borélienne sur R™ et f : R* — R™

une fonction p-mesurable. Soit A C R™ un ensemble p-mesurable et p(A) < oo. Soit € > 0.
Alors il existe K C A compact tel que

(a) p(A—K) <e

(b) flk est continue.

On obtient pour chaque F; une suite de compacts disjoints (Ef)?‘;l C F; tels que:

[0E||(F; — U2, E]) =0
vE|giest continue

Les Ezj une fois réindexés correspondent aux Kj du premier point du théoréme, et N =
F, — U;?‘;lEf.

3. Application du théoréme d’extension de Whitney 5.9

Grace a la convergence uniforme pg(d) = sup {%\O <ly—z| <d,xz,y€ Kk} -0

quand & — 0 (cela découle des limites du corollaire 5.6.1, nous écourtons ici la démonstration).

5ibid [2]
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Nous pouvons désormais appliquer le théoréme d’extension de Whitney avec f = 0 sur Kj, et
d = vg. Ainsi il existe une fonction C' notée f;, : R® — R telle que

f=0 sur K,
Dfy =vg sur Ky

Or comme |vg| =1, f est une submersion et Sy, = f*I(O) est une sous-variété C'' de dimension
n —1de R", avec Kj C Si. Cela prouve les points 1. et 2..

4. Afin de prouver le points 3., choisissons un borelien B C 0*FE. D’aprés le 8. du corollaire
5.6.1 on a, quitte & recouvrir B par des boules (B(Z(m n),7n))men de rayon r, décroissant
(avec le théoréme de recouvrement de Vitali® par exemple):

10BIB) . Tonen 10BN B nay. )

=1
H =Y (BNO*E)  n—oo 3 o H U B(@(mn) Tn))

Ce qui nous prouve bien le point voulu.
O

Maintenant que l'on a trouvé la frontiére réduite qui a toutes les propriétés que l'on veut pour
prouver le théoréme de Gauss Green, nous allons la comparer a une autre frontiére plus intuitive
dans le cadre de la théorie de la mesure.

Définition 5.12 (Frontiére de Lebesgue). Soit E C R™ de périmétre fini et x € R™. On dira que
x appartient & la frontiére de Lebesgue de E, 0. F si

1. limsup,_,, w >0, et

2. limsup, _, W > 0.

Remarquons que cela vient éliminer de la frontiére topologique tout ce qui pourrait étre vu
comme de mesure de Lebesgue nulle. Cela est illustré par la figure 9.

e ©-

,r'fF -h: !'_}l E ",d- '-u\" -";-__-:_\'-, F.-' N E ,r'f:-______?_"-l

F“"-_ ll"'-"-:H L:;' - | .= - |

S N O

Figure 9: Frontiéres topologique et de Lebesgue d’une paire d’haltéres.

Lemme 5.13. Pour E C R™ de périmeétre fini, on a:
1. O*FE C O.F, et

Sibid [2]
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2. H"1(9,E\ 0"E) = 0.

Le lemme 5.13 montre que les deux frontiéres définies ne différent pas de tant et que qu’ainsi,
la frontiére réduite est bien une frontiére de notre ensemble.

Preuve. 1. Le point 1. découle du lemme 5.5. Effectivement les constantes A; et A, étant
positives, les points 1. et 2. et 'inégalité lim sup > lim inf nous donnent 'inclusion.

W est continue d’apres le théoréme 5.1; si x € 0, F, il
existe a €]0, 1] et une suite (r;) qui converge vers 0 tels que % =a.

T,
Ainsi min{L"(B(z,r;)NE, L"(B(x,r;)\ E)} = min{«o, 1 —a} Vol(B(z,r;)), et donc I'inégalité

isopérimétrique du théoréme 5.3 implique:

2. Comme l'application r

; n n (n—1)/n
E|(B B JNE B J\FE
s PP g (L B0 BB Y
r—0 r r—0 T
. 1— (B (n—1)/n
> lim sup (mln{a, o;iVo (B, T>)> /(2C2) >0
r—0

Donc d’aprés le théoréme 5.8 limsup,_,, w > 0. Or comme H" 1 (0*F) < oo

via la méme gymnastique de recouvrement que pour la fin du théoréme 5.8 on a pour H" '-
presque tout x € R*\ 0*E

n—1 *
lim H" N B(x,r)NI*E)

r—0 rn—1

=0.

H"(B(z,r)Nd*

Ainsi, comme 2 € 0,.F \ 0*F implique limsup, _,, =1 IS 0, on en déduit que

H1(9,E \ 9°E) = 0.
O

6 Théoréme de Gauss Green

Le théoréme de Gauss-Green est en fait une conséquence du théoréme de structure des enselmble
BYV. L’essentiel du travail a consisté a identifier & la normale extérieure et a la mesure de Hausdorff
sur le bord les deux variables dont I’existence nous étaient donnés par ce théoréme. Le théoréme
de Gauss Green est alors une application de ces résultats.

Théoréme 6.1. Soit E C R" un ensemble de périmeétre fini.
1. Alors H""Y(0.EN K) < 0o pour tout K C R™ compact

2. De plus, pour H"~1- presque tout x € 0, F, il existe une unique normale unitaire extérieure

de Lebesgue telle que
/ divgodx:/ @ -vpdH" "t (%)
E 9.E

pour tout p € CH(R™;R"™).
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Preuve. Par le théoréme 4.1 de structure on a

/divgpda:z/cp-vE d||OF)||
E E

[OE[|(R™\ 8.E) =0

Or

et, par le théoréme 5.8
|0E| = H" ' LOE

et on obtient donc (x). O

7 Conclusion

Commencgons cette conclusion par quelques remarques:

1. On peut se demander pourquoi on s’est embétés a généraliser ce théoréme alors que le cas
pour E une variété a bord et ¢ dH" ! une forme différentielle de dimension n — 1 est donné
par le théoréme de Stokes.

Tout l'intérét de la version du théoréme 6.1 que 'on a démontré, en plus de ’absence de
structure de variété, vient du fait qu’il s’agit d’une équivalence. Effectivement si I’on considére
FE tel que le théoréme soit vérifié alors

Sup{/ divedz |¢ € c! (B;R™), | ¢ |< 1} =
E

Sup{/ ¢ vpdH" o e CHE;R™),|¢|< 1}
o E

< o0
Ce qui caractérise par définition les ensemble & périmétre fini.

2. De plus, outre ses nombreuses applications en physique (ou les ensembles ne sont pas toujours
trés réguliers), ce théoréme nous permet d’obtenir des informations globales (sur E tout entier)
a partir de seulement sa frontiére.

3. On peut aussi le voir comme une généralisation & n-dimension du théoréme fondamentale de
Panalyse car en dimension 1, divp = ¢'.

Pour conclure, outre ses applications et sa réciproque mathématiquement satisfaisante, le théoréme

6.1 de la divergence fait appel & des outils d’analyse fonctionnelle dont on présuppose parfois
I’existence sans nécessairement les définir rigoureusement. Ce mémoire nous a non seulement per-
mis de démontrer proprement le théoréme 3.1 de Riesz dans le cadre des fonctions C.(R™, R™)
mais aussi d’introduire la définition 2 des mesures de Hausdorff qui représentent ce qu’on intu-
itionne comme un volume s-dimensionnel dans un espace de dimension n. Nous avons aussi pu
explorer comment définir et redéfinir les bonnes notions mathématiques afin de garder les bonnes
intuitions et de renforcer la généralité d’un théoréme. Voila tout ce que nous avons appris, « tout
ce que nous savons » .

"Evariste Galois
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A Notations

div Divergence
Lr Mesure de Lebesgue de dimension n
H? Mesure de Hausdorff de dimension s
spt Support
diam Diamétre d’un ensemble
vol Volume d’un ensemble
surf Surface d’un ensemble & surface C'*
BV (U) Fonctions & variations bornées de L'(U)
VccU V est d’adhérence compacte incluse dans U
L, (U) Fonctions telles que leurs restrictions & V CC U soit dans L' (V)
XE L’indicatrice de F
B(z,r) et 0B(x,r) Boule et sphére centrées en = de rayon r
lIOE|| Mesure du périmétre de E
) Normale extérieure unitaire de Lebesgue
D, fetJ,f La différentielle et le jacobien de f en =
Vh Gradient de h
B (x,r) Boule ouverte de centre z et de rayon r
oF Frontiére topologique de E
o* Frontiére réduite de F
o F Frontiére de Lebesgue
Ne Famille régularisante
wlr Restriction de la mesure p & F
pLF(G) wFNG)
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