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Résumé

A partir d’'un modele de biologie évolutive, nous étudions un arbre N-aire aléatoire. A chaque noeud o,
on associe une variable aléatoire x, et on considére uniquement les branches de I'arbre ou les variables sont
croissantes avec la profondeur. On s’intéresse alors au comportement asymptotique de ce modele lorsque N
tend vers 400, en présentant majoritairement des résultats issus de [Chel4]. On obtient d’une part un ordre
de grandeur pour la population a la génération aN et d’autre part, une estimée de la profondeur a laquelle
I’arbre s’arréte : eN — %hl(N ). Pour conclure, on propose une modélisation informatique de ces objets, afin
d’observer graphiquement certains des résultats obtenus.
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Chapitre 1

Motivation et description du modele
d’arbre aléatoire

1.1 Premiére modélisation du mécanisme d’évolution et de sélec-
tion des génomes

Le but originel du modele mathématique que nous allons présenter est de décrire de maniere simplifiée les
mécanismes de sélection qui ont lieu au cours de I’évolution d’une espéce. 11 est dérivé d’un modele proposé
dans "How many evolutionary histories only increase fitness ¢" ([BBS16]) qui part de la description suivante :
on considere un génome simplifié avec N génes ou chaque géne posséde deux alleles, notés 0 et 1, le premier
étant I'alléle originel et le second, I’alléle mutant. On peut donc représenter chaque génotype par un N-uplet
dans {0;1}V. A chaque génome (donc & chaque N-uplet), on attribue une valeur aléatoire de survivabilité
(fitness) entre 0 et 1. Celle-ci correspond & l'aptitude a la survie des individus. Les conditions sont alors
les suivantes : le génoéme (1,1,...,1) posséde une survivabilité de 1 et tous les autres génoémes ont une
survivabilité tirée de maniére aléatoire et indépendante dans [0; 1]. Ce choix peut paraitre intriguant, mais de
nombreuses observations biologiques et modeles mathématiques privilégient de telles modélisations. En effet
le modele House of cards présente ’évolution comme 'effet de petites mutations qui entrainent une cascade
de modifications dans I'organisme de U'individu (et ce, relativement aux autres alleles déja présents, comme
présenté par exemple par Kingman [Kin78]). Et nous choisissons donc de modéliser cet aléa des modifications
par des valeurs de survivabilité uniformes, aléatoires et indépendantes entre elles.

Aux conditions précédemment présentées s’ajoute une hypothese de forte sélection, qui impose que toute
mutation défavorable ne peut subsister tandis que toute mutation favorable vient supplanter I'intégralité de
Pespece. Ainsi, ce modele s’intéresse aux déplacements croissants (pour la survivabilité et le nombre de muta-
tions) dans un hypercube de dimension N, partant du point (0,0, ...,0) jusqu’au sommet opposé (1,1,...,1).
En résumé, en notant og = (0,0,...,0) et oy = (1,1,...,1), on s’intéresse aux chemins o de longueur N ou
0i+1 s'obtient & partir de o; en changeant un 0 en 1, et oll 25, < Ty, < -+ < Ty, (T, correspondant a la
valeur de survivabilité du génome associé au point o; de ’hypercube).

Cependant, la structure de ’hypercube provoque des complications calculatoires. Afin d’éviter cette com-
plexité, on peut supposer que les chemins évolutifs sont indépendants, et donc étudier le cas d’un arbre
d’arité décroissante de N a 1 et de profondeur N, ou la racine correspond au sommet og et ou les N! feuilles
correspondent au sommet o1 et ont donc une survivabilité fixée a 1. Des lors, on s’intéresse au nombre de
chemins croissants dans un tel arbre, ou chaque noeud posseéde une valeur de survivabilité aléatoire dans
[0;1]. Bien que différent, ce modele fournit des résultats trés proches de celui de 'hypercube (de plus, il
sert d’intermédiaire de calcul, et le développement des idées dans les deux cas est similaire dans ’article de
Berestycki, Brunet et Shi [BBS16]). Il constitue la base du modeéle que nous allons étudier plus en détail.
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FIGURE 1.1 — Exemple d’arbre pour N = 4 tiré de ([BBS16]).

1.2 Le modeéle de ’arbre N-aire

C’est donc Iidée de chemins croissants dans un arbre aléatoire qui reste conservée dans notre modélisation.
On s’intéresse alors & un arbre N-aire, o, comme précédemment, chaque sommet o se voit associé de maniere
indépendante une variable aléatoire uniforme a valeurs dans [0; 1], notée x,. On notera alors |o| la profondeur
du sommet o et ), 01,09, ...,0% la lignée ascendante du sommet o (ou k = |o|).

L’objectif de notre étude est alors double : estimer le nombre de chemins croissants qui peuvent subsister
jusqu’a une génération donnée et trouver la génération critique au-dela de laquelle aucun chemin croissant ne
peut plus exister. Il s’agit évidemment d’une étude probabiliste, et ’on se posera donc ces questions dans le
cadre asymptotique ou N — oo. Il est important de noter que le choix d’une loi uniforme pour les variables
T, est en réalité peu important, et que les résultats seraient similaires pour n’importe quelle loi sans atome
puisque I'on s’intéresse uniquement a la croissance de la survivabilité (et non a sa valeur & chaque génération).
On pourrait donc se ramener au cas uniforme par "déformation" des valeurs de survivabilité.

Pour étudier ce systéme, on introduit plusieurs objets et notions. Tout d’abord, un noeud o sera dit
accessible si le chemin qui le relie & la racine (notée (}) est croissant, c’est & dire zg < x5, < -+ < To, - On
introduit alors, pour k > 1, Ax i = {0, |0| =k et o est accessible} et

F=H#ANE= D locan, = Y Lag<as, <o<an,) (1.1)

|o|=k lo|=k

On prétera attention & la valeur de zg, et on notera donc P, la mesure de probabilité P(...|zg = z) et E,
I’espérance associée. Le cas x = 0 étant représentatif, il sera étudié en détail. On pourra ensuite en déduire
des résultats sur le cas x quelconque.

Relativement a ces objets, on s’intéressera donc aux deux aspects suivants : le comportement de Zy
en fonction de k et relativement a Pg lorsque N — oo (on sera donc amené a choisir k£ comme fonction de
N) et les valeurs de k vérifiant Po(Zy > 1) — 0 lorsque N — oo (ce qui correspond & lextinction de la
population).
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FIGURE 1.2 — Arbre 3-aire aléatoire entre les profondeurs 0 et 3.

Dans la figure 1.2 ci-dessus, les noeuds accessibles sont indiqués en rouge. La valeur de la racine est fixée
a0,etona:
Zzo=1; Z31=3; Zzp=4; Z33=1

Dans la prochaine section, nous effectuerons quelques calculs préliminaires et révélateurs du comportement
de Zn j, puis nous verrons par la suite deux résultats plus précis, issus principalement de I’article ([Chel4])
sur le comportement de Zy  lorsque N — oo : une description du comportement de la variable Zy on
en fonction de «; et une approximation de la valeur d’extinction de larbre par eN — 3/2In(N). Apres
avoir prouvé ces résultats, nous proposerons une discrétisation du modele afin de pouvoir réaliser quelques
simulations informatiques.



Chapitre 2

Premiers calculs concernant le nombre
de sommets accessibles

Dans ce chapitre, on propose une étude du moment d’ordre 1 de la variable Zy j, ainsi que de sa fonction
génératrice. Ces calculs visent a aiguiller la réflexion qui sera menée par la suite.

2.1 Espérance du nombre de sommets accessibles

Considérons en premier lieu le moment d’ordre 1 de la variable aléatoire Zy .
Tout d’abord, par indépendance des variables aléatoires zg, x4, ...,%s,, O0 & que, pour o fixé tel que
‘O| = k?
P(J S AN,k) = P(x@ < Ty <00 < fgk)
1
#Sk+1
1
(k+1)!
(on est en effet ramené au choix de la bonne permutation de sorte que zp < 5, < -+ < Zg, ).
Il vient de méme que

P,(c € Any) =P(zg < 25, <+ < Zgy |z = T)
=Pz < - < g, Vi, T5; > )

1
= E(l —x)k

Par définition de Zy = Zm:k L(sy<a,, <-<z,,), OO Obtient alors :

k N¥(1 =)
Eo(Zna) = Y Bellingern, <can) = NPo(w <@gy <o <g) = ————  (21)
lo|=k ’
En appliquant les approximations de Stirling pour k!, on a :
EleF
VE>1, 2< <3 2.2
- VEkF (22)
De sorte qu’on obtient le résultat suivant :
Lemme 2.1. ) N ) ) N )
e — ) e —T)
—(———)" < E,(Z < —(—m+—+ 2.3
) Bl < () (2.3)

Ainsi, il apparait naturel dans un premier temps de prendre k de la forme aNV et d’étudier le comportement
de Zn,on en fonction de a. On a dans ce cas (grace a équivalent de Stirling) :
1 e(l—x)
E.(Z ~
r( N,aN) N—oo \/m o

oy (2.4)



2.2 Fonction génératrice du nombre de sommets accessibles

Une maniere classique d’envisager les questions concernant notre probleme est de considérer la fonction
génératrice f,EN) de la variable aléatoire Zy ;. Bien que cette méthode n’aboutisse pas, elle permet de mieux
comprendre les mécanismes en jeu dans I’étude de ce systéme. Ainsi, posons f,iN)(s,b) = Eo(s7%+®)) on
Znx(b) = Z|a\:k 1(0<$(,1<~~<ka <b)

On peut écrire : Znk41(b) = 32,121 Law<b 2o |o|=kt1 Loy=wl(2g, <@y <-<aay, , <b)" Des lors, il vient par
indépendance des variables aléatoires attachées aux noeuds :

f(N)( b) = [Eg (sl“”““Z\a\:wl1°1=W1<%1<Iaz<"'<*”k+1<b))]N

k+1
b+/ £ (5,6 — y)dy] N

=[1- b+/0 £ (s, )dy) N

On en déduit la relation suivante, comme Zy x(1) = Zy i :

) = £, / (s, y)dy]™ (2.5)

Et a fortiori :

k>, Po(Zns > 1) =1 M0 / )(0,)dy) (2.6)

Cependant, de telles formules récursives sont peu exploitables en pratique pour I’étude de Zy . Mais on
retiendra tout de méme les deux idées générales suivantes :
— L’indépendance des variables aléatoires x, attachées aux noeuds de l’arbre N-aire permettent de
disjoindre les chemins qui ont des départs différents.
— L’uniformité de la distribution des variables aléatoires x, permet d’effectuer des translations des
valeurs sur un chemin sans changer la loi.



Chapitre 3

Résultats principaux sur
Pasymptotique du nombre de chemins
croissants

On établit ici les résultats principaux concernant le comportement asymptotique de Zy  sous Py, tirés
de larticle [Chel4]. On propose au terme de ce chapitre une adaptation au cas ol xy est initialisé & un x
quelconque.

3.1 Comportement asymptotique du nombre de chemins acces-
sibles au premier ordre

Comme le révele 'encadrement de l'espérance de Zy i (2.3), la valeur de k = eN est critique dans le
comportement du systeme. Le résultat suivant propose une description asymptotique précise de la variable
Zn.on en fonction de la valeur de a.

Théoréme 3.1. On distingue 3 cas, et on désigne par 0(a) la quantité (1 — In(«)) :

1. Pour a €)0;e[, on a Py — p.s. :

. III(ZN’QN) -
O (3.1)
2. Quand N — oo :
Po(Zy.on > 1) = N~3/2F0) (3.2)

3. Pour aa>e, on a :

ln(PO(ZN aN = 1))
li — = =40 3.3
N N (@) (3:3)
Ainsi, on connait de maniere précise le comportement de Zy oy pour N — oo lorsque o < e. On donne

ci-dessous le graphe de 6(a) :

In(Zn.
0(a) = ( v, N)

FIGURE 3.1 — Graphe de 6(«) pour 0 < o < e

De plus, on observe clairement qu’au premier ordre, la génération critique d’extinction est eN, et on a
méme une estimation de la vitesse a laquelle P(Zy on > 1) tend vers 0 pour o > e.



3.2 Génération critique d’extinction

Le résultat suivant vient préciser ce qui précéde concernant I’extinction de la variable Z ;. Si au premier
ordre, on observe une extinction pour k = eN, I'étude de I'espérance de Zy ¢n—g1n(n) semble indiquer une
valeur particuliere en 8 = 1/2.En effet,

NeN—ﬂ In(N)
Bo(Zn.en—pw) = CN = Fmmn)
N v 1
eN—ﬂln(N) \/QW(GN*BIH(N))
1

~ exp(FIn(N)) =

Donc finalement,

Nﬁfl/Q

Eo(ZN,eN—pin(N)) ~N—oo —F— (3.4)
2me

Cependant, une étude plus fine en probabilité aboutit a une valeur différente, présentée dans le théoréeme
suivant :

Théoréme 3.2.
lim Po(Zyen—pmnv) > 1) =151 >3/2et0sif< 3/2 (3.5)
N—00 ’

Et a la valeur critique de f =3/2, on a :
Ve >0, pour N assez grand, Po(Zy n_zmn) =2 1) =2 N™° (3.6)

En résumé, on peut distinguer les comportements suivants pour N — oo :

B<1/2|1/2<pB<3/2|3/2<p
limy o0 Eo(ZNeN—p1a()) 0 00 00
limy 00 Po(Znen—gmnv) > 1) 0 0 1

Le cas intermédiaire pour 1/2 < S < 3/2 peut sembler contre-intuitif. En effet, le résultat précédent
affirme qu’asymptotiquement, on a en moyenne une infinité de chemins croissants qui arrivent jusqu’a la
génération eN — S1n(N) alors méme que la probabilité qu’un tel chemin existe tend vers 0.

Il faut en fait garder en mémoire que I'espérance constitue une moyenne pondérée en probabilité. Ici,
certains comportements sont tres rares mais, si ils adviennent, donnent naissance & un grand nombre de
chemins croissants. Il s’agit des chemins o1,02,...,0; o 25, < -+ < X, < € pour € tres petit et j < k
relativement grand.

L’idée principale des démonstrations proposées en 4 est alors de ne pas considérer de tels événements
lorsque I'on considére Zy i, et donc plutét de se concentrer sur des chemins "réguliers” (en un sens qui sera
précisé par la suite).

3.3 Adaptation au cas ou la racine est initialisée a une valeur x # 0

L’intégralité des résultats précédents est présentée dans le cadre de I'étude de Zy ) relativement a la
probabilité Py = P(...|xg = 0). On peut en fait transférer ces résultats & une étude selon P,. En effet, on
peut tout d’abord remarquer que I’étude des chemins croissants l’arbre N-aire avec la condition zy = = se
rameéne a I’étude d’un arbre ot chaque noeud o posséde un nombre d’enfants aléatoire suivant la loi B(N, 1—x)
(puisque chacun des N enfants dans l'arbre originel posséde une probabilité 1 — x d’étre intéressant pour
notre étude).

Ainsi, on est ramené & I’étude (sans condition sur zp) de cet objet qu’on appelle un arbre de Galton-
Watson de loi de reproduction B(N, 1 — z). La difficulté majeure pour un tel modele est alors d’avoir acces
au nombre d’individus I a une génération k donnée, ce qui est nécessaire pour pouvoir adapter les démons-
trations des résultats des sections précédentes.

Mais nous verrons par la suite (dans la section 4) que les résultats que nous montrons sont, pour la plupart,
issus d’inégalités concernant l’espérance de variables aléatoires du type Zy = Z‘U‘:k Lay<ay, <<o,)-
Ainsi, on rappelle le résultat classique suivant :



Lemme 3.3. Pour des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (X,)n>1 et une va-
riable aléatoire I indépendante des précédentes,

]~

E() X&) =E() x E(Xy) (3.7)

k=1

Ainsi, en notant Zg(n i—z)k = Zlolzk 1(z®<%1<,,,<m%) le nombre de chemins croissants jusqu’a une
génération k données dans I'arbre de Galton-Watson, on a :

EO(ZB(N,I—x),k) = (N(l - x))kP0($@ <Zgy <+ < xdk) (38)
comme E(I,) = N*(1 —x)*. Et on aura des égalités similaires pour les intermédiaires de calculs utilisés en 4.

Notons M J(f ) Ja valeur critique pour un arbre N-aire de k = eN (1 —z) — BIn(N) au-dela de laquelle
P,(Zn > 1) tend vers 0 pour N — oo, en écho au résultat (3.5). On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 3.4.

. 3
M = M),y =eN(1—2) - 5 (V) (3.9)



Chapitre 4

Preuves

Ce chapitre vise a proposer les démonstrations des résultats énoncés ci-dessus, en commencgant par quelques
lemmes préliminaires, mettant notamment en jeu 1'idée principale de Xinxin Chen ([Cheld]) : considérer les
branches de ’arbre ot la croissance des valeurs de survivabilité est réguliere.

4.1 Lemmes

Lemme 4.1. Inégalité de Paley-Zygmund
Pour une variable aléatoire positive Z de variance finie, on a, pour tout A €]0;1] :
LE(2)?

E(Z?)

P(Z>XME(Z))>(1-)) (4.1)

Une telle inégalité nous sera tres utile pour minorer les probabilités concernant Zy i et ainsi aboutir a des
résultats de convergences comme par exemple (3.6). Un grand enjeu des preuves proposées est d’appliquer ce
résultat non pas a la variable Zy ; en tant que telle mais & des variables aléatoires annexes. Une telle variable
aléatoire Z < Zy j sera choisie pour que E(Z) ait une forme plus facilement exploitable et que E(Z?) soit
majoré par une expression de la forme cE(Z) ou cE(Z)? (avec ¢ une constante positive).

Démonstration. En effet, Z = Z1;\gz) + Z1z>xg(z)- Naturellement, E(Z1z.3gz)) < AE(Z) et par
inégalité de Cauchy-Schwarz, E(Z1z5,g(2))? < E(Z2)P(Z > AE(Z)).

On en déduit que P(Z > AE(Z)) > E(Z_ZE+Z<2;E<Z))2 > (1-))? ggf) =

Comme introduit précédemment, 'idée principale des preuves proposées est la suivante : il suffit de
considérer certains types de chemins (que 'on pourrait qualifier de "réguliers" car la croissance des valeurs
des variables aléatoires est contrdlée inférieurement), qui permettent d’approcher de maniére satisfaisante
la variable aléatoire Zy i, tout en permettant des calculs plus faciles. L’intuition de considérer des chemins
"réguliers" dans I'arbre provient de l’observation suivante :

E(l’j|1’1<$2<"'<1’k):m

pour des variables aléatoires z1, ..., 2y indépendantes et & loi uniforme dans [0;1]. Ce résultat découle d’un
calcul intégral direct.

Lemme 4.2. Pour x; des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme dans
[0;1], on a :

i J—k
Vi<k<J—1, ok, J) =Pz <@y < <ap,V1<j<k, sz§): 7 (4.2)
Mais aussi, Ve € [0;1], VI <k < J :
—1
Wk, J,e) =P(zy <ap < - <ap,V1<j<k z; >e+(1—e)’—)
(4.3)

_a+ /DR +1—k)

KI(J+1) (1-e)




On notera alors AN’k’E = {0’ ‘0-| = k7 Top < -0 < Tgy, vl < .7 < k, € > €+ (1 — 5)%} et
ZN ke = #AN k. 1 vient alors :
Po(0 € Anp.c) = ¢k, k<) (4.4)

Tq,

9/10 -
8/10 -
7/10 -
6/10 -
5/10 -
4/10 A
3/10 A

2/10 -

1/10 £

FIGURE 4.1 — Exemple de chemin dans Ay . avec k =10 et e =1/5

Démonstration. La preuve du premier résultat se fait par un calcul direct :

1 Tk T2 .
J J—k
k/JJ(k=1)/J 1/J ! J k\J

Pour prouver le second, on observe (en exprimant ¢ (k, J, ) sous forme intégrale et par un changement de
variables) que ¥(k,J,¢) = ¥(k, J,0)(1 — &)*. En remarquant que (k, J, %H) = ¢(k,J + 1), on peut donc
conclure. 0

Considérons maintenant un autre type de chemins particuliers. On définit ’ensemble suivant pour 1 <

L<K: .
(j— L)y

Ap(K)={r1 <22 < <ok, VI<j <K, x; > il

} (4.5)

avec les z; des variables aléatoires uniformes dans [0; 1].
On a alors la majoration fondamentale suivante portant sur 'ensemble Ay (K) :

Lemme 4.3.
660 \/ZeK

oo >0, VI < L < K, P(ALK)) < fmm i

10



To,

9/10 +
8/10 +
7/10 +
6/10 +
5/10 +
4/10 +
3/10 +
2/104+

1/10 +

FIGURE 4.2 — Exemple de chemin dans Ay (k) avec k =10 et L =2

Idées de preuve : Cette preuve tres calculatoire repose sur des raisonnements par récurrence. On en pré-
sente ici les principales idées mais les détails ne seront pas présentés (on peut se référer & [Cheld]).

Tout d’abord, pour L = 1, on obtient (en utilisant (2.2)) :

(1+1/K)K VL K
(K+1)! — K32(K+1)K

P(AL(K)) = (K, K,0) =

Ensuite, A;(K) C A2(K) C --- C AL(K), donc on se ramene a estimer P(A4;41(K) — A;(K)). Or, on a :

Ain1(K) — Ai(K)

. (j—i—1)+ . (J =)+
K j— k—i joi—1
<Ep < <ap, Vit1<ji<k—1,2;>2 — gp< - Vk+1<j<K, z;<l "~
CkHl{ml To rr, Vi+1<j< xJ_K+1 Tk il +1<5< x; K+1}
K
= |_| Cik
k=i+1

Puis, par indépendance des variables aléatoires x;, on a P(C; 1) = pi ki x OU :

pik=P{r1 <z <+ <ap

k— i j—i
Pl 1< i<k x>
Ko Vtlsishe ez )

j—i—l})

ir =P CVE+1<j <K, ;> ~——
i,k {rr < <zg +1<7< T K11

Finalement, ¢; 1, se calcule explicitement avec (4.3) tandis que p; ;, est majoré par un habile raisonnement par
récurrence.
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4.2 Théoréme de convergence de Zy v
Preuve ducas 0 <a <e (3.1) :
ln(ZN,,,N) — a(a).

On veut montrer que Py — p.s., limy_s o N

Tout d’abord, par la majoration de I'espérance obtenue en 2.1, on a que :

1 e 1
EO(ZN,QN) < (7)05N _ 769(Q)N

2vVaN o 2vVaN

En appliquant 'inégalité de Markov pour ¢ > 0, il vient :

e—éN

2

PO(ZN7aN Z exp((e(a) + (5>N>) S

2

Des lors, par le lemme de Borel-Cantelli, on a que ¥§ > 0 :

In(Z
Po(lim sup n(Zx.an) >f(a)+6)=0 (4.7
N—o0 N
D’ott une majoration Py presque-siirement.
On souhaite désormais obtenir une minoration Py —p.s. de liminf y_, o W Pour cela, on remarque
tout d’abord que :
ZN7aN Z Z ]-acw<5 Z ]-068W
|w|=1 |o|=aN
ou B, = {o,|o] = aN,01 = w,e < Ty, < -+ < Ty, = To} Des lors, pour tout C, par indépendance des

variables aléatoires attachées aux sommets,
Po(Zyan <C)<Po( D layce > loen, <C)=[Po(luo,<c > loen, <OV
Jw]=1 |lo|=aN |o|=aN
Et donc, en distinguant le cas x, > ¢ et z,, < &, et en conditionnant par le deuxiéme événement, on obtient :
P(Znan <C) <[(1—€)+ePo( Y leep, < Cla, <o)V
|lo|=aN

Comme Py(o € B,lz, <e) =P.(0 € An,on—1), o1 a finalement que :

Po(Znan <C)<[(1—€)+ePec(Znan—1 <OV =[1 —eP.(Zyan—1 > O)NY (4.8)

Or, par définition de Zn on—1,c (donnée en (4.4)), on a Pe(Znan—1 > C) > Po(Znan-1, > C) On va
donc appliquer la formule précédente avec C' = exp(6(a)N — 3aeN) < %EO(ZMQN_LE) lorsque N est grand
et e suffisamment petit (dépendant de «). Dans ce cas, on a (avec (4.1)) :

1 1 Eo(ZN aN-—1 5)2
P.(Znan-12C) 2Po(Znan-1e 2 SE0(ZNan-16) 2 s 00—+
(Znan—1>C)>Po(Znan Le 2 5 0(ZN,aN-1,)) 4Eo(ZNaN 15)

Or, en notant o A ¢’ le plus profond ancétre commun des noeuds o et o/,

k—1
Eo(ZXke) =Eo(Znpe) +Bo(Y | DY looeans.)

q=0 |oAc’|=¢

= Eo(Zy k. +ZN"N )NZ72072P (5, 0" € Anpcl|lo Ao'| = q)

Puis, on a la majoration suivante, d’aprés (4.4) :

1

Po(o,0' € Ay pellond'|=q) = / Po(o,0' € Anillo Ad'| = q, Tonor =y)dy
et+(1-e)(q—1)/k

1

< / Po(o € AN kel®o, =) X Po(0 € AN k—q.et(1—2)q/k)AY
e+(1—e)(g—1)/k

= w(ka ka5)¢(k —4q, k — q,€ + (1 - E)q/k)
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Comme Eo(Zy,k,e) = N¥(k,k,e) > 1 pour k = aN — 1 et N suffisamment grand, on obtient lorsque
k=aN —1:

Uk =g,k —qe+ (1 —¢)g/k)
Y(k, k,e)

‘N -
Eo(Z3,c) < Eo(Znpe)*(1+ Z N ) SEo(Znpe)’(1+c)  (4.9)

Avec ¢ une constante strictement positive. (Cette majoration utilise juste ’expression explicite de ¢ donnée

n (4.3)).

En réinjectant dans (4.8), avec C = exp(f(a)N — 3aeN), on obtient :
Po(Zn,an > exp(0(a)N — 3aeN)) < e Neamrs

Et on peut donc conclure par le lemme de Borel-Cantelli que Ve > 0 suffisamment petit :

.. In(Zyan)
Py(l f——
o(limin N

N—o00

<O(a) —3ae) =0 (4.10)

Preuve du cas a > ¢ (3.3) :

On montre ici que limy o0 w =0(a).

Tout d’abord, par inégalité de Markov et d’apreés la majoration obtenue en 2.1, on obtient :
60(04)N

Po(Znan 2 1) SEo(Znan) < N

Donc :

In(Po(Znan >1
lim sup n(Po(Zvan 2 1)) <) (4.11)
N—o0 N

Pour minorer, on utilise I'idée fondamentale de I’article en considérant la variable Zn on,0 < Zn,an. Des
lors par inégalité de Cauchy-Scharz, il vient :

Eo(Zn,an0)?
Po(Znaon > 1) > Po(Znano > 1) > —/——5—
Eo(Z%,an0)
Or, de méme que pour (4.9), on a une constante ¢ > 0 telle que :
k—1
Eo(Znk0) < Bo(Zn ko)1 + > NFU(k — ¢,k — q,q/k) < Eo(Zn k0)(1 +©)
q=0
Or, d’apres (4.3) et les approximations de Stirling (2.2),
N 1 aN aN
#(aN,aN,0) = — N+ D > ¢

(@N)*N(aN + 1) = 3(aN + 1)3/2(aN)aN

Donc on obtient :

1 1 ef(@)N
Po(Znon >1) > —Eo(Znano) = —N“Ny(aN,aN,0 4.12
o(ZN,an = )_1+C 0(ZN,aN0) T+e Y(alN,aN,0) > 3(ct D(aN + 1)°72 (4.12)
Dot : In(Po(Z >1
lim inf 2EP0ENan 2 1) o gy (4.13)
N— oo N

On peut donc conclure au résultat.
Preuve du cas a =¢ (3.2) :
On montre ici que pour N — 00, Po(Zn.env > 1) = N—3/2+0(1),

Tout d’abord, on peut observer que les calculs menés pour aboutir & (4.12) restent valables pour a = e
de sorte qu’on obtient une constante A telle que :

Po(Zyeny > 1) > AN3/2 (4.14)
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Pour majorer, on utilise ’événement Ay (k) défini en (4.5) pour k = eN et L = 21In(k). Puisque :

k )
—L
Aw C Ab(k) U U Blol =i, 20, < <0, 25 < ZH}
i=L+1
On obtient :
a i—L
Po(Znen > 1) <Py(Jo € AL(k)) + Z P,(3lo| =1, 25, < < Ty, Tp < —) (4.15)
i=L+1 kt1
D’une part par inégalité de Markov et d’apres le lemme (4.6),
X 600\/Zek ecoy/21n(eN)
Po(Jo € Ar(k)) < Eo(zk Loea,(k)) <N R rEE O(—45m )
D’autre part, en appliquant aussi I'inégalité de Markov :
k i k
Z PO(Hlal =1, Loy < "< Ty, To < m) < Z EO( Z 1(9:o<2-1]f )
i=L+1 i=L+1 oC€AN,;
k .
=L .1
=2 NZ(Z+ D'
i=L+1 :
u eN e T
> G312
il k+172v/i
— O(N73/2)
(En utilisant le fait que Z’f % = 0(Vk))
En combinant les deux majorations dans (4.15), on obtient donc :
Po(Zyeny > 1) < N73/2+e) (4.16)

4.3 Estimation asymptotique du temps d’extinction M J(\(,) ) au second
ordre

Preuve du cas < 3/2 (3.5) :

Fixons 8 < 3/2 et k =eN — Bln N. Alors, de méme qu’en (4.15), on obtient :

k
eN e L
Po(Zni > 1) < N*P(AL(K)) + —)— 4.17
o(Znpk =21) < (AL(k)) ,;(lﬁ-l)z\/{' (4.17)
i=L+1
Or, avec L = 2In(N), il vient :
FLoeN el & BIn(N) ;N2
i=L+1 =L+t t
k
NB-2
<Y =
i=L+1 2/i
= O(NP=3/2)
Et aussi via (4.6) :
coVL coVL
k e” eN | _ e BIn(N) ., 8-3/2 coVL
NFP(AL () < S GEh < S (0 B e = ooz D)
En combinant ces deux estimées dans (4.17), on obtient bien que pour 5 < 3/2 :
lim P(ZN,eN—Bln(N) Z 1) =0 (418)

N—o00
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Preuve du cas > 3/2 (3.5) :
On veut ici prouver que imy 00 P(Znen—gin(v) > 1) = 1 pour 3 > 3/2.

Pour cela, on pose kg = yIn(N), Ko = eN — (f+v)In(N) et oy = w On s’intéresse alors aux
noeuds o tels que :
j—1
Ko

0 <@g, < 00 < Tgp <ONGON < Tgpy 1y <0 < Toy gy € Toyy; = O + (1 —0n)

Naturellement, en notant £ I’ensemble de tels noeuds accessibles, on a que Po(Zy,cn—gin(n) = 0) < Po(#E€ =
0), et on obtient donc, en coupant au rang ko :

Po(Znen—pinv) = 0) < Eo(1ye=o)

= Eo((12,10,5y=0) ¥ 40 "))

=Po((Lzy .4, =0) N H0 ) =1)

ol (4.19)
= P(Znk(65) = 2)Po(1zy o, 5 =0 = 1)°
z=0

= Eo(Po(Zn iy ,55 = 0)7N+0(0N))
=Eo((1 — Po(Zn,K,5y > 1))ZNko(O8))

Tout d’abord, on cherche donc & minorer Po(Zn k,.55 > 1). Par inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

Eo(Zn,k.,5)*
Po(Znks>1) > ——5—+ (4.20)
Eo(Z% K 5)
Or, par (4.4), on a pour § = dy et K = Ko :
(1+1/K)K

aN~=3? <Ey(Znxs) = N (1-80)K =<bN—3/2

(K +1)!

ou a et b sont des constantes positives.
De plus, de méme qu’en (4.9), on a C,C’" > 0 telles que :

K—1

N-1_. (K-qK-qd+(1-0q/K

Eo(Z3 x5) < Eo(Zn,k.5)(1+ Eo(Zn k. 5) ~ N Rl 1?(; 7 5§ Ja/K)
q 9 b

=0
<Eo(Znks)(1+Eo(Znxs) C i:(K[i q)3/2(6(1 f(a)K)q)
q=0

)

< Eo(Znks)(1+Eo(Zn k) C'N*/?)
< Eo(Znk,s5)(1+bC")

(en prenant K = Ky et § = d5) Finalement, en réinjectant dans (4.20), on obtient A > 0 de sorte que :
Po(Zn.kysy > 1) > ANT3/2 (4.21)

Et donc,
Po(Znen—pin(v) = 0) < Eg((1 — ANT3/2)Zn 50 (On)) (4.22)

Il s’agit désormais de prouver que Zy k,(0n) est grand avec une probabilité élevée (dans un sens que nous
allons préciser). On utilise pour ce faire deux parameétres ey et ¢y de sorte que en + 0% = dn. Dans ce cas,
il vient pour € tel que 5 — 3¢ > 3/2:

N (On) = Z 1(0<m61<~~<z0<5N

|o|=ko

= § : 1xw<5N } : 1(€N<m02<---<zo<6N:sN+5§\,; ViZ2, To; Z€N+kj—,215§\,)

|w|=1 |o|=kojo1=w
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Or, quitte a translater tous les noeuds par 1 — dy = 1 — §) — en, on observe que les variables aléa-
toires Ela\:kom:w 1(5N<z02<»--<zg<6N:sN+6§\,; Vi22, 30, 2en+ R 5) et ZN ko—1,1-5,, Ont méme distribution

de probabilité sous Py de sorte que :

Po(Zy i, (6n) < N°7°)

34+¢e N
< (Po(Lo, <oy Z Len <oy <o <ao <On=en+6ly; Vi2, a0, 2en+4A6)) = N=)) (4.23)

lo|=ko;01=w

3+4¢
=1 —entenPo(Znpy-1,1-6y, SN 2 Ny

_ (B—e4) ()
eN

Or, avec oy , on obtient que :

34¢

Eo(Zn ko-1,1-5,,) = 2N 2

lorsque N et 7 sont suffisamment grands. On a aussi, de méme qu’en (4.9) qu’il existe une constante C(8,v) >
0 telle que :

Eo(Z?v,kO,Ll,g;V) < C(B,M)E(ZN ko-1,1-01,)°
Finalement, par inégalité de Paley-Zygmund (4.1), on a :

34e
Po(ZNko-1,1-5, 2N 2 ) 2 Po(ZNko-1,1-5, = 5E0(ZNko-1,1-6) = 777 =1>0 (4.24)

[N

En réinjectant dans (4.23), il vient donc :

3te

34¢
Po(Znnk(On) SN2 ) < (1—en+en(1 = Po(Znpe-11-5, = N2 )N

34e

= exp(NIn(l —enPo(Znko-1,1-6,, =2 N 2))

3+e

< exp(—NenPo(Znko-1,1-5, 2 N 7))
< e—NENl

. _ eln(N)
qui tend vers 0 quand N — oo car ey = —_x—~

En reprenant depuis (4.22), on obtient finalement la convergence souhaitée :

3+e

Po(Znen-pimn) = 0) < Eg((1 — AN~k O8); 7, 1 (6n) > N*T) 4+ Po(Zngo (6n) < NE) (4.25)
< (1 _ /\]\[-3/2)N3;rE + e—Nle =0 '

lorsque N — oo.
Preuve du cas = 3/2 (3.6) :

De méme que dans la section précédente, on a, pour 8 = 3/2 et pour tout € > 0, que :
Po(Znen—3/2m(n) > 1) > Po(#E > 1)

=P E 1 E 1 i—1
0( (Twy <+ <TWw<IN) (ON <oy 1 < <Tog 4 gy s mok0+_7‘25N+(1*5N)]Kfo))

|w|=ko |o|=ko+Ko

_ 3/2—¢

> Py Z 1o, <<au<in) 2 N3275) (1 = Po(Zn ko5 = O)Y )
|wl=ko

_ 3/2—¢
= Po(Zn ko (5n) = N*275)(1 = (1 = Po(Zn,sep.n = V)
Or, de méme qu’en (4.21), on a A > 0 tel que :
Po(Zn.1rp5n > 1) > ANT3/2

Et avec l'inégalité de Paley-Zygmund, de la méme maniére que pour (4.24), on trouve :

B 1
Po(Znko1sy = N*/275) > M)
Or, ZN ko (ON) = ZN ko 15y donc Po(Zy ko (O8) > N3/278) > Po(Zn ky1—sy > N3/275)
On obtient donc finalement 7 > 0 :

1 _ /2—¢ _
Po(ZNnen—3/2mnvy > 1) > w(l —(1=AN ?’/Q)N3 ’ )>TN¢ (4.26)

ce qui permet de conclure.
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4.4 Arbre a loi de reproduction binomiale

On présente ici la preuve du résultat intermédiaire permettant d’obtenir finalement 1’estimation de M ](f )
donnée en (3.9) en adaptant les preuves données précédemment. Ces adaptations ne seront par contre pas
explicitées ici.

On s’intéresse donc au lemme 3.3 : on a une famille (X,,),>1 de variables aléatoires discrétes positives
identiquement distribuées d’espérance finie (typiquement de la forme 1(, cst accessibie) OU loca, () €t une
variable aléatoire discrete I positive indépendante des précédentes ayant aussi une espérance finie.

On veut alors montrer E(Z:iz1 Xi) =E() x E(X7)

Démonstration. Par théoreme de Fubini, on peut inverser série et espérance puisqu’on travaille dans un cadre
positif :

1 +o0
EO) Xp) =E)_ 1< Xk)
k=1 +O::1
=> E(1;<)E(Xy)
k=1 .
=E(Xp)E() 1<)
k=1
— E(X3)E(I)
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Chapitre 5

Discrétisation et modélisation de
I’arbre /N-aire

Dans ce chapitre, on se propose de modéliser légerement le modele en discrétisant les valeurs de surviva-
bilité afin de pouvoir effectuer quelques simulations informatiques.

5.1 Discrétisation des valeurs de survivabilité

Bien que robuste et abordable, ’étude dans le cadre asymptotique N — oo de 'arbre N-aire présente une
faiblesse majeure : une tres faible capacité de modélisation. En effet, pour un tel probleme, on souhaiterait
pouvoir observer les comportements asymptotiques sur des arbres aléatoires manipulables. Mais dans le cadre
proposé, deux aspects rendent le calcul explicite d’un tel arbre impossible :

— L’arité tres élevée de ’arbre conduit a considérer un nombre exponentiel de noeuds. Méme en ne

conservant que les noeuds "intéressant" (c¢’est-a-dire issus d’un chemin croissant dans l’arbre), le résultat
(3.1) indique que Zy y est de Pordre de e'V.

— Le choix d’une loi uniforme dans [0;1] pour les valeurs de survivabilité associées & chaque noeud
conduirait au calcul (et au stockage), d'une quantité tout aussi importante de nombre réels, ce qui est
impossible en pratique.

Une solution possible est alors de discrétiser le probleme et de se ramener a des valeurs de survivabilité
limitées, que l'on choisira entiéres et de maniére uniforme dans {1;...;h}. Cela permet de régler les deux
problémes soulevés puisque d’une part, les nombres aléatoires n’ont plus besoin d’étre stockés tels quels, et
d’autre part, les noeuds n’ont pas besoin d’étre considérés individuellement, et seule I'information de leur
valeur de survivabilité associée est importante. Les détails et limites d’une telle implémentation de ’arbre
seront discutés dans la section suivante.

Mais une question demeure dans ce nouveau modele. En effet, la variable aléatoire Zy j dénombrait le
nombre de noeuds o accessibles a la profondeur k, c’est a dire les noeuds pour lesquels xp < x5, < -+ < X4
Mais lorsque les variables aléatoires z,, suivent une loi uniforme dans [0; 1], la probabilité que deux d’entre
elles soient égales est nulle. Ce ne sera pas le cas dans notre modeéle approché. Ainsi, nous serons amenés
a considérer deux cas. Dans le premier, un noeud o tel que zyp < z,, < --- < 2, sera considéré comme
accessible, tandis que dans le deuxiéme cas, on exigera que les inégalités soient strictes pour que le noeud soit
considéré comme accessible. Pour un arbre aléatoire donné, on est donc amené a considérer les deux variables
aléatoires suivantes :

inf sup __
ZN,k = Z 1:1:@<mc,1<~--<wa et ZN,k = Z 1z@§w01§--~§m0
lo|=Fk lo|=k

Ces deux variables aléatoires sont complémentaires dans une approximation de Zy . En effet, si 'on
fixe un arbre N-aire aléatoire en prenant les valeurs de survivabilité dans [0;1] puis qu’on discrétise ces
valeurs dans {0; ﬁ; %; ..., 1} (ce qui se raméne donc & prendre des valeurs dans {1;...;h}), on obtient
I’encadrement suivant :

nf sup
ZN,k <INk < ZN,k
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Un derniére question subsiste : quelle valeur de h choisir dans le cadre d’une étude pour N grand. Il
apparalt clairement que h doit étre dépendant de N afin de garantir d’une part une précision convenable
dans cette approximation, et d’autre part un temps de calcul qui reste raisonnable. Dans ce but, on cherche
une valeur de h telle que, pour un noeud donné, ses fils prennent tous des valeurs différentes dans {1;...;h},
ce qui permet d’obtenir un comportement plus similaire & celui observé dans le cas continu (ou les fils ont
presque siirement des valeurs différentes). En notant D I'événement : "les N fils d’un noeud ont des valeurs
différentes dans {1;...;h}", il vient

h\ N! hl
AN " (h— N)ILN

P(D) = (N

En prenant N — oo, h — oo et N = o(h) (ce qui parait raisonnable dans le cadre souhaité), il vient :

h h 2 h
P(D) ~ h—N _—N ~ —N?*/2h
P~ G=F)" e Vriow e h—N
Prendre h d’ordre N2 semble alors cohérent. De plus, une telle valeur peut permettre un calcul réalisable en
pratique.

Dans un premier temps, on peut alors étudier le comportement au premier ordre des deux variables
aléatoires Z}% et Zy'h. En effet, on a :

k+h—1
BL(Z300) = B(Z ey = 1) = NP1 S oy < <y <) = 3 ()

En effet, calculer P(1 < x5, < --- < Toy < h) revient a dénombrer les fonctions croissantes de {1;...;k}

dans {1;...;h}, qui sont au nombre de ( +h— 1)
Or, on a l'estimée asymptotique suivante :
Lemme 5.1. Pour k =o0o(N), et k — oo, on a :
m ek L #ate)
~ (= ™ 5.1
(7) ~ e 6.1

Démonstration. D’apres la formule de Stirling, dans le cadre ou k — oo et N — oo, on a :

n\ n! n n"
k) kl(n—k)! 2rk(n — k) kk(n — k)n—Fk

Puisque k& = o(n), on a que m ~ \/ﬁ De plus,

(I = exp((n— B)(- (" L))

— exp((n — k)(~ In(1 — k/n)))

E ok k?
=exp((n —k)(— + 55 +0(5)))

k2 k2
= exp(k— 5+ o))
— cFe — £ (140(1))
On peut ainsi conclure & ’estimée souhaitée. O

Des lors, en prenant h = N2, pour k = o(N?) (ce qui est le cas pour les valeurs de k ol la population
survit) mais dépendant de N de sorte que k — oo lorsque N — oo, on obtient :

k+N?—1 k+N?2—1)e, 1 I
+ ) . (( + )€k (1+0(1)) (5.2)

E Zsup 2(}c+N2 1)
( Nk) Nzk < k Nk ) /727(']66

inf .
Pour ZN’,C7 on trouve :

. Nk (h—1
E(Zy1) = NP2 <, < <, <h)= (hl)k( k)
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Et donc, pour h = N? avec les mémes conditions sur k, on obtient :

in Nk N2 -1 eN 1 B _(140(1))
B2 = g x ) e e T 6:3)

Dans les deux cas, on observe qu’en prenant k& de la forme «lV, on retrouve une valeur critique pour
I’espérance de a = e, comme dans le cadre du modele initial.

5.2 Algorithme de modélisation

Discutons ici des détails pratiques de I'implémentation de I’arbre discrétisé pour le calcul de Zy .

En pratique, afin de modéliser informatiquement la structure d’arbre aléatoire discrétisé, on utilise un
tableau de dimensions k x h, qui va permettre de stocker, pour chaque génération 1 < g < k et pour chaque
valeur 1 < ¢ < h le nombre de noeuds ayant la valeur ¢ a la génération g et étant issus d’une lignée croissante
depuis la racine.

L’algorithme naif qui prend comme argument N et h est alors le suivant :

1. On pose A le tableau qui aura pour ¢®™¢ ligne la liste des noeuds de profondeur g dont le chemin a la
racine est croissant.

2. On initialise la premiére ligne de A a la liste correspondant a la racine : [1,0,0,0,...,0] de longueur h.

3. On répete les instructions suivantes tant que la derniere ligne de A n’est pas uniquement composée de
0:
— On pose Ty une liste de h 0, qui va correspondre aux futurs fils des feuilles de A.
— (%) Pour chaque feuille z de A on calcule N lois uniformes entre 0 et h. Pour chaque élément
aléatoire y (strictement )plus grand que x ainsi tiré, on ajoute +1 & la y*™ case de Tp.
— Puis on ajoute Ty a la fin de A ce qui correspond bien aux feuilles de A dont le chemin depuis la
racine est (strictement) croissant.

Un probleme demeure lorsque 1’on effectue ainsi une modélisation naive de chaque noeud. En effet, chacun
posséde N enfants. Ainsi, & la génération k il faut donc effectuer N* loi uniforme sur [0; 1] dans le pire des
cas. La complexité de cet algorithme devient exponentielle ce qui complique grandement une quelconque
exploitation des résultats, et rend inutile la démarche de discrétisation.

Des améliorations existent. On peut penser a utiliser une loi binomiale sur tous les noeuds qui sont dans
la méme case. Mais en terme de complexité, calculer une loi binomiale de parameétres n et p revient a calculer
n lois de Bernoulli, ce qui reste insatisfaisant. On peut cependant approcher la loi binomiale par une loi
normale, ce qui s’avere plus efficace car son calcul s’effectue en temps constant.

On modifie alors la ligne (x) de la maniére suivante :
Pour chaque entier k entre 0 et h :
— On appelle s le nombre de feuille de A qui sont dans la case k.
— On calcule pour chaque entier entre k et h une loi normale d’espérance Ns/h et de variance Ns(h —
1)/(h?) ce qui correspond & une loi binomiale de parameétre Ns et 1/h et permet d’avoir une ap-
proximation du nombre de noeud a ajouter dans chacune des cases de Ty d’indice plus grand que

k.

Concernant la complexité de notre algorithme final, on remarque 1’on calcule h? lois normales dans le
pire des cas & chaque nouvelle ligne. La complexité est donc d’ordre N® (puisque le nombre de générations a
considérer est d’ordre N) ce qui nous permet de faire des modélisation jusqu’a N = 50 alors que 'on était
limité a N = 10 pour l'algorithme naif.

Il est important de noter que lors de la modélisation d’un arbre, on calcule Z**f et Z5P en méme temps,
c’est-a~dire que 'on utilise les mémes tirages aléatoires. Cela revient a considérer un arbre commun et on
a compter sur ce méme arbre les chemins strictement croissants et ceux largement croissants. C’est ce qui
devrait nous permettre d’encadrer la courbe de f(a) donnée en (3.1).
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5.3 Observations

On utilise I’algorithme pour différentes valeurs de N en prenant h = N2 dans l'objectif d’observer les
similitudes entre notre modélisation et les résultats précédemment démontrés. Il est important de noter que
pour pouvoir calculer des arbres N-aire pour N > 5, on a utilisé des lois normales ce qui peut engendrer
quelques écarts avec les résultats théoriques. Cependant, pour n > 30, np > 5 et n(1 — p) > 5, on a que
Papproximation de la loi binomiale de parameétres n et p par une loi normale de parameétres np et /np(1 — p)
est tres satisfaisante. Cela montre que I'approximation effectuée qui, dans les faits, n’est utilisée que dans
ces conditions précises, ne nous éloigne pas trop de la modélisation initiale mais augmente grandement notre
puissance de calcul. Tout d’abord, suite a ces considérations, on peut donc s’intéresser a 'efficacité effective
de notre algorithme. Pour cela, on peut observer la courbe ci-dessous indiquant le temps d’exécution :
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FI1GURE 5.1 — Temps de calcul de 'algorithme en secondes en fonction du parameétre N.

On peut alors observer qu'’il est réaliste de faire des modélisations jusqu’a N = 40 (le calcul s’effectue
alors en en 1min30). Pour des valeurs de N supérieures, d’aprés la convexité de la courbe (on rappelle que la
complexité est d’ordre N°) on peut imaginer qu'un arbre d’arité N = 50 se calcule en une dizaine de minutes
mais qu’il est inutile de chercher & dépasser cette valeur. Cependant, méme avec ces valeurs relativement
faibles de IV, on parvient a observer des résultats intéressants.

On s’attend en premier lieu a ce que les courbes de ZJZ\% et Z3', viennent encadrer celle de 6(«), qui
correspond asymptotiquement au comportement de Z ;. On observe un comportement légéerement différent :

_log(Zn,an)
TN

__________________ (o) = '°9(Z’:.«N]

\ i
e o ﬂ e o
(Z3 ) In(Zgd o . PRI ;
FIGURE 5.2 — —3**=~ (en bleu) et —R**= (en orange) en fonction de a pour deux réalisations d’arbres

aléatoires discrets pour N = 20 et N = 50
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En effet, les valeurs de N considérées sont trop faibles, de sorte que méme si Zy% est une surestimation,
;
sup

1
pour N < 50, . = reste inférieur a 6(c). Il faut donc trouver une courbe théorique dépendant de N a

laquelle confronter nos résultats expérimentaux. On va donc utiliser la quantité suivante :

n(Eo(Zy,an)) . NN 1 In(2raN)

N =y =0 - =55

+ 0N oo(1/N)

On obtient alors des comportements qui semblent correspondre au modele théorique, et donc on peut s’at-
tendre & ce qu’une simulation pour N trés grand finisse par donner un bon encadrement de la courbe de 6(a).

Les courbes suivantes présentent donc une comparaison entre les résultats obtenus (en orange pour Z}(,”; N
;

et en bleu pour Z3'7 ) et la courbe théorique de W (en vert).
08 ] 038
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06 061
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04 04 1
03
02 021
01
00 ' . . : , 0.0 1
0o 05 10 15 20 25 00 02 04 06 08 10 12 14 16
FIGURE 5.3 — W en fonction de o pour deux réalisations d’arbres aléatoires discrets avec N = 10

Dans la figure précédente, on observe que, bien que dans la majorité des cas ’espérance est bien située
entre Z™f et Z5UP_il n’est pas improbable que 1'on se retrouve dans des cas dégénérés tres éloignés du modele
original.

Cependant lorsque 'on augmente N il n’y a plus de cas dégénérés (la convergence de la variable Zn on
a lieu presque sfirement) et la courbe de l'espérance se retrouve bien encadrée par Z*/ et Z“P comme
ci-dessous :

10

0.8 1

0.6 1

0.4 -

0.2 1

0.0 -

0.0 05 10 15 20 25

FIGURE 5.4 — Réalisation d’arbre pour N = 40

Et finalement, on peut observer que les courbes expérimentales dévient toujours de la courbe théorique
pour « proche de e, et ce pour marquer une extinction légerement prématuré. Cette observation semble faire
écho a l'estimation en eN — 3/2log(N) pour la génération d’extinction. Malheureusement, les N utilisés étant
trop faibles, on ne peut vérifier la valeur numérique 8 = 3/2 en pratique.
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