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Résumé

Dans ce mémoire, on présente un phénomeéne important dans
la théorie de probabilité : les grandes déviations. Tout d’abord, on
présente le principle de grandes déviations, et sous certains condi-
tions on a le théoreme de Cramér, qui estime la probabilité qu’une
somme de variables aléatoires i.i.d. soit anormalement grande. Cepen-
dant, lorsque la condition de Cramér n’est pas vérifiée (la fonction
génératrice des moments est finie dans un voisinage de origine), on
peut observer des phénomenes différents. Par exemple, on a étudié
les grandes déviations sous la condition de sous-exponentialité et on
a observé le phénomeéne de grand saut, c’est-a-dire qu’il existe une
variable aléatoire qui prend une grande valeur, tandis que les autres
variables aléatoires reste petites. Ensuite, on étudie aussi comment
les variables aléatoires sous-exponentielles sont distribuées lorsque la
grande déviation du somme est observée. Kt puis, sous une autre
condition, on a le principe du moins de grands sauts, on voit que c’est
un certain nombre de variables aléatoires qui prennent des grandes
valeurs. A la fin de ce mémoire, en adaptant la démontration de ’ar-
ticle de référence [KM22], on a obtenu quelques résultats similaires
un peu plus compliqués.

1 Théoréme de Cramér

Tout d’abord, on donne une motivation pour les grandes déviations. La
référence principale de cette section est le livre [Dem09]. De plus, on omet
la preuve des résultats de cette section, vous trouverez les preuves dans le
livre [Dem09].

Soit X;, Xo,---X,, une suite de variables aléatoires gaussiennes i.i.d
d’espérance 0 et de variance 1, on note S, = %2?21 X;, alors S,, est une
variable aléatoire gaussienne d’espérance 0 et de variance %, on a donc que
pour tout 6 > 0, P(|S,| > ) T 0. De plus, pour tout intervalle A, on a
que P(y/nS, € A) — \/% I4 e~ du.
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Notons maintenant que :

P(|S,| > ) _1_E/

2
Alors, on peut dire que la valeur de S,, est environ d’ordre ﬁ, mais

et donc L logP(|S,| >6) — 2,
n—oo

avec une petite probabilité, |S,| peut étre large.
Une question naturelle est I'existence de la limite de +logP(|S,| > 4),
c’est ce qu'on va discuter maintenant.

1.1 Le principe de grandes déviations

Le principe de grandes déviations caratérise le comportement de la li-
mite d’une famille de mesures de probabilité {u.} sur (X, B) lorsque € — 0,
en termes de la fonction de taux. Dans cette section, X est un espace topo-
logique, avec Bx le tribu borélien complété.

Définition 1.1. Une fonction de taux est une application inférieurement
semicontinue I : X — [0, 00]. Une bonne fonction de taux est une fonction

de taux pour laquelle tous les ensembles de niveau ¥;(«) et {z|I(z) < a}
sont des compacts de X. Le domaine effectif de I, noté Dy, est ’ensemble
de points de X de taux fini, ¢’est-a-dire, D; = {z|I(z) < co}.

Définition 1.2. Soit p. une famille de mesures de probabilité sur (X, B),
on dit que u. satisfie le principe de grandes déviations avec une fonction de
taux I, si pour tout I' € B, on a :

— inf I(z) <liminfelog u(T") < limsup elog p (I') < — inf I(x).
zere e—0 e—0 z€T

Dans la suite, on dit souvent que p. satisfie le PGD pour remplacer la
phrase : {u.} satisfie le principe de grandes déviations, avec fonction de
taux I.

Dans le cas ou Bx C B, le PGD est équivalent & dire que :

1. Pour tout fermée F' C X, limsupelog u(F) < —infep I(z);

e—0

2. Pour tout ouvert G C X, hm mfelog 1e(G) > —infreq I(2).

1.2 Théoréme de Cramér

Apres avoir défini le principe de grandes déviations, on peut énoncer le
théoreme de Cramér. Tout d’abord, on va donner quelques définitions. Dans
la suite, on va supposer que X = R?.

Soit X1, Xg, -, Xy, -+ une suite de variables aléatoires i.i.d a valeurs
dans R%, ol la loi de X; est pu € M;(R?). On note S,, = %Z;—Ll X, et on
note p, pour la loi de S,.



On définit A(N) &f log M () = log E[eMX1)], avee (\, x) def Z?:l Nzl
De plus, dans R¢, on utilise le norme |z| = \/(z, x).

Remarquons que A(0) = 0, et pour tout A, A(A) > 0, tandis qu’'on peut
avoir A(\) = oo pour un certain A.

Lorsque # & E[X] existe et est fini, et E[|X; — Z|?] < oo, on a que
S, — T en probabilité, étant donné que

n—oo
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En conséquence, pour tout fermé F' tel que Z ¢ F, on a que u,(F) — 0. Le
n—oo

théoreme de Cramér caractérise le taux de cette convergence par la fonction
de taux suivante :

Définition 1.3. La tranformation de Fenchel-Legendre de A()\) est

A*(z) = sup {(A\,z) — AV}

AeRd

1.2.1 Le théoréme de Cramér pour la dimension 1

Soient Dy < {AJA(N) < 0o} et Dy Lf {AJA*(\) < o0}. Le théoréme de

Cramér pour R est vrai méme si T n’existe pas.
D’abord, on donne quelques propriétés pour la démonstration de ce
théoreme :

Lemme 1.4. Pour A et A*, on a les propriétés suivantes :

1. A est une fonction convexe et A* est une fonction de taux convexe ;

2. Si Dy = {0}, alors A* est zéro. Si A(X) < 0o pour un certain X > 0,
alors T < oo, de plus, pour © > T, on a que la fonction A*(\) =
supy>o[Ar — A(N)] est non-decroissante pour x > z. Si A(\) < oo
pour un certain A < 0, alors T > —oo, de plus, pour x < T, on a
que la fonction A*(X) = supy<o[Az — A(A)] est non-croissante pour
x < T. Lorsque T est fini, alors A*(Z) =0 et infer A*(Z) =0;

3. A est différentiable sur DY avec A'(n) = E[Xe"X1]. De plus,
N(n) =y = A(y) =ny — An).

Avec ces propriétés, on peut démontrer le théoreme :

1
(n)

Théoréme 1.5. Soit X1, X5, -+, X, - - une suite de variables aléaoires
i.4.d a valeurs dans R, notons que S,, = %Z?Zl X, et que p, pour la loi
de Sy,. Alors, la suite des mesures {u,} satisfie le PGD avec la fonction de
taux convexe A*, c’est-a-dire :



1. Pour tout fermée F C R, on a que

1
lim sup — log i, (F) < — inf T*(F).

n—oo M zeF

2. Pour tout ouvert G C R, on a que

lim inf l1og tn(G) > — inf T*(G).
n

n—o00 z€G

1.2.2 Le théoréme de Cramér pour la dimension d

Dans le cas générale, on suppose que Dy = R?, i.e., A()\) < co pour tout
A. En particulier, E[|X;|?] < co et S,, — Z en probabilité.
n—oo

De méme, on énonce quelques propriétés de A et A* :

Lemme 1.6. Pour A et A*, on a les propriétés suivantes :

1. A est conveze et différentiale partout, A* est une bonne fonction de
tauzx ;

2. y=VA@n) = A(n) = (n,y) — My).

Avec ces propriétés, on peut démontrer le théoreme :
Théoreme 1.7. Soit X1, X5, -+, X,,- - une suite de variables aléaoires
i.i.d & valeurs dans R?, notons que S,, = %Z?:l X, et que iy, pour la loi

de S,,. Supposons de plus que Dy = R?. Alors, la suite des mesures {fi,}
satisfie le PGD sur R* avec la fonction de taux convexre A*,

1.2.3 Le théoréme de Gartner-Ellis

Dans le théoreme de Cramér, on suppose que les variables aléatoires sont
i.i.d., en fait, on peut faire quelques extensions pour qu’on ait un résultat
pour les variables aléatoirs non-i.i.d, ¢’est ce qu’on va présenter maintenant.

Considérons une suite de variables aléatoires Z,, € R?, ot la loi de Z,
est pn, notons que A, (\) ef log E[ef*Zn)].

Dans toute cette section, on fait les hypotheses suivantes :

1. Pour tout A € R?, la limit lim,,_,o0 A, (n)) existe dans [—oo, +0c],

et on note cette limite A(X);

2. Notons que Dy % {\ € RYA()\) < oo}, alors 0 € D5.

Soit A* la transformation de Fenchel-Legendre de A, avec Dy~ def {z €
R4 A* < oo}. Pour la suite, le but est d’énoncer les conditions sous laquelles
1 satisfie le PGD avec la fonction de taux A*.

Définition 1.8. On dit que y € R? est un point exposé de A*, sil existe
un A € R? tel que pour tout = # y, on a que

Ay) = A (y) > (A 2) — A ().

ici, A s’appelle un hyperplan exposant.



Définition 1.9. On dit quune fonction convexe A : R? —] — 00, 0] est
essentiellement lisse, si :

1. Dj est non vide;

2. A est différentiable sur DS ;

3. Pour toute suite {\,} dans D} convergeant vers un point du bord
de D3, on a que lim, o [VA(A,)| = cc.

Le résultat principal est le théoreme suivant :

Théoreme 1.10. Pour les notations ci-dessus, on a que :
1. Pour tout fermée F C R, on a que

1
lim sup — log pn, (F) < — inf T (F).

n—oo N reF

2. Pour tout ouvert G C R%, on a que

1
liminf — 1 G)>— inf TI'(G).
ggg n 08 fin(G) 2 acelgm]-‘ (@)
ou F est l’ensemble des points exposés de A* dont l'hyperplan expo-

sant appartient a D3y .

3. Si A est essentiellement lisse et semicontinue inférieurement, alors
W satisfie le PGD avec la fonction de tauxr A*.

2 La grande déviation sous la subexponentia-
lité

On peut étudier le comportement de grande déviation méme lorsque la
condition de Cramér n’est pas valide. Si l’on restreint sur une classe spéciale
de distributions (i.e. distribution & localement sous-exponentielle), on peut
observer le phénomene de grand saut. C’est a dire que la probabilité que la
somme soit dans une intervalle est approximativement égale a la probabilité
que 'un d’entre eux soit dans cette intervalle. La référence principale de
cette section est 'article [DDS08].

Soit X1, Xo,-+, X, - une suite des variables aléaoires i.i.d. a valeur
dans R. On note S, = X1 +---+ X, et A =]0, s] ot 0 < s < co. Notons que
la notation utilisée ici differe de celle de la section précédente. Notons F' la
fonction de répartition de X7, et on utilise aussi la notation F(z + A) =
Pz < Xy <xz+3s).

Définition 2.1. F est appelée a localement queue longue si
Flx+y+A) "X F(z+A), Yy eR.

De plus, F' est appelée a localement subexponentielle si I’ est a queue

longue et on a
F*2(z 4+ A) e 2F(z + A).



Intuitivement, F’ est a localement sous-exponentielle si la probabilité que
So = X7 4+ X2 soit dans la intervalle z + A est approximativement égale a
la probabilité que au moins un Xj, soit dans la intervalle x + A.

Pour décrire le phénomene de grand saut, on doit d’abord introduire
quatre suites liées a la distribution a localement sous-exponentielle.

Définition 2.2. On dit qu’une suite de nombres réels positifs {b,} est a
échelle naturelle si {f—"} est tendue.

On a le lemme suivant :
Lemme 2.3. Soit {b,} une suite & échelle naturelle. Alors il existe C > 0
tel que pourn >1,¢> 1,2 >0 on a
P(S, > 2, X1 < by, X < cbp) < Ce™ bn
P(|Sp| > @, |X1| < b, | Xn| < cby) < Ce™ n .

Définition 2.4. Soit {b,} une suite convergeant vers l'infini, on dit que
{I,,} est une suite de {b, }-insensibilité, si I,, > b, et

Flz—t+A)
sup Sup |—————

— 1| — 0.
e>1, 0<t<b, | F(z+A)

Le lemme suivant donne une motivation pour la définition précédente.

Lemme 2.5. Soit {b,} une suite convergeant vers linfini. Alors F est
a localement queue longue si et seulement s’il existe une suite de {by}-
insensibilité pour F.

La démonstration de la suffisance dans ce lemme est évidente. La démonstration
de la nécessité utilise les propriétés des fonctions a variation lente, pour ob-
tenir une certaine forme de 'uniformité.

Définition 2.6. Soit {b,} une suite convergeant vers l'infini, on dit que
{hn} est une suite de {b, }-troncature pour F si
. . nP(S2 €x+A7Xl7X2 E] —OO,—Kbn[U]hn,OOD
lim limsup sup
K—o00 nosco z>h, F(:C + A)

=0.

On a aussi une description de localement sous-exponentielle en termes
de la définition précédente.

Lemme 2.7. Soit {b,} une suite a échelle naturelle. Alors F est a locale-
ment sous-exponentielle si et seulement si F' est a localement queue longue
et il existe une suite de {by,}-troncature pour F.

Définition 2.8. Etant donné {h,}, on dit que {.J,} est une suite de {h,, }-
petit-pas pour F' si
P(S,€z+A, Xy, -, Xp < hy)

lim sup su =0.
nhe 57 2o nF(z+A)




Etant donné toutes les suites définies précédemment, on a le phénomene
de grand saut, dont vous trouverez la preuve dans article [DDS08].

Théoréme 2.9. Soient {b,} une suite & échelle naturelle, {I,} une suite
de {by}-insensibilité, {h,} une suite de {b,}-troncature et {J,} une suite
de {hy}-petit-pas. Si h, = O(by,) et hy, < J,, on a

. P(S, € x + A)
lim sup |——r»-——2

—1[=0.
n=0y>1, 40, | nF(z+A)

3 Distribution conditionée par une grande déviation

Dans cette section, on étudie comment les variables aléatoires sous-
exponentielles sont distribuées lorsque la grande déviation du somme est
observée. La référence principale de cette section est 'article [AL11].

Supposons que X,,, S, et A soient définies comme la section précédente.
On considere la loi de (X3, ,X,) conditionée & 1’événement de grande
déviation de leur somme. Plus précisément, on considere la mesure sur R"

pnz(A) =P( X1, -+, Xp) € A|S, €+ A).

On note la mesure induite de X; par p. Supposons que p soit a locale-
ment queue longue, et que pour tout n > 1 on ait

lim P(S, € z+ A)

=1
z—oo  nu(x 4+ A)

On peut aussi dit que la distribution p ici est a localement sous-exponentielle.
Notons que la définition de subexponentialité ici est plus précise par rapport
a la section précédente. Dans le cas ot A =|0, oo|, les deux définitions sont
équivalentes [Nor98].

On définit 7: YR™ — YR", ou T(Xy, -+ ,X,) échange le premier
élément maximum dans ce vecteur et X,,. Intuitivement, lorsque le phénomene
de grand saut se produit, les autres variables en dehors de 1’élément maxi-
mum sont indépendantes de la loi p. Pour préciser cette intuition, on a les
deux théoremes suivants :

Théoreme 3.1. Il existe une suite {q,} telle que

lim sup  sup |/«Ln,xT71(A x R) — Nnil(A)| =0.

N0 g>q, ACB(R?-1)

Théoréme 3.2. On suppose que A =]0, 00| ici. Alors il existe une suite
{qn} telle que

n

lim sup [|pne 0T —p" X vgllry =0

n—oo Izqn

ot vy () =P(X1 € | X1 > x) et |- |lrv signifie la variation d’une mesure
stgnée.



Avant de nous plonger dans les preuves, on fait une observation. Si p est
une mesure a localement queue longue, x — p(logz + A) est une fonction
a variation lente. Donc les limites

i MEty+A4)

=1
a—oo p(z+A)

sont uniformes lorsque y est dans un ensemble compact. En conséquence,
pour toute suite {b,} il existe une suite {l,,} telle que

A
D, % sup sup [MEFYHA)
2>l lyl<b, | (T +A)

Preuve de théoréme 3.1. Soit X = (X1, -+, X,,). Notons Mx = maxi<k<n Xk.
On note le premier indice j tel que X; = Mx par mx. De plus, on note
oIX =X, -, X, X, Xy, Xnm1, Xj) et X9 = (X4, , X)),

On introduit une suite {b,} & déterminer. Supposons que {l,} et D,
aient été choisis comme ci-dessus. Pour tout ensemble borélien A, on a

-1 =0, n— oo.

P(TX € AXR,S,€x+A)=> P(TX € AxR,S, €x+A,mx =k)
k=1

> P( kXeAxR,S’nex—i—A,mUkX:n)
1

= IF’(XEAXR,SnGerA,mX:n)
>nP(X € AxR,S, €x+ A,
|Sn71| < bnyMX"*1 < x_bn>

= n/ pw(x — Sp_1 + A) X (dP)
Xn—leANG

ot @ = {(X1,-++, Xpo1) € R 2 [ 000 Xl < by Mixy o x 0y S @ —
by }. Comme p est & localement queue longue, on a

e —Sn1+A) > p(z+A)(1—Dy)
pour tout x > [,,. Donc on a

np(x +A)

n—1
—]P’(SnEerA)P(X € ANG).

T H(AXR) > (1—-D,)

Alors

finaT YA XR) =y (A) > ((1 - Dn)m _ 1) P(X"' € ANG)

~-P(X" '€ A-QG)

_‘WHA)_ H nnMHA)’
= |P(S, ez +A) P(S, €z + A)
~P(X"t ¢ Q).



On peut remplacer A par A€ et obtenir I'estimation de I'autre co6té. Pour
conclure, on a

B B + A) nu(x + A)

LT (A R_H1A<L_1 D, — T2

T (A X R) = o ()l_‘P(SnEz+A) s, et A)
+P(X" 1 ¢ Q)

pour tout A et tout x > [,,. Comme p est a localement subexponentielle, on
peut choisir {r,} telle que

lim sup
n—oo >r,

np(z + A) _
P(S, € z + A) 1' =0

On définit ¢, = max{ry, l,, 2b,}. Pour tout = > ¢,, on a

P(X" 1 ¢ G) <P(Sy_1 > b,) +P(Mxn >z —by,)
<P(Sp—1>bp) + (n— HP(X;7 > by).

On peut donc choisir {b,,} a priori telle que les quantités ci-dessus tendent
vers 0. Alors la suite {g,} satisfie la condition. O

Preuve de théoréme 3.2. Par la décomposition de Jordan des mesures signées,
on a

n

[ oT™H — " X vgllpv = 2Sgp |Hn,o o T HU) — pu" ! x v (U)]

ol U est 'ensemble borélien de R”. Par des calculs similaires a la preuve
précédente, on a

pneo T HU)=P(TX € U|S, > )

n
>__ " pXeUS,>azmy=
_]P)(Sn>l‘) ( ISHVN >xr,mx n)
n
> " pxeUX, by, Mns by, 1S 1| < bn
_P(Sn>.’L‘) ( eU, >z + X <z+ |S 1|< )

oz +A)
_]P)(Sn>sc)u X vy(UNG x I).

ot G = {(X1,-+, Xpo1) € RV [0 Xp| < by Mix, o x, ) < @
bp} et I = (z + b,,00). Notons que 1'égalité finale est vérifiée pour les
rectangles, et que 'on peut l'utiliser pour approcher le cas général (car
toutes les mesures de probabilité boréliennes sur I’espaces polonais sont les
mesures de Radon). On a donc

np(z + A)

na o T HU) — ! <
|Un,on (U) H XVa:(U)|— ]P’(Sn>x)

- 1’ +u" T x v (G x I)°).



Comme p est a localement subexponentielle, on peut choisir {r,} telle que

lim sup |ME+A)
n—00 ng P(S, > x)

—1‘:0.

En outre, on a
P x v (G X 1)°) < pHGE) + v (19)
Pour le premier terme, on a
p NGO < P(1Sn_1] > bn) + nP(Xy > 2+ by,).

Choisissons {b,} telle que limy, o0 Sup,>o 1" ' (G¢) = 0. Pour le deuxi¢me
terme, on a
pu(z + by, + A)

px+A)

Comme p est & queue longue, il existe une suite {l,} telle que

Upno(I9)=1—

lim sup vy, . (I€) =0.

n—0o0 :DZl,,L

Alors ¢, = max{ry,,l,} satisfie la condition. O

4 Le principe du moins de grands sauts

Dans cette section, nous prouvons un principe de grandes déviations
pour la somme de n variables aléatoires indépendantes & queue lourds, qui
sont soumises a un bord de coupure mobile a I’emplacement n. Lorsque
la somme soit grande a 1’échelle n, nous montrerons qu’'un nombre fini de
variables aléatoires prend des valeurs proches du bord de coupure, tandis que
les variables aléatoires restants obéssent encore a la loi des grands nombres.

De plus, ce qu’on fait est qu’on a mondifié le démontration de I'article
[KM22] pour obtenir un autre résultat similaire, on va le discuter & la fin
de cette section.

Maintenant, on considére un tableau de variables aléatoires, dont les
variables aléatoires de la n-ieme ligne (I/V,S")7 1 < k < n) sont i.i.d. et sont
distribuées identiquement & une variable aléatoire W™ pour laquelle on a
les hypotheses suivantes :

On a que 0 < W™ < n et quil existe a > 1 tel que

1. (W), est LP-borné pour tout 1 < p < a,
2. Tl existe p > 0 tel que p,, := E[]W™] — p,

3. Il existe n,, | 0 et une fonction h :]0, 1[— [0, 00[, qui est continue et
intégrable sur des intervalles bornés a partir de zero, tels que pour

10



tout € > 0, lorsque ¢ < a,, < b, avec b, <1—n, oub, =1, et avec
Nn < by, —a, —0,o0n a

bn
P(a,n < W™ <b,) = (1+ o(1))n*a/ h(zx)dz,

Qn

olt (1) est une fonction tendant vers 0, telle que pour tout € > 0 fixé
et A, | 0, la convergence est uniforme pour tous les choix possibles
de ay, b, avec b, —a, < A,.

Maintenant, on peut énoncer le théoréme principale dans cette section :

Théoreme 4.1. Soient Wl(n), ceey Wén) des variables aléatoires indépendantes

satisfaisant les hypotheéses ci-dessus, on note S, = Wl(n)—|-~ = Wy(l") la somme

de ces variables aléatoires. Soit p > 0 un réel qui n’est pas d’entier et on
note k € N Uentier tel que k —1 < p < k.

Alors, il existe 5, | 0 tels que pour toute suite py(n) 1 p et pa(n) | p
avec pa(n) — p1(n) > 6,, on a que

P(n(p1(n)+p) < Sn < npa(n)+p)) = (1+0(1)) (3) (p2(n) = pr(n))n =" K,

ou K, d:efh(p) si0<p<1, etpourp>1,

K, d:ef/] - h(z1) -+ h(zg-1)h(p — (z1 + -+ 2p—1))d21 - - - dT),.
0,1[k—1

Dans la suite, on fait une esquisse de la démonstration de ce théoreme
avec les deux lemmes suivants, on va montrer le deuxieme lemme et omet
la démontration du premiere lemme.

Lemme 4.2. I existe ¢, | 0 tel que S, o Wl(n) + - W,Sn) satisfie :
P(‘Sn - nﬂ| > Cnn) < Cn-

On peut montrer qu’il faut qu’on ait ¢, > n~! et ¢, > n'~* pour n
grand.

Lemme 4.3. Soit k un entier fixé tel que k — 1 < p < k et on note Ty, =

Tk (n) = Wl(n) +o 4 W,En). Alors, pour toute suite o1(n),o2(n) — p avec

aa(n) —o1(n) > n,, on a que
P(noy(n) < Ty < nog(n)) = (14 o(1))(02(n) — o1(n))n K,

Démonstration. Fixons e > 0. Soit A, J 0 une suite satisfaisant n,, < A, <

o2(n) —o1(n) et m = 1&6 € N. Fixons une partition P, = {tg, - ,tm} de
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[e, 1] satisfaisant |t; — ;41| = A,, pour tout i. Alors, on a que

P(noi(n) < Ty < noa(n))

(n)
= > [T B0t < W™ <nti)li, et o 155 1, <oa()
(L1se 5k ) €[1,m]FNNF j=1

=(1+ 0(1))n—ak Z /tll dxy - - /tlk daph(zy) - - h(xk)

(U1, 1) €L, m]kNNF tiy -1 iy —1
Shoy ;1201 ()5 0y <oa(n)

> (1+ 0(1))”7“/ h(x1) -+ h(@p) Ly 4o <onim—ran d(@1, -+, Tg).

le,1[F z1t+-xp >0y (n)+kAn}

Comme h est continue sur |0, 1] et que o2(n)—kA, et 01(n)+kA,, convergent
tous vers p > k — 1 lorsque n tend vers 'infini, on a que

/ . h(Il) s h(xk)]]- {z1+ -z <og(n)—kAp d(xla t axk)
le1]

z1+xp =01 (n)+kAp}
1 1 oa(n)—kA, —(z1++xK)
= / dxy - / dxg_1h(z1) - h(mk)/ h(zy)dzy
€ € o1(n)+kAn—(x14++TK—1)
= (1+0(1))(o2(n) — o1(n) — 2kA,)

/] L h(z1) - hlxpg_1)h(p— (x1+ - +xp_1))d(z1, -+ ,dxp_1).

Comme h est positive, par le théoréeme de convergence monotone, on sait
que cette intégration converge vers K, quand ¢ tend vers 0. De plus, par le
choix de A, on a que g2(n) — o1(n) — 2kA,, = (1 + o(1))(c2(n) — o1(n)).

Ensuite, soit 0 < € < p — (k — 1) et notons que pour n grand, noy(n) <
Ti < nos(n) implique que Wi(") > € pour tout ¢, alors, on a que

P(noi(n) < Ty < noa(n))

=P(no1(n) < Tx < nog(n),vl <i <k, Wi(n) > en)
k

(n)
< > [T Pt 1 < W™ <nti)lig, st 0 o5t 6 200
(1, k) €[L,m]FNNk j=1

=(1+ 0(1))n_ak Z / . dxy - - / " daxgh(zy) - h(zg)

(U1, 1) €[1,m]kNNE tiy -1 by —1
k , k
Zj:] tlj—12”2(")’zj:1 tlj <oqp(n)

<(1+ 0(1))”7“/ h(z1) - h(@k) L oy 4o 2oy o0 —kan d(T1, 00+ @)

]E,I[k z1+-xp<oa(n)+kAn}
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De plus, comme on a que

/ . h(z1) - h(@p) L tor 1 epzor ) ko, d(X1, -+, T))
le,1]

z1+- -z <og(n)+kAn}

S/ h(z1) - h(@p) L toy 1 epzor ) —kan d(T1, -+, T ),
]0,1[*

z1+zp<og(n)+kAn}

on peut obtenir le resultat de manieére similaire.

En combinant les deux parties ci-dessus, on obtient ’équation du lemme.
O

Avec ces deux lemmes, on peut démontrer notre théoreme principal.
L’idée de la démonstration est de découper I’événement en quelques événements
et de les estimer séparément.

Preuve du théoréme 4.1. Avec les notations des lemmes et des hypotheses,

on prend une suite §, | 0, tel que &, > (, V n,. De plus, on peut supposer

que &, > n'=*Vvn~! pour tous les n > 0. Soient p1(n) 1 p et pa(n) | p deux

suites satisfaisant pa(n) — p1(n) > J,. Fixons 0 < € < % et on définit
a—1

I'intervalle

L, = Li(p1(n), p2(n)) & [n(p1(n) + p),n(pa(n) + p)].

De plus, pour 1 < m < n, on note T, = Tr,(n) := Wln) o+ W Soient
(p5(n))n et (p§ (n)), deux suites convergeant vers p satisfaisant p; (n)+6, <
p5(n) < pi(n) + 26, et pa(n) — 26, < pS(n) < pa2(n) — d,. Notons que
pz (n) = p(n) = (1+ o(1))(p2(n) — p1(n)).
Maintenant on décompose {S, € I,} en des événements disjoints et
étudier leurs probabilités séparément. On définit les événements suivants :
&1 :S, € 1,,il existe exactement k indices i1, - - - ix, tels que
Wi(ln) >en,- - ,WZ-(:) > en, et Wi(:l) + .- WZ-(:) € [np§(n), npS (n)].
&y 1S, € I,,1l existe exactement k indices i1, - - - ig, tels que
Wi(ln) > en, - ,Wi(:) > en, et Wi(ln) +--- Wi(:) ¢ [np§(n),npS (n)].
Es:S, €l,, Wi(n) > en pour au moins k + 1 indices 1.
EZ Sy € I, 1l existe exactement j indices 1, - - - i}, tels que

Wi(ln) >en,- - ,WZ—(:) > en.

Avec ces événements, on a que

k—1
{(SneL}=&U&UEU &L

Jj=0

13



La démonstration consiste en montrer que &; est I’événement dominant et
que les autres événements ont des probabilités plus petites. De plus, on
définit I’événements suivants :

Eriyein, Sn € L, W - W™ € [np (n), np§ (n)] et
Wi > en,eee Wi > en, W < en Vi ¢ {in, - ik,
i oiy S € Ly W W™ ¢ [npS (n), np§ ()] et
Wi(ln) > €n, - sz‘(:) > en,
:Sy € I, Wi(ln) > en, - W(n) > en.

Tk+1

D;

10Tk i1
On a donc les relations suivantes :

P(&) = (1)P(Errzek),
P(E2) < (1) P(Exrz..k);
]P(&g) < (kil)P(IDlz"'kk+1)'

De plus, on peut montrer les équations suivantes dont on omet la démontration.
P(&112.5) = (1 + 0(1))P(npf (n) < Tj, < npg (n)).
P(E315...6) = o((p2(n) — p1(n))n=° )
P(Dra...kk+1) = o((p2(n) — p1(n))n”~
P(E]) = o((p2(n) — pr(n))n=**(})).

Avec le deuxiéme lemme, on obtient :

P(&1) = (1+0(1)) () (o5 (n) = pf (n))n """ K.
Comme on a que p§(n) — p§(n) = (14 0(1))(p2(n) — p1(n)), on en déduit :

P(S, € I,) = (1 4+ o(1))P(&1) = (14 0(1)) () (p2(n) — p1(n))n~ " K,,.
C’est ce qu’on veut démontrer. O

En modifiant un peu la démonstration de ce théoréme, on a aboutit &
démontrer un résultat similaire, apres avoir lu 'article [KM22] donnant le
théoreme ci-dessus.

Théoréme 4.4. Soient Wl(n), ceey WT(L") des variables aléatoires indépendantes

satisfaisant les mémes hypothéses, on note S, = Wl(n) 4+ Wén) la somme
de ces variables aléatoires. Soit p > 0 un réel qui n'est pas d’entier et on
note k € N Uentier tel que k —1 < p < k.

Alors, on a que

B(S, > n(p+ ) = (1+0(1)()n*C,,
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ot C, deff h(z)dz si 0 < p <1, et pour p>1,

k
c, d:ef/] [ h(m)-.-h(xk,l)(/ h(@h— (214 - 251)) ) - - - da1.
0,1 P

Pour les deux lemmes pour la démontration, il faut seulement modifier
le deuxieme lemme :
Lemme 4.5. Soit k un entier fizé tel que k — 1 < p < k et on note T, =
Ti(n) = Wln) +t ngn)' Alors, pour toute suite o1(n) — p, on a que

P(Ty > noi(n)) = (14 o(1))n"**C,.
Comme les hypotheses disent que W < n, on a remarqué que :
P(Ty, > noi(n)) =P(noi(n) < Ty < kn).

Donc, en la modifiant un petit peu, on voit que la démonstration de cet ar-
ticle marche tres bien pour notre résultat. Par exemple, dans la démonstration
du deuxiéme lemme, on peut utiliser k£ pour remplacer o2 (n) et obtenir notre
résultat.

Avec une méthode similaire, on a réussit a démontrer une proposition
dont la démonstration n’est pas donnée par 'article :

Proposition 4.6. Soient Wl("), cee 7(Ln) des variables aléatoires indépendantes
satisfaisant les hypotheéses ci-dessus, on note S, = Wl(n)+~ = W,S") la somme
de ces variables aléatoires. Soit p > 0 un réel qui n’est pas d’entier et on
note k € N Uentier tel que k —1 < p < k.
Alors, il existe 5, | 0 tels que pour toute suite py(n) 1 p et pa(n) | p

avec pa(n) — p1(n) > 6,, on a que pour les ay,--- ,ax €]0,1],

P(Pour les k plus grands Wi(n) : Wi(ln) <ain,--- ,Wi(:) < agn|S, € I,)

— Kp_lc’p(al7 S ag).

lorsque n tend vers Uinfini, ot I, = [n(p1(n) + wu),n(p2(n) + u)] et que
Cylar,--- ,ax) est définit par :

Anp—1
/ / h(zy)---h(zp—1)h(p—(z1+ - ar—1)) iz, 4 ap 1 >p—ap}dT1 - - dTp_1.

Autrement dit, on a une convergence en loi pour les k plus grands va-
riables aléatoires parmi les Wi(") et on a donné la loi de limite.
D’une facon similaire, il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.7. Soit k un entier fixé tel que k — 1 < p < k et on note Ty, =
Ti(n) := Wl(n) +ot Wé"). Alors, pour toute suite o1(n),o2(n) — p avec
o2(n) —o1(n) > n,, on a que

P(noi(n) < Ty < noa(n), Wi(n) <anVl<i<k)
= (1+ o(1))(02(m) — o1 (W)~ Cplar, -+ ,an).
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Démonstration. Dans la preuve, on suppose que Vi, a; < 1.
Fixons € > 0. Soit A,, | 0 une suite satisfaisant n,, € A,, < 02(n)—o1(n)
et m = 1=¢ € N. Fixons une partition P,, = {to, - , &, } de [e, 1] satisfaisant

|t: — tis1] = A, pour tout i. Alors, on a que

P(noi(n) < Tj < nog(n), Wi(n) <anVl<i<k)
=z Z H P(ntl1*1 < Wj(n) < ntlj)]l{\flﬁjﬁk,tlj <aj
(11, ,lg)€[1,m]FNNF j=1 o1(n) <Yk, tzjfhzle ti;<oa(n)}
tll tlk
= (1+o(1))n =k > / dxy - / dzph(zy) - - - hzy)
(11, 1) E€[1,m]kNNE v t1;<a; iy -1 -1

Shop 1201,k 6y <oan)

> (14 o(1))n
a1—An, ap_1—ADp 1
/ dCEl/ dxk_l/ dwkh(xl)"'h(l'k)l{xkgak—An

z1+zp<oa(n)—kA,
z14-xp>01(n)+kA}

Comme h est continue sur |0, 1] et que o3(n)—kA, et o1(n)+kA,, convergent
tous vers p > k — 1 lorsque n tend vers 'infini, on a que

a1—Anp ar—1—Anp 1
/ dwl / dxk,l/ dmkh(x1)~-~h(ack)1{zk5ak_An

z1+-xp Loz (n)—kA,
14z >01(n)+kA,}

a1 —Ay, 1
2/ dxr--/ dih(z1) - h(@k) Loy (n)—kA,— (@4 +an1) Sar—A,
€ € z1+zp<o2(n)—kA,

14z >0 (n)+kA, }

a1 —A, ag—1—Ap
= / h(xl)dxl i / h(l‘k—l)dxk—l

/Ug(n)—kAn—(ml-i-m-i-zk)

h(mk)]]'{ﬂh +oTR_1202 (")_ak_(k_l)An}dmk
1(n)+kAp—(z1+--+xK)

= (14 0(1))(o2(n) —o1(n) — 2kA,)

a1—Ap, ar—1—Ap,
/ h(a)dey - / h(k1)dzerh(p — (211 + Tee1)) Lins sy bars
c c o2(n)—(k—1)A, }

Cette intégration converge vers Cy (a1, - - - ,ax) quand e tend vers 0. De plus,
par le choix de A,,, on a que o2(n)—o1(n)—2kA,, = (140(1))(c2(n)—0o1(n)).
D’une manienre pareille, on peut obtenir une borne supérieure. O

Apres avoir obtenu la convergence en loi, on a essayé de montrer une
convergence en variation totale, mais on n’a pas réussi a le démontrer.
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On prend A € B([0,1]"), B € B([0,1]) et pour 1 <14 < k, A; € B([0,1]),
on définit les mesures suivantes.
(Z)IF’(S” el,,(Wy,--- ,W,) € nA, Wy, -, W sont les k plus grands)
P(S, € I,,) ’

vn(A) =

pin(B) = P(WW € nB);
1 XX Ag) =

v(A
/- / Bw1) - h(@h1)h(p — (21 + @b 1)Ly s 4o )enydo - dTs 1.
Ay Ap_1

On veut montrer que

lim ||ty — v x u *||rv = 0.
n—oo
Mais en adaptant la démonstration de l'article [KM22], on peut seule-

ment montrer une convergence uniforme pour des ensembles de la forme
Jar, by [x -+ x]ag, bp[x B, avec ]a;, b;[C [0,1] et B € B([0,1]"7F).
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