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1 Introduction

Les groupes sont des objets fondamentaux en mathématiques. Bien qu’ils soient des objets
algébriques, ils peuvent étre étudiés du point de vue géométrique, ce qui nous permet d’améliorer
notre compréhension de leur structure algébrique.

Un des moyens de caractériser la géométrie des groupes est d’étudier leurs actions. On rappelle
qu’'un arbre est un graphe connexe sans cycle. Les actions de groupe sur les arbres sont d’un
intérét particulier.

Définition 1.0.1. Soit G un groupe et T' = (V,E) un arbre. On dit que G agit sur T par
isomorphismes si G agit sur 'ensemble des sommets V et si pour tout g € G et v1,v2 € V on a

(v1,v2) € E < (g-v1,9-v2) € E.

On dira de plus que 'action est
e sans point fixe global si pour tout v € V| il existe g € G tel que g - v # v,

e avec des stabilisateurs d’arétes finis si pour tout (vi,vs) € E, il n’existe qu'un nombre fini
de g € G tels que

{U1702} = {9'11179'112},

e sans inversion d’arétes si pour tout (v1,v2) € E, il n’existe pas de g € G tel que
g-v; =vg et g-vy =11.

Toutes les actions de groupe sur des arbres considérées dans la suite seront par isomorphisme.
Tous les groupes seront en outre supposés finiment engendrés.

Bien que les actions d’un groupe contiennent de l'information sur sa structure, les groupes
peuvent eux-mémes étre vus comme des objets géométriques. Un moyen d’y parvenir est d’intro-
duire la notion de graphe de Cayley, qui dépend d’un ensemble générateur S de G. Il s’agit du
graphe ou les sommets sont les éléments de G et pour lequel deux sommets g et h sont reliés par
une aréte si et seulement si g7*h € S ou h=tg € S. Par exemple, si G = Z et S = {1}, le graphe
de Cayley associé est une droite graduée.

Les graphes de Cayley nous permettent d’introduire un invariant géométrique fondamental des
groupes que l'on appelle I’espace des bouts. De maniére informelle, il s’agit de I'ensemble des
directions vers l'infini dans le graphe de Cayley. Une fagon de décrire cet espace est de considérer
les composantes connexes infinies du graphe de Cayley lorsqu’on lui retire des ensembles finis assez
grands.

On a le premier résultat suivant :

Théoréme 1.0.2 (Freudenthal). Tout groupe finiment engendré a 0, 1, 2 ou une infinité de bouts.

On montre facilement qu’un groupe a 0 bouts si et seulement si il est fini. On peut aussi
caractériser les groupes a 2 bouts.

Théoréme 1.0.3. Un groupe finiment engendré G a 2 bouts si et seulement si G contient un
sous-groupe d’indice fini isomorphe a Z.

Le théoréme principal du mémoire est le résultat suivant :

Théoréme 1.0.4 (Stallings). Tout groupe finiment engendré qui a une infinité de bouts admet une
action sur un arbre sans point fize global, avec des stabilisateurs d’arétes finis et sans inversion
d’arétes.

La théorie de Basse-Serre nous dit alors que G est isomorphe a un produit amalgamé de la forme
G = G1 x4 G4, ot G1 et Gy sont de type fini et A est fini, ou & une extension HNN non-triviale
G = Gy1x4 d’un groupe de type fini par un groupe fini. On peut consulter le livre [12] de Serre
pour étudier ces notions.

Comme expliqué dans la section 20.7 de [5], il est intéressant de souligner que ce théoréme,
considéré comme 1'un des premiers en théorie géométrique des groupes, a permis de démontrer des
résultats longtemps restés & I’état de conjecture.



Dans ce mémoire, nous présentons des éléments d’une preuve du Théoréme [1.0.4] qui est die
a Gromov ([7], pages 228-230). Celle-ci utilise des outils de géométrie différentielle et repose sur
la notion de fonction harmonique sur une variété riemannienne. D’autres preuves du théoréme
existent, pouvant étre plus géométriques ou plus combinatoires, comme la démonstration originale
de Stallings (voir par exemple [I3] et [4]).

Dans la section[2] nous introduisons des notions de base liées & la géométrie des groupes, qui nous
permettent de démontrer les théorémes[.0.2] et Dans la section [3] nous présentons une grande
partie de la preuve de Gromov, aprés avoir rappelé quelques notions de géométrie différentielle.
En faisant agir notre groupe G sur une variété riemannienne M, nous étudions quelles propriétés
géométriques sont communes entre G et M. On utilise finalement certaines fonctions harmoniques
sur M pour construire 'arbre sur lequel G agit.

La référence principale du mémoire est le livre [5], écrit par Cornelia Drutu et Michael Kapovich.
Pour les notions de base de théorie géométrique des groupes, nous avons également consulté des
ouvrages de Loh [10] et de Meier [I1].

Notations. Pour un groupe G, on notera par la suite eg son élément neutre. Pour un ensemble
fini S, on note card(.S) son cardinal. Pour une action du groupe G sur un ensemble X, notée G ~ X,
on notera X/G le quotient de cette action. Pour un espace métrique (X,d), un point z € X et
r > 0, on dénote par B(z,r) et B(x,r) la boule respectivement ouverte et fermée de centre = et de
rayon r. Pour un sous-ensemble S de cet espace métrique et 7 > 0, on note N,.(S) le r-voisinage
de S,ie N.(S) ={z € X | d(z,S) <r}.

Remerciements. Nous remercions chaleureusement notre encadrant Eduardo Silva, qui nous
a introduit au sujet et nous a partagé de nombreuses références et de nombreux conseils.

2 Préliminaires

2.1 Premiéres définitions

Nous commencons par introduire le graphe de Cayley d’un groupe qui nous permettra de voir
tout groupe finiment engendré comme un espace métrique.

Définition 2.1.1. Soit G un groupe finiment engendré et .S un systéme de générateurs fini de G.
On appelle graphe de Cayley de G (associé a S) le graphe, noté I's, dont les sommets sont les
éléments de G, et ol les sommets g # h sont reliés par une aréte si g~'h € S ou h='g € S. On
munit ce graphe de la métrique usuelle étendant aux arétes la métrique du plus court chemin entre
les sommets.

}?{emarque 2.1.2. S étant un systéme de générateurs de G, tout élément g € G s’écrit sous la forme
Hs?, ous; € Sete = =1, donc on dispose du chemin (eg, 7', s' - s52,...,g) dans I's. Cela
;rzléntre que I'g est connexe.

Définition 2.1.3. Si g,h € G, on note dg(g, h) la longueur du plus court chemin entre g et h dans
I's. On vérifie aisément que dg induit une métrique sur G.

Remarque 2.1.4. Puisque I'g est invariant par translation, on remarque que si g, h, k € G,
dS(kgv kh) = dS(h_lgv ]-G) = dS(gv h)

Autrement dit, G agit isométriquement sur G par translation a gauche. De méme, G agit isomé-
triquement sur I'g par translation a gauche.

Lemme 2.1.5. Si S et S’ sont des systéemes de générateurs finis de G, alors ds et dg/ sont des
métriques équivalentes sur G, au sens ou

1
x> O,VQ,}L € GaX 'ds/(g,h) < dS(gvh) < /\’ds’(gah)

Démonstration. S’ étant fini, on dispose de M > 0 tel que tout élément de S’ s’écrive comme un
produit d’au plus M éléments de S U S~ donc si g,h € G, ds(g,h) < M -dg/(g,h). Le résultat
s’obtient alors par symeétrie. O



Le graphe de Cayley d’un groupe et la métrique induite dépendent de ’ensemble générateur S.
On vient néanmoins de montrer que ces métriques sont les mémes & grande échelle. Nous formalisons
maintenant ce concept dans le cadre plus général des espaces métriques.

Définition 2.1.6. Soit X et Y des espaces métriques, et f: X — Y. On dit que f est quasi-
isométrique si

E'C,b > O,Vx,x/ € X,%~dx($,$/) —b < dY(f(x)vf(x/)) < C~dx(l',$/) +b

Une application g: ¥ — X telle que fog et go f sont a distances bornées de idy et de idx
respectivement est appelée un quasi-inverse de f. Si f posséde un quasi-inverse, on dit que f est
une quasi-isométrie.

On dit enfin que f: X — Y est quasi-dense si M > 0,Vy € Y, 3z € X, dy (f(z),y) < M.

Lemme 2.1.7. Si f: X — Y est quasi-isométrique, alors f est une quasi-isométrie ssi elle est
quasi-dense.

Démonstration. Pour le sens direct, il suffit de remarquer que si g est un quasi-inverse de f, alors
on dispose de M > 0 tel que dy (f(g(y)),y) < M pour tout y € Y.

Pour le sens réciproque, en notant M une constante de quasi-densité de f, 'axiome du choix nous
donne une application g: Y — X telle que pour tout y € Y, dy(f(9(y)),y) < M. En utilisant le
caractére quasi-isométrique de f, on montre alors sans peine que g est quasi-isométrique et que
go f est a distance bornée de idx, donc g est un quasi-inverse de f. O

On en déduit le résultat suivant :

Lemme 2.1.8. Les applications quasi-isométriques et les quasi-isométries sont stables par compo-
sition.

Démonstration. Soit f: X — Y et g: Y — Z des applications quasi-isométriques de constantes
(c1,b1) et (co,bs). Pour tous z,2’ € X, on a alors

dz(9(f(x)),9(f(2"))) < ez - dy (f(x), f(2")) + b2 < cacr - dx (w,2") + c2b1 + by

Hdy (f(2), f(2')) = b2 2 L dx(z,2") — L ba

C2 C2C1 C2

Donc g o f est quasi-isométrique. Si en outre f et g sont quasi-denses, on montre que g o f lest
aussi en utilisant le caractére quasi-isométrique de g. O

On peut maintenant définir une notion de ressemblance & grande échelle.

Définition 2.1.9. Deux espaces métriques X et Y sont dits quasi-isométriques, noté X ~g; Y,
s’il existe une quasi-isométrie f: X — Y. C’est une relation d’équivalence sur les espaces métriques.

Remarque 2.1.10. Vu Lemme I'identité d’un groupe G est une quasi-isométrie de (G, dg) vers
(G,ds’). On se permettra donc d’écrire G ~¢g; X sans préciser le systéme fini S de générateurs du
groupe G.

Remarque 2.1.11. L’inclusion canonique (G,dg) — I's est isométrique et quasi-dense, et est donc
une quasi-isométrie. Donc G ~gr I's. On vérifie en outre aisément que I's est géodésique.

Introduisons une derniére définition utile.
Définition 2.1.12. Un espace métrique X est dit (¢, b)-quasi-géodésique s'il existe ¢, b > 0 tels

que pour tous z,z’ € X, il existe v: I — X qui est (c,b)-quasi-isométrique, avec I = [t,¢'] un
intervalle fermé de R, tel que v(t) = x et y(t') = 2.



2.2 Lemme de Svarc-Milnor

On montre dans cette partie un critére qui nous permettra d’établir facilement la classe de
quasi-isométrie d’'un groupe G via ses actions sur les espaces métriques.

Théoréme 2.2.1. Soit G un groupe agissant isométriquement sur un espace métrique (c, b)-quasi-
géodésique non vide (X, d). Supposons qu’il existe B C X de diametre fini tel que UgeGg -B=X
et tel que S :={g € G |g-B NB' #0} soit fini, ou B :={x € X |y € B,d(z,y) < 2b}. Alors
G est finiment engendré par S, et Uapplication g € G +— g - est une quasi-isométrie pour tout
xz € X. En particulier, G ~gr X.

Démonstration. Soit g € G et x € B. Soit : [0, L] — X une application quasi-géodésique reliant
rag-xz,etn:=/[L-7]. Pour0<j<n-—1onposet;= '-%et xj = 7(t;), et on choisit g; € G
et b; € B tel que z; = g; - b; (en prenant go = e¢ et by = x). On pose enfin t,, = L, z,, = ¢ - x,
gn =g et b, = .

Pour tout 1 < j < n, on pose s; = g;_llgj. On a alors :

b
d(bjfl,Sj . b]) = d(xj,1,$j) S c-——+ b S 2b.
C

Cela montre que s; - BN B’ # (), donc s; € S. Ainsi, g = g, = H sj, donc S engendre G.

j=1
Soit maintenant x € X et ¢: g — g - x. Quitte a translater B par un élément de G, on suppose
que z € B. Si 2’ € X, on dispose de g tel que 2’ € g- B, donc d(z’, $(g)) < diam(B). Donc ¢ est
quasi-dense. Montrons que ¢ est quasi-isométrique en encadrant, pour g € G, d(¢(eq), d(g)) (ce
qui concluera car G agit par isométries). En reprenant les notations précédentes, on a

1 b b

A((ec). 6(9)) = d(z,9 - 7) = d(y(0), /(L) = - - L—b> — ds(ec.g) — - — b

b(n

c

car L > ) et ds(eg,g) < n.Enoutre, si ds(eq,g) = n,on ades s; € S tels que (car S = S71) :

d(geq),d(9)) = d(z,g-x) = d(z HSJ x) < Zd x,8; ¢ 2 - (diam(B) + 2b) - ds(eq, g)

par inégalité triangulaire car g agit par isométries. Cela montre que ¢ est une quasi-isométrie et
conclut. O

Sur certains espaces métriques, les hypothéses du théoréme précédent peuvent étre vérifiées
plus facilement.

Définition 2.2.2. Un espace métrique (X, d) est dit propre si pour tout € X et r > 0,
Bl(z,r) = {y € X,d(z,y) <r}
est compact.

Définition 2.2.3. Une action de G sur un espace métrique (X,d) est dite propre si pour tout
B C X compact, {g € G|g- BN B # D} est fini. Elle est dite cocompacte si X/G est compact.

Corollaire 2.2.4. (gvarc—Milnor) Soit G un groupe agissant isométriquement sur un espace mé-
trigue (non vide) (X,d) qui est propre et quasi-géodésique. Si l’action est propre et cocompacte,
alors G est finiment engendré et g — g - x est une quasi-isométrie pour tout x € X.
Démonstration. Soit ¢,b > 0 tel que X soit (¢, b)-quasi-géodésique. Soit B = {B(z,r) | r > 0,z € X }.
Soit m: X — X/G la projection canonique, qui est ouverte. Par compacité de X/G, on peut écrire :

X/G=n(X)= | n(B)= U (i,7:))

BeB

Soit B = |J, B(w;,r;). Alors B est de diamétre fini, Ugeg 9B = X et B’ := Byy(B) est compact
car X est propre. Par propreté de l'action de G, {g€G|g-B NB #0} est fini, et on peut donc
appliquer le lemme de Svarc-Milnor. O



Donnons une premiére application du lemme de Svarc-Milnor.

Corollaire 2.2.5. Soit G un groupe finiment engendré et H un sous-groupe d’indice fini de G.
Alors G ~qgr H.

Démonstration. Fixons S un systéme fini de générateurs de G. On fait agir H par multiplication
a gauche sur G. On a vu précédemment que cette action est isométrique. On vérifie en outre que
G est (1,1)-quasi-géodésique, et qu'’il est propre. En effet, I's est localement fini donc une boule
de rayon fini dans G est finie et est a fortiori compacte.

Il nous reste & montrer que ’action de H est propre et cocompacte. Soit donc B C G compact.
Alors B est borné donc fini, donc {h € H | h- BN B # (0} = B- B! N H est fini. En outre,
l’ensemble G/H est en bijection avec les classes a droite de H dans G, et est donc fini puisque H
est d’indice fini dans G. Cela montre bien que G/H est compact.

En appliquant le corollaire précédent, on obtient le résultat voulu. O

2.3 Espace des bouts. Généralités

On fixe dans cette partie un espace métrique (X, d) qui est propre et localement connexe par
arcs. En particulier, une partie de X est relativement compacte si et seulement si elle est bornée
et les parties connexes de X coincident avec celles qui sont connexes par arcs. L'idée de la section
est de formaliser la notion de directions vers 'infini dans un tel espace.

Fixons un point € X. Pour n € N, notons A4,, 'ensemble des composantes connexes (par arcs)
de X \ B(z,n). Si n < m alors tout élément de A,, est inclus dans exactement un élément de A,,.
Cela nous permet de définir I'objet principal de cette section.

Définition 2.3.1. L’espace des bouts de X, noté e(X), est 'ensemble

e(X) = {a e [] 4x

On peut ainsi voir I'espace e(X) comme I’ensemble des suites décroissantes

a; 2 a; pour tous i < j}.

Co2C1D...

de composantes connexes de X \ B(z,n),n € N. De plus, toute composante C; dans une telle suite
est non bornée puisqu’elles contient des éléments & distances arbitrairement grandes de .

Remarque 2.3.2. Soit K I'ensemble des compacts de X. Pour K € K notons w(K) 'ensemble des
composantes connexes de X \ K. On aurait pu définir e(X) en considérant les a € []x i m(K)
tels que ax, D ak, si K1 C Ky. Comme (E(m, n)) est une suite exhaustive de compacts, on peut
montrer que les deux constructions sont équivalentes. En particulier, notre construction ne dépend
pas du choix de x € X.

Remarque 2.3.3. Si e(X) est fini et card(e(X)) = k on voit qu’il existe n € N tel que X \ B(z,n) a
k composantes connexes non bornées. Si A C X est tel que X \ A a k composantes connexes non
bornées, on dit que A sépare les bouts.

Exemple 2.3.4. Z a deux bouts, Z" a un bout pour n > 2, le groupe libre F;, & n > 2 générateurs
a une infinité de bouts.

On étend maintenant la topologie de X sur X = X Ue(X). Pour e = (a;);en € e(X), on prend
comme base de voisinages de e la famille (B, (€))nen, ot

B,(e)NX =a, et By(e) Ne(X) = {f = (bi)ien € e(X) | bp = ay }.

On vérifie sans peine que cela définit bien une topologie sur X.

Remarque 2.3.5. Comme dans la remarque la topologie construite ne dépend pas du choix
de z € X.

Comme les homéomorphismes préservent la connexité et la compacité, on montre le résultat
suivant.



Lemme 2.3.6. Toute action de groupe topologique G ~ X s’étend en une action topologique de
G sur X.

On a le résultat suivant (voir par exemple [5], lemme 9.14).
Proposition 2.3.7. Les espaces e(X) et X = X Ue(X) sont compacts.
Corollaire 2.3.8. L’espace X est normal.

Les quasi-isométries nous renseignent sur ce qui se passe & grande échelle et les bouts — ce qui
se passe & 'infini. Le résultat suivant est donc naturel.

Théoréme 2.3.9. Toute quasi-isométrie d’espaces métriques géodésiques propres X — X' induit
un homéomorphisme e(X) — e(X').

Esquisse de démonstration. Soit f: X — X' une (c,b)-quasi-isométrie, r = ¢+ b et C C X un
ensemble connexe. Si x1,25 € X sont tels que dx(x1,x2) < 1, alors dx/(f(x1), f(xz2)) < r. On en
déduit que le r-voisinage de f(C'), que Uon note N,.(f(C)), est connexe.

On définit une application e(f): e(X) — e(X’) comme suit. Soit e € e(X) représenté par la
suite décroissante (C;);en ot C; est une composante connexe de X \ K;, avec K; = B(x,i) pour
un certain z € X. L’ensemble connexe N,.(f(Cy)) est disjoint de B(f(x),i), ot i — i’ est une
fonction linéaire croissante et non constante qui dépend de c et b. L’application f envoie les parties
(non) bornées sur les parties (non) bornées. Soit donc D; la composante connexe non bornée de
X'\ B(f(x),i) qui contient N,.(f(Cy)). Les ensembles D; forment une suite décroissante pour
I'inclusion et définissent donc un bout €’ de X’. On pose e(f)(e) := e¢’. On montre que Papplication
ainsi construite est injective.

Montrons la surjectivité de e(f). On choisit R > 0 assez grand tel que Ng(f(X)) = X', qui
existe par quasi-densité de f. Soit €’ € e(X’) et (z}) une suite de points de X’ qui représente e’. On
prend une suite de points (x;) de X qui vérifie dy (f(z;),x;) < R. On voit alors que (z;) converge
vers un bout e € e(X) tel que e(f)(e) =€’

Vérifions finalement la continuité. En considérant des voisinages D; € X’ de ¢/ = e(f)(e), on
a comme ci-dessus f(Cy) C D; ou i — i est une fonction linéaire non-constante. Donc pour tout
j >4 ona f(C;) C D,. Ainsi le voisinage de e € e(X) défini par la paire (K;,e) est envoyé par
f dans le voisinage de ¢’ € e(X’) défini par la paire (B(f(z),i),¢e’). Cela prouve la continuité de
e(f). Comme e(X) et e(X’) sont compacts, e(f) est un homémorphisme. O

Remarque 2.3.10. Quitte & augmenter r, la méme démonstration reste valable dans le cas ou les
espaces sont quasi-géodésiques.

On en déduit directement le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.11. Si deux espaces métriques quasi-géodésiques et propres sont quasi-isSométriques,
alors ils ont des espaces des bouts homéomorphes.

Dans la suite, on utilisera surtout que les espaces des bouts de deux espaces quasi-isométriques
sont en bijection.

2.4 Espace des bouts d’un groupe

Considérons maintenant le cas des groupes finiment engendrés.

Définition 2.4.1. Soit G un groupe finiment engendré. On définit e(G) comme U'espace des bouts
de son graphe de Cayley I'g.

Remarque 2.4.2. Le lemme [2.1.5] et le théoréme [2.3.9 montrent que cette définition ne dépend pas
du choix de I'ensemble générateur S. Comme G agit sur I's isométriquement par multiplication a
gauche, le groupe G agit sur I's = I's U e(G) d’apreés le corollaire .



Le premier résultat principal sur ’espace des bouts d’un groupe est le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.3. (ou Théoréme Tout groupe finiment engendré a 0, 1, 2 ou une infinité
de bouts.

Démonstration. Supposons par 'absurde que G posséde k bouts, avec k > 2 fini. En particulier,
G est infini. Fixons un ensemble générateur S fini et soit n € N tel que I's \ B(eg, n) posséde k
composantes connexes infinies, et soit C 1'une de ces composantes. Soit g € C tel que d(eg, g) > 2n,
de sorte que B(eg,n) Ng- Bleg,n) = 0. Par translation, I's \ g - B(eg,n) posséde k composantes
connexes infinies. Or, B(eg,n) est connexe donc intersecte au plus une des composantes connexes
infinies de I's\ g-B(eq, n). Et toutes les autres composantes connexes infinies de I'g\ g- B(eg, n) sont
inclues dans C car sont reliées a g dans I's \ B(eg, n). Ainsi, en posant D = B(eg,n)Ug- B(eg,n),
I's\ D posséde au moins k—1 composantes connexes infinies inclues dans C, qui sont donc disjointes
des k — 1 autres composantes connexes infinies de T's \ B(eg,n). Donc e(G) > 2k — 2 > k,
absurde. O

On souhaite maintenant caractériser les groupes ayant un nombre de bouts fixé. On remarque
que card(e(G)) = 0 si et seulement si G est fini. La plupart des groupes vérifient card(e(G)) = 1.
Avant de s’attaquer au théoréme principal du mémoire, caractérisons le cas card(e(G)) = 2.

Théoréme 2.4.4. (ou Théoréme[1.0.3) Un groupe G finiment engendré vérifie card(e(G)) = 2 si
et seulement si G contient un sous-groupe d’indice fini isomorphe & Z.

Démonstration. Soit G un groupe contenant un sous-groupe H d’indice fini qui est isomorphe
a Z. On sait que H a deux bouts. Comme H est d’'indice fini, G et H sont quasi-isométriques
(Corollaire et ont donc le méme nombre de bouts. Ainsi card(e(G)) = 2 dans ce cas.

Réciproquement, supposons que card(e(G)) = 2. Fixons un ensemble générateur S fini et consi-
dérons le graphe de Cayley I's respectif. Soit R € N tel que B(eg, R) sépare les deux bouts. Soit X
I'union de B(eg, R) et des composantes connexes finies de I's \ B(eg, R). Alors X est fini, connexe
et I's \ X a exactement deux composantes connexes F et F' qui sont infinies.

Le groupe G agit sur lespace des bouts (Remarque . Le noyau H de cette action est
d’indice au plus 2 et donc infini. Soit Ry € N tel que X C B(eg, R1). Choisissons g € H tel que
d(eg,g) > 2Ry, alors on a g - X N X = (). Supposons sans perte de généralité que g € F. Comme
g - X est un ensemble connexe de s\ X et g =g-eq € g- X, on a que g- X C E. L’ensemble
FUX est connexe dans I's \ g- X et donc soit FUX C g-F, soit FUX C g- F. Le premier cas est
impossible parce que g fixe les bouts. Ainsi F' C g- F et g- F C E. Cela démontre en particulier
que g est d’ordre infini.

Montrons que le groupe K = (g) qui est isomorphe a Z est d’indice fini dans G. Comme F et
g+ E sont deux ensembles connexes infinies disjointes et card(e(G)) = 2, ensemble E'\ g- E est fini.
Posons donc Y = E'\ g- E et montrons que G = |J,,c, 9" - Y ce qui va conclure. Comme g- E C E
la suite (g™ - ) est décroissante pour I'inclusion. Supposons qu’il existe b € (), .y 9" - E, alors on
a g~ "b € E pour tout b € N. Comme g~ - (FUX) C Fonag™¢& F pour tour n € N*. Comme
g est d’ordre infini, (¢~") sort de tout compact pour n assez grand. En particulier g~"b € F' pour
n assez grand, ce qui est absurde. Ainsi (), .y 9" - E = 0 ce qui montre que E = J,cy9" Y. On
démontre de méme que FUX = J,cn. 97" - Y, d’ott le résultat. O

Remarque 2.4.5. Les groupes contenant un sous-groupe d’indice fini isomorphe & Z sont dits vir-
tuellement cycliques.

Le groupe Z est virtuellement cyclique. Un autre exemple auquel on peut penser est le groupe
diédral infini Do, = {(a,b | a? = b = 1) = (a,b | a® = 1,aba = b~!) = Z x Z/27 ot I'élément non
trivial de Z/27Z agit sur Z par x — —z. Ce groupe s’identifie aux isométries de Z (avec la métrique
induite par R). Ce sont en fait les seuls exemples principaux, au sens ot dans [9], Hempel démontre
le résultat suivant (lemme 11.4) :

Proposition 2.4.6. Tout groupe virtuellement cyclique G contient un sous-groupe H <G fini et
distingué tel que G/H est isomorphe 4 7 ou D.



3 Preuve de Gromov du théoréme de Stallings

Le but de cette section est de présenter I’essentiel de la preuve du théoréme de Stallings :

Théoréme 3.0.1. (ou Théorémem) Tout groupe finiment engendré qui a une infinité de bouts
admet une action sur un arbre sans point fize global, avec des stabilisateurs d’arétes finis et sans
inversion d’arétes.

La preuve utilise les notions d’énergie et de fonction harmonique sur une variété riemannienne.
Nous introduisons briévement ces notions dans la section 3.1}

Donnons tout d’abord le plan de la preuve du théoréme. On se donne un groupe G finiment
engendré qui a une infinité de bouts. On montre dans la section qu’on peut fait agir G sur une
variété M qui est donc quasi-isométrique & G et a une infinité de bouts.

Dans la section [3:3] on introduit la notion de moyennabilité qui peut étre vue comme une
inégalité isopérimétrique pour les groupes. Nous montrons en particulier qu’il existe une telle
inégalité sur G grace au fait qu’il ait une infinité de bouts. Comme G et M sont quasi-isométriques,
on a aussi une inégalité isopérimétrique sur M. Cela nous permet de controler ’énérgie des fonctions
harmoniques sur M.

Expliquons maintenant briévement la construction de ’arbre sur lequel G agit, ce qui est ’objet
de la section [3.5] Dans la section [3.4] nous montrons que toute fonction continue x: e(M) — {0,1}
admet un prolongement continu sur M qui est harmonique sur M. Notons H(M) Pensemble de
tous les prolongements harmoniques non-constantes ainsi obtenus. Pour h € H(M) on définit son
énergie

E(h) = E(h|,,)-

On définit E(M) = inf{E(h) | h € H(M)}. On démontre que E(M) > 0 et que E(M) est atteint
en utilisant un argument de compacité. C’est le moment le plus technique de la démonstration. On
fixe ensuite h € H(M) tel que E(h) = E(M) et on considére S := {z € M | h(z) = 3}. On vérifie
que pour tout g € G, on a soit g- S =9, soit g- S NS = 0.

On considére les ensembles g - S pour g € G, qui jouent le role des arétes. Les composantes de
M\ G- S, qui jouent le role des sommets de l’arbre, sont telles que chaque g - S est a la frontiére
d’exactement deux d’entre elles. L’aréte g - S relie donc ces deux composantes.

3.1 Energie et fonctions harmoniques

Dans cette partie, nous rappelons quelques notions de géométrie riemannienne. On peut consul-
ter [6] pour plus de détails.

Définition 3.1.1. Soit M une variété connexe lisse de dimension n. On dit que M est une variété
riemannienne si en chaque point m € M, l'espace tangent T, M est muni d’un produit scalaire
gm, qui dépend de maniére lisse de m.

Soit (M, g) une variété riemannienne. Pour tout m € M, on dispose d’une norme | - |, induite
par g,, sur T, M. On peut donc définir la longueur de tout chemin v: [a,b] — M qui est C! par
morceaux :

b
L(y) = / 7 ()]s o dt.

On définit une métrique d sur M comme suit : pour deux points m, m’ € M on définit dg(m,m’)
comme 'infimum des longueurs des chemins C' par morceaux reliant m a m’. C’est une métrique
qui est compatible avec la topologie de M.

Toute variété lisse peut étre munie d’'une métrique riemannienne pour laquelle ’espace métrique
sous-jacent est complet. Pour une telle métrique, le théoréme de Hopf-Rinow implique que la variété
est géodésique et propre.

Si M est une variété orientée, on dispose de plus d’une forme volume qui provient de la métrique
riemannienne, appelée volume riemannien. Dans ce cas, on définit le volume de M comme
I'intégrale de la fonction constante égale & 1 sur M par rapport au volume riemannien.

On fixe dans la suite (M, g) une variété riemannienne munie de la distance précédemment
définie.

Nous aurons besoin de la formule suivante, démontrée dans [3] :



Théoréme 3.1.2 (Formule de la co-aire). Soit f : M — R4 wune fonction lisse. Pour presque
tout t € Ry, l'ensemble Hy = f~1(t) est une hypersurface lisse de M. Si dA; est la densité d’aire
riemannienne induite sur Hy, alors pour toute fonction g positive, on a :

[ ovsav= [ ( [ gdAt>dt.

Nous allons désormais étudier des fonctions particuliéres, dites harmoniques, liées a la minimi-
sation locale de la fonctionnelle suivante :

Définition 3.1.3. Pour f: M — R une fonction lisse, on définit son énergie par U'intégrale

E(f) = /M\ddeVz /MIVfI2dV~

Remarque 3.1.4. Le gradient est obtenu en dualisant la 1-forme différentielle df sur les espaces
tangents qui sont euclidiens.

Remarque 3.1.5. L’énergie est en fait définie sur I’espace de Sobolev VV;C2 (M) des fonctions presque
strement différentiables sur M et de dérivées partielles qui sont localement a carré intégrable.

Définition 3.1.6. Une fonction f € I/Vllof (M) est dite harmonique si elle minimise localement
Pénergie, ¢’est-a-dire si pour tout p € M, il existe r > 0 tel que B(p,r) C M et tel qu’en notant
B = B(p,r), B

Vu € Wil (B).ulos = flos = E(f|5) < E(ulp).

Définition 3.1.7. Si u: M — R est lisse, on appelle laplacien de u la fonction Au = div Vu.

Proposition 3.1.8. Si f est harmonique sur M, alors elle est lisse et vérifie Af = 0. La réciproque
est vraie.

Remarque 3.1.9. Sur R", la condition d’harmonicité s’écrit simplement
n aZf
Af =0« —5 =0.
/ ; 0z?

De méme que dans le cas des fonctions harmoniques sur R™, on dispose d’un principe du
maximum dans le cadre des variétés.

Théoréme 3.1.10 (Principe du maximum). Si Q C M est une partie conneze et relativement
compacte a bord lisse, et si h: M — R est une fonction harmonique, alors hlg atteint son maximum
sur 09, et si h|q atteint un mazimum sur S, alors h est constante.

Les fonctions harmoniques sont liées & des propriétés de moyenne locale. Cela motive I'inégalité
suivante :

Lemme 3.1.11. Supposons que la courbure de Ricci de M soit minorée (cette condition est par
exemple vérifiée si M est compact). Alors pour tout R > 0, il existe une constante C telle que pour
toute fonction harmonique h : M — R et p € M tel que B(p, R) soit inclus dans une carte, on ait

h*(p) < C h*av.
B(p,R)

Nous nous intéresserons dans la suite aux rapports entre la taille d’une partie et de sa frontiére.
On suppose que M est de volume infini.

Définition 3.1.12. On définit la constante de Cheeger de M, notée h(M), comme étant
Iinfimum des quantités

aire(0f2)

vol(2)

ou €2 parcourt ’ensemble des sous-variétés ouvertes de M & adhérence compacte et a bord lisse.
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Proposition 3.1.13. Soit V = L?*(M)NC>(M), et soit \;(M) la plus petite valeur propre de A

sur V. Alors
Ju IVFP?
S P2

A1<M>=inf{ fecs°<M>\{0}}.

Montrons un résultat qui sera utile :

Lemme 3.1.14. Pour toute variété riemannienne de volume infini M on a linégalité

A (M) > Sh(M)>.
En particulier, si h(M) > 0 alors A\ (M) > 0.
Remarque 3.1.15. On a en fait méme que (comme démontré dans [2])

A (M) =0 <= h(M)=0.

Démonstration. Commencgons par montrer que pour toute fonction lisse f: M — [0, 00) & support
compact, on a

/ IVfldV > h(M) [ faV.
M M

Soit A; == f71([t,0)) et X; = OA; = f~1(t). La formule de la co-aire (Théoréme [3.1.2)) nous
donne que pour tout a < b,

b
/ |V f|dV :/ aire(Xy) dt.
71 ([a,b]) a

Comme f est a support compact, on peut écrire
/ [V f|dV :/ aire(X;) dt > h(M)/ vol(A;) dt = h(M)/ fdv.
M 0 0 M

Revenons & la preuve de l'inégalité principale. Soit donc f: M — R lisse & support compact et
non nulle. Posons F = f2, qui vérifie donc que VF = 2fV f. L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous

h(M)2</M f? alv>2 = (Z(M) /MFdV>2 < (/M VF|dV>2 =
o) so( o) ), o)

hM)? [y, IVf2dV
<
4 =, v

et donc

3.2 Action sur les variétés riemanniennes

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante qui nous permettra de travailler
avec des variétés qui ont une gedémétrie proche de celle de notre groupe G.

Proposition 3.2.1. Soit G un groupe finiment engendré. Alors il existe une variété riemannienne
M sur laquelle G agit par isométries de maniére libre, propre, totalement discontinue et cocompacte.

Le lemme de Svarc-Milnor (Corollaire [2.2.4)) et le corollaire [2.3.11] impliquent alors que si G a

une infinité de bouts, il agit sur une variété riemannienne qui a une infinité de bouts.
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Démonstration. Soit k € N tel qu’il existe k éléments de G qui engendrent le groupe. Il existe
alors un morphisme surjectif ¢;: F, — G, ot Fj est le groupe libre & k générateurs. Notons
{1,x2,..., 2t} un ensemble générateur de Fj. Soit X la surface compacte de genre k. On sait
que le groupe fondamental de X (voir par exemple [§], page 51) est

Wl(zk) = (ai,bi,i = 1,2, .. .,k | [al,bl][az,bg] e [ak,bk] = ].>

Ainsi il existe un morphisme ¢o: m (Xg) — F) tel que ¢a(a;) = ¢a(b;) = x;. En particulier ¢o est
surjectif. On obtient alors un morphisme de groupes surjectif ¢ := ¢1 o ¢o: m1(X) — G. Posons
H = Ker ¢ qui est un sous-groupe distingué de 71 (Xy). On dispose donc d’un revétement galoisien
p: M — X tel que p.(m1(M)) = H. Ainsi le groupe Aut p est isomorphe a 71 (Xg)/H = G. Ainsi
G agit de maniére libre et totalement discontinue sur M qui est une variété riemannienne. De plus,
Paction est cocompacte car M/ Aut p est homéomorphe a Xy, qui est compact. C’est une action par
isométries car elle préserve la longueur des chemins.

Montrons enfin que 'action est propre. Soit K un compact de M. Supposons par I’absurde qu’il
existe une suite infinie de G d’éléments distincts (g;)ien, et des éléments correspondants (z;);en
dans K tels que g; - x; € K. Quitte & extraire, M étant un espace métrique, on suppose que (;)
converge vers x € K, et que (g; - ©;) converge vers y € K. Mais puisque G agit par isométries,
(g; - x) converge vers y. En outre, puisque la suite (g; - ¥) est & valeurs dans dans p~!(p(x)), qui
est discret, on en déduit que (g;) est constante a partir d’un certain rang, ce qui est absurde car
I’action est libre. Ainsi 'action de G sur M est propre. O

Remarque 3.2.2. Le groupe G étant infini, la variété M construite ci-dessus est de volume infini et
n’est donc pas compacte.

3.3 Moyennabilité

Dans cette partie, on introduit une notion géométrique qui nous permettra de faire le lien entre
les propriétés géométriques d’objets discrets comme les groupes et les propriétés géométriques des
variétés.

On s’intéresse dans un premier temps aux graphes connexes infinis dont le degré maximal est
borné.

Définition 3.3.1. Soit G = (V, E) un graphe et S C V un ensemble de sommets. On appelle
frontiére de S, notée 95, le sous-ensemble de sommets de S adjacents a un sommet de V' \ S.

On peut maintenant définir la notion de moyennabilité sur les graphes.

Définition 3.3.2. Soit G un graphe. On dit que G est moyennable si pour tout € > 0 il existe
un ensemble fini non-vide de sommets S tel que

card(95S)
card(S)

< €.

Dans la suite, pour S C V et C > 0, on désignera par N (S) le C-voisinage de S :
Ne(S) ={veV|dwS) <C}.
On donne maintenant des critéres de non-moyennabilité des graphes.

Théoréme 3.3.3. Soit G = (V,E) un graphe que l'on munit de la métrique usuelle. Les trois
propriétés sutvantes sont équivalentes :
(a) G est non moyennable.
(b) Il existe C > 0 tel que pour tout S C 'V fini, I’ensemble N (S) vérifie card(Ne(S)) > 2 card(S).
(c) Il existe C >0 et f: V — V tels que pour toutv € V on ait d(v, f(v)) < C etcard(f~(v)) > 2.

On aura besoin d’un résultat classique de la théorie des graphes.
Définition 3.3.4. On dit qu'un graphe G = (Y U Z, E) est biparti si toutes les arétes du graphe

ont un sommet dans Y et un dans Z.
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Définition 3.3.5. Soit G = (Y U Z, E) un graphe biparti et k, ¢ > 1 des entiers. Un sous-ensemble
M C E d’arétes est appelé un (k, {)— couplage si chaque sommet de Y est le bout d’exactement
k arétes de M et si chaque sommet de Z est le bout d’exactement ¢ arétes de M.

Le théoréme classique en question, démontré par exemple dans [I] (pages 53-58), est le suivant :

Théoréme 3.3.6 (Hall). Soit G = (Y U Z, E) un graphe biparti dont les sommets sont de degré
borné et k > 1 un entier tel que

— Pour tout A CY fini, le nombre des sommets adjacents ¢ A dans Z est au moins k card(A).
— Pour tout B C Z fini, le nombre des sommets adjacents ¢ B dans Y est au moins card(B).

Alors G posséde un (k,1)—couplage.
On peut maintenant donner la preuve du Théoréme [3.3.3

Démonstration. Supposons que G est non moyennable. Soit d € N le degré maximal du graphe. Il
existe € > 0 tel que pour tout S C V fini,

card(9S)

card(S) — “

En particulier si ¢ := 1+ § > 1, on a pour tout S fini :

card(N7(S)) .
card(S)

Si m € N est tel que ¢™ > 2 on obtient alors :

card(N;,(9))
card(S) 2 2

Cela démontre (a) == (b). Montrons (b) == (c). Soit C' > 0 une constante qui vérifie la
propriété de (b). On peut supposer C' € N. Construisons le graphe biparti Go = (V UV, E}) qui
a pour sommets deux copies disjointes de V' et dans lequel v; et vy sont reliés par une aréte si et
seulement si d(vy,v2) < C. Le choix de la constante C' nous assure que les conditions du théoréme
de Hall sont vérifiées pour G et k = 2. On dispose donc d’un (2, 1)-couplage. Ce couplage définit
une fonction f: V — V telle que d(v, f(v)) < C et card(f~1(v)) = 2 pour tout v € V. Cette
fonction satisfait la condition de (¢).

Montrons (¢) = (b). Soient C' et f comme en (c). Pour tout ensemble fini S C V on a
F7HS) CNe(S) et card(f~1(S)) > 2card(S). Ainsi C convient dans (b).

Il ne reste plus qu’a montrer () = (a). On se donne un C' > 0 comme en (b) qu’on suppose
entier et S C V fini. Soit d > 2 le degré maximal de G. Les sommets & distance k& de S sont au
plus card(9S) - d* et donc

2 card(S) < card(Ne(S)) < card(S) + (d 4 d* + - -- 4 d°) card(dS) < card(S) + d“** card(99),

d’ott on déduit que

card(9S) card(.S).

o
Par conséquent, G est non moyennable. O

Le lemme suivant montre que la moyennabilité est un invariant quasi-isométrique.

Lemme 3.3.7. Soient Gy et Gy deux graphes quasi-isométriques. Alors G et moyennable si et
seulement si Go est moyennable.

Démonstration. Supposons que Go est non moyennable et montrons que G; est non moyennable.
On note Vi et V5 les ensembles des sommets de G; et Go que 'on munit des métriques d; et
ds induites par les métriques des graphes. Comme les deux graphes sont quasi-isométriques, on
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dispose de quasi-isométries f: Vi — Vo, g: Vo — Vi et de C > 0 entier tels que pour tout
u,v1 € Vi,ug,v9 € Vo, on a :

%mme—cs@meﬂm»sammwn+c

o, 02) — € < di(9(u2), 9(02)) < Ca(uz,v2) + C
d(go f(u1),u1) <C.

Soit d > 2 le degré maximal dans G; et Go. Considérons u,v € V; tels que f(u) = f(v). On a
dyi(u,v) < C2. Les sommets a distance k de u sont au plus au nombre de d*, ce qui montre que

card(f Y {f(W)}) < 1+d+d>+ - +d° < a1,

En particulier, pour tout X C V; on a card(f(X)) > ﬁ card(X). De méme, pour tout Y C V;
on a card(g(Y)) > —=+— card(Y).

Z 7071

Soit B > 0 tel que pour tout Y C Va, on ait card(Np(Y)) > 2card(Y), un tel B existant grace
au théoréme [3.3.3] Prenons S C V;. Pour £ € N, considérons

Se = gNes(f(95)))-
La définition de C entraine que pour tout ¢, on a Sy C Nypci2c(S). De plus

14

card(Sy) > card(S).

q2C*+2
Cela démontre que pour £ assez grand card(Nygcotac(S)) > 2card(S). Lentier £BC + 2C' vérifie
donc la condition (b) du Théoréme Ainsi G; est non moyennable comme voulu. O

Ce lemme permet de définir la moyennabilité des groupes finiment engendrés.

Définition 3.3.8. Soit G un groupe finiment engendré et S un ensemble fini de générateurs. On
dit que G est moyennable si le graphe de Cayley I's est moyennable.

Remarque 3.3.9. Les lemmes et montrent que cette définition ne dépend pas du choix
de S.

La fin de cette section s’intéresse au lien entre moyennabilité et nombre de bouts.

Définition 3.3.10. Soit X un espace métrique. Pour z € X et r > 0, on dit que la boule B(z, )
est séparante si X \ B(z,r) a au moins 3 composantes connexes non bornée.

Théoréme 3.3.11. Soit G = (V, E) un graphe muni de sa métrique naturelle. On suppose qu’il
existe r > 0 tel que tout sommet soit le centre d’une r-boule séparante. Alors G est non moyennable.

Remarque 3.3.12. Si G est un groupe ayant une infinité de bouts et si I' en est un graphe de Cayley,
alors il existe r > 0 tel que B(eg, r) soit séparante dans I'. Par invariance de T' par translation, on
en déduit que I' vérifie les hypothéses du théoréme, et est a fortiori non moyennable. Par définition,
G n’est donc pas moyennable.

Démonstration. On démontre le résultat en utilisant la caractérisation (¢) du Théoréme Soit
m > 4r 4+ 2 un entier. Soit S C V un ensemble maximal de sommets a distances deux a deux
au moins m, donné par le lemme de Zorn. Par maximalité, on a en particulier que toute boule
de rayon m dans G contient un sommet de S. Construisons une application f: S — S telle que
pour tout v € S, on ait card(f~!({v})) > 2 et d(v, f(v)) < 2m + 1. On munit 'ensemble S d’une
structure de graphe en reliant deux sommets si et seulement s’ils sont a distance au plus 2m + 1
dans G, et ce nouveau graphe, noté Gg, est encore connexe et de degré borné. Le théoreme [3.3.3|
appliqué a Gg avec la fonction f que nous construirons et la constante 1 nous dit alors que Gg
est non moyennable. En outre, 'injection de Gg dans G est quasi-isométrique et quasi-dense, et
est donc une quasi-isométrie. Le lemme permet alors de conclure que G est non moyennable,
comme voulu.
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On fixe dans la suite un sommet vy € S. Pour v € S, si d(vg,v) < m, on pose f(v) = vg. Sinon,
soit g une géodésique reliant v & vy, et x € g tel que d(v,x) = m + 1. On choisit alors f(v) parmi
les sommets les plus proches de  dans S. On sait par maximalité de S que d(f(v),z) < m, donc
d(v, f(v)) < 2m +1.

Montrons une inégalité utile pour la suite : soit u € S, B = B(u,r) C X et C,C’ des compo-
santes connexes différentes de X \ B. Alors pour tous v € SNC et v/ € SNC’, on a d(v,v’) > m+1.
En effet, si g est une géodésique reliant v a v’, elle se décompose en vz L zv’, ou € g N B, donc

d(v,v") =d(v,z) + d(z,v") > d(v,u) —r+d{u,v') —r>2m —2r >m+1

car u,v,v € S.

Soit maintenant u € S. Montrons que card(f~!({u}) > 2. Pour ce faire, on prend C une
composante connexe non bornée de G \ B(u,r) ne contenant pas vy, on considére v € C NS a
distance minimale de vy, et on montre que f(v) = u. On pourra alors conclure car B = B(u,r) est
séparante. Soit g une géodésique reliant v & vg. Elle a une intersection avec B.

Premier cas : Si d(v,vg) < m, I'inégalité précendente nous assure que v et vy ne peuvent étre
dans des composantes différentes de G \ B, donc vy € B et vg = u. Donc f(v) = vg = u, comme
voulu.

Deuxiéme cas : On suppose que d(v,vp) > m+ 1, et on prend z € g tel que d(v,z) = m + 1.

Sous-cas 2a : Supposons que z ¢ C'U B. Soit y € g N B. On a alors :

m+1= d(’U,y) + d(’y7l’) > d(yax) + d(”?”) - d(yau) > d(fﬂ,y) +m-—r.

Donc d(z,y) <r+1, et d(z,u) < d(z,y) +r < 2r+ 1. Ainsi, si w € S est tel que d(z,w) < 2r+1,
alors d(u,w) < 4r 4+ 2 < m, donc u = w. Cela montre que f(v) = u.

Sous-cas 2b : On suppose z € B. Alors d(z,u) < r, donc si w € S\ {u}, on a d(z,w) >
m — 1 > 7. Donc f(v) = u.

Sous-cas 2c : On suppose z € C. Siv’ € SN C’, ou C’ est une autre composante connexe de
G\ B que C, alors pour y € ¢’ N B sur une géodésique ¢’ entre v’ et z, on a

d(v',z) =dW',y) +d(y,z) > m —r+d(u,z) —r > d(u, z).

Donc f(v) € {u} U C. Supposons par l’absurde que f(v) = w € C. Alors d(z,w) < m, donc
d(vg, w) < d(vg,x) +m < d(vg,v). Cela contredit la définition de v, et montre une fois encore que
fv) =u. O

Enfin on utilisera le résultat (voir [5], Théoréme 18.14) technique suivant :

Proposition 3.3.13. Soit M une variété riemannienne connezxe qui est quasi-isométrique & un
groupe G finiment engendré. Alors la constante de Cheeger de M est strictement positive si et
seulement si le groupe G est non moyennable.

Corollaire 3.3.14. Soit G un groupe finiment engendré avec une infinité de bouts qui agit sur une
variété riemannienne connexe M de facon isométrique, propre, totalement discontinue et cocom-
pacte. Alors G est non moyennable et \{(M) > 0.

Démonstration. On a vu que G est non moyennable puisqu’il a une infinité de bouts, et il est quasi-
isométrique & M, donc la constante de Cheeger de M est strictement positive, et on en déduit que

A1(M) > 0 par le lemme [3.1.14 O

3.4 Prolongement harmonique

Fixons une variété riemannienne M sur lequel G agit comme dans la proposition La
variété M est donc de volume infini (Remarque et satisfait A;(M) > 0 (Corollaire [3.3.14).
De plus, la variété est géodésique et donc les parties bornées sont exactement les parties relative-
ment compactes. En particulier, comme M est non compacte, M est non bornée pour la métrique
riemannienne. On veut démontrer que les fonctions x: e(M) — {0,1} continues admettent des
prolongements continus sur M qui sont harmoniques sur M.

Montrons d’abord un lemme préliminaire.
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Lemme 3.4.1. Soit M une variété riemannienne de dimension n compléte et conneze, et soil
x: e(M)— {0,1} une fonction continue. Alors x posséde un prolongement continu ¢: M — [0, 1]
qui est lisse sur M et tel que dy|,, est a support compact dans M.

Démonstration. Comme y est continu, les ensembles A := x~1(0) et B := x~*(1) sont fermés dans
e(M) et donc dans M. Comme ’espace M est normal (Corollaire , il existe d’aprés le lemme
d’Urysohn des ouverts A C U; et B C W, a adhérences disjointes dans M. En réappliquant le
lemme d’Urysohn, on dispose d’ouverts U,V a adhérences disjointes tels que U; C U et W; C W.

On prolonge x en une fonction ¢ sur U LIV en prenant ¢ constante égale a 0 sur U et & 1 sur
W. D’aprés le théoréme d’extension de Tietze-Urysohn, la fonction continue ¢: U UW — {0,1}
peut étre prolongée en une fonction continue ¢: M — [0, 1].

Soit K := M \ (U LU W). On construit un recouvrement ouvert (V,,)meas de M comme suit :
sim € U (resp. W), on prend m € V,, C UNM (resp. WN M), et si m € K, on prend
m € Vy, € M\ (U; UWy), ot tous les V,,, sont pris assez petits pour étre difféomorphes a R™. Pour
rendre ( lisse sur M, on considére une partition de 1'unité lisse (p.,; )mensr subordonnée a (Vi) mens-
On prend un noyau régularisant p dans C°(R™) d’intégrale 1. Pour m € M, et f,: Vi, = R™ un
difféomorphisme, posons

Gm = fm((Co f2h) % p)

sur V;,,, ou * est la convolution sur R™. Alors Papplication lisse (bien définie car la somme est

localement finie)
¥ = Z PmCm
meM

est un prolongement qui convient. En effet, si € Uy, et si & € V,,,, alors V,,, C U, donc (,,(x) =0,
et par suite ¢(x) = 0. De méme, si x € W1, ¢(x) = 1. Ainsi, ¢ et ¢ colncident sur M en dehors du
compact Kq = M \ (U UWy).

En particulier, on peut prolonger ¢ sur e(M) (et ¢ coincide avec x sur cet ensemble), et le
support de del,, est un fermé inclus dans K1, et est donc compact. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.2. Soit x: e(M) — {0,1} une fonction continue. Alors x admet un prolongement
continu h harmonique sur M et d’énergie finie.

Démonstration. On va noter C°(M) 'espace des fonctions M — R qui sont C*° et a support
compact. Pour u,v € C2°(M) définissons le produit scalaire

(u,v) = /M uvdV

ol dV est le volume riemannien de M. Considérons la norme

lull e = (u, )t/

qui est induite par le produit scalaire. Comme pour toute fonction v € C°(M) la différentielle de
u est & support compact, ’énérgie E(u) est bien définie.
Définissons une autre norme sur C°(M) :

[ull = llullL2 + vV E(w).

Pour vérifier que c’est une norme on va se contenter de vérifier 'inégalité triangulaire. En effet,
pour f,g € C(M) on a

If+gll =1f + 9l + VE +9) = [If +9lle> + \// IV(f +9)I2dV <

<|If +gllee + \//(IVfI + Vg2 dvV < |fll> + llglle> + E(F) + E(g) = I£] + llgll-
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Définissons I'espace de Sobolev Wy? qui est le complété de C2°(M) par rapport & ||ul|. L’espace
VVO1 2 gidentifie naturellement a un sous-espace de I’espace de Hilbert L?(M). De plus, I’énergie se
prolonge contintiment sur W par construction.
Notons L? (M) Pespace des fonctions qui sont localement dans L?, i.e. les fonctions intégrables
sur les compacts de K. Soit ¢ une extension de y donnée par le lemme [3.4.1] Par continuité,
o € L (M) et on peut donc définir

G=p+Wy?CLE (M)

loc

Comme dy est a support compact, ’énérgie est une fonction continue ( lnon-linéaire) sur G. Posons
E =infscg E(f). Comme G est affine, on a pour tout u,v € G que “T'H’ € G et donc

E(“?’) > E.

Si w et v sont lisses, on vérifie par un calcul direct que

E(u—v)+ E(u+v) =2E(u) + 2E(v).
Par continuité de E sur G, on obtient que cela est vrai pour tous u,v € G. Ainsi, pour tous u,v € G,

u—+v

E(u—v) = 2E(u) + 2E(v) — 4E< ) < 2E(u) + 2E(v) — 4E.

Prenons une suite (u,) € GV telle que

lim E(u,) = E.

n—oo

On remarque que :
E(up — tm) < 2E(up) + 2E(uy,) —4E = 2(E(uy,) — E) + 2(E(um) — E).
On a A = A1 (M) > 0 et donc par définition de A; (M), on a

A /M P v < E(f)

pour toute fonction f € C°(M) et donc par continuité pour toute fonction f € WO1 2 Ainsi, les
fonctions v, = u, —p € VVO1 2 forment une suite de Cauchy dans WO1 -2 qui est complet. On pose
donc
v:=limv,, u=p+vEQG.
n

On a F(u) = E. Comme u minimise 1’énérgie parmi toutes les fonctions de G, u est harmonique et
donc lisse (Proposition . Il reste & démontrer que u prolonge Y.

On sait que K = Suppdy est compact et que la fonction v est harmonique en dehors de K
puisque la fonction u ’est. On a

/ v?dV < AMTTE(v) < .
M

Soit 7 > 0 tel que B(z,r) soit inclus dans une carte de M pour tout € M. Un tel r > 0 existe
parce que M revéte une surface compacte. Fixons o € M. La derniére inégalité démontre qu’il
existe p: M — Ry qui converge vers 0 quand d(x,0) — oo et telle que

/ v? dV < p(z).
B(z,r)

Comme v est harmonique en dehors de K, d’aprés le lemme [3.1.17] il existe C' > 0 tel que pour
tout = assez éloigné de o

v (z) < C v (x)dV < Cp(z).
B(z,r)

Cela démontre que v converge vers 0 & U'infini. Ainsi u prolonge x comme voulu. O
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Remarque 3.4.3. Le principe du maximum pour les fonctions harmoniques implique les propriétés
suivantes :

1. Le prolongement harmonique h est unique.
2. L’unique prolongement harmonique h est a valeurs dans [0, 1].
3. Si h(z) =0 ou h(z) =1 pour x € M quelconque, alors h est constante.

Remarque 3.4.4. Le résultat du théoréme est faux en général. Si on considére R muni de sa mé-
trique usuelle, 'espace des bouts a deux éléments qui peuvent étre identifiés a +oo. Toute fonction
harmonique sur R est linéaire. En particulier, la fonction x: e(R) — {0, 1} définie par x(—o0) =0
et x(+00) = 1 n’admet pas de prolongement continu qui est harmonique sur R.

3.5 Construction de ’arbre

Dans cette partie, nous présentons la construction de I'arbre sur lequel G agit afin d’achever la
démonstration du théoréme de Stallings. Dans la partie précédente, nous avons fixé une variété M
sur laquelle G agit. Nous avons démontré que toute fonction continue x: e(M) — {0,1} posséde
une unique extension h,: M — [0,1] qui est lisse sur M. Notons H (M) I'ensemble de toutes les
extension harmoniques non constantes ainsi obtenues. Pour f une fonction définie sur M, on notera
E(f) Iénergie de la restriction de f & M. Posons

E(M) = inf E(h).
( ) hEIPIIl(]\/I) ()

Le résultat principal de la section 21.5 de [5] est la proposition suivante :
Proposition 3.5.1. On a E(M) > 0. De plus, il existe h € H(M) telle que E(h) = E(M).

On dira d’une fonction h € H(M) qu’elle est minimale si E(h) = E(M). Fixons une fonction
minimale h = h, € H(M). Pour tout g € G, la fonction

g*h:=hog

a la méme énergie que h. Par unicité de I'extension harmonique (Remarque[3.4.3), on a g*h = hg=.
Définissons les fonctions

g+ (h) == max(h,g*h),  g_(h) =min(h,g"h).

Par définition,
9+(h)(x) = g-(h)(x) <= h(z) =g h(x).

On a la proposition suivante (voir [5], Lemme 21.20) :

Proposition 3.5.2. Soit f1 et fo deux fonctions lisses sur M. Alors

E(min(f1, f2)) + E(max(f1, f2)) = E(f1) + E(f2)

Remarque 3.5.3. Les applications min(f1, f2) et max(fi, fo) sont presque stirement différentiables,
comme expliqué dans la référence. L’énoncé a donc bien un sens.

On applique cette proposition pour obtenir que
E(g+(h)) + E(g-(h)) = E(h) + E(g"h) = 2E(h).

Les fonctions g4 (h) et g—(h) s’étendent contintiment sur e(M ), respectivement via x4 = max(x, g*x)
et x— = min(x, g*x). Les fonctions x+ étant a valeurs dans {0, 1}, nous pouvons considérer les
extensions harmoniques de x4 :

hi = hXi .

Comme les extensions harmoniques minimisent 1’énérgie,

E(hy) < E(g+(h))
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et donc
B(hy) + E(h_) < B(gs (k) + E(g—(h)) = 2E(h) = 2B(M).

11 est possible que 1'une des deux fonctions hy ou h_ (respectivement y, ou x_) soit constante.
Introduisons
G°:={g € G| x4+ ou x_ est constante}.

Considérons d’abord un g € G\ G°. On obtient grace a la derniére inégalité que
E(hy) = E(h-) = E(h) = E(M)

et donc que

E(g4(h)) = E(hy),  E(g-(h)) = E(h-).
Cela montre que les fonctions g4 (h) sont harmoniques. Comme g_(h) < g4(h), le principe du
maximum implique que g_(h) = g4 (h) ou g_(h) < g+(h). En effet, puisque la fonction harmonique
g+(h) — g—(h) est positive, si elle vaut 0 quelque part, alors elle atteint son minimum et est donc
constante. On en déduit que sur M, g*h = h ou g*h > h ou g*h < h. En particulier, si on introduit

1
S =h"t (7)
2
on a soit g+ S =9, soit g- SNS =0.
Il reste a considérer les éléments de G°. Sans perte de généralité, supposons que xy_ = 0. En
particulier, si x(§) = 1 alors ¢*x(§) = 0 pour & € e(M). On obtient donc que

gx<1-x.
En utilisant le principe du maximum, on montre que
g*h <1-—h.

En effet, 'application continue g*h + h — 1 atteint son maximum C sur le compact M. Si C' > 0,

ce maximum serait atteint sur M. Comme g*h + h — 1 est harmonique sur M, on aurait donc que

g*h+h —1= C sur M, ce qui est impossible. De méme, en utilisant de nouveau le principe du

maximum, on obtient que si g*h(z) = 1 — h(z) pour x € M quelconque, alors g*h =1 —h. On a

donc toujours que g-S = S ou g-SNS = (). En outre, S est un fermé de M, et est donc compact.
Nous avons donc montré le lemme suivant :

Lemme 3.5.4. Pour toute fonction minimale h :

1. Pour tout g € G, on est (en restreignant les fonctions ¢ M) dans l'une des situations sui-
vantes :

gh=h, gh<h, g¢h>h, gh=1—h, g¢h<1—h, gh >1—h.

2. L’ensemble hil(%) =S est compact et pour tout g € G, on a soit g-S = S, soit g-SNS = ().
De plus, si g-S =S alors g*h =h ou g*h =1 — h.

Le but est maintenant de construire un arbre 7" sur lequel G agit sans point fixe global, sans
inversion d’arétes et avec des stabilisateurs d’arétes finis.
Pour cela, fixons h une fonction minimale et considérons ’ensemble de fonctions minimales

M :={g"h,g"(1—h):g € G}.

Toute fonction f € M définit le mur Wy = f~1(1) et les demi-espaces W, = f71([0,3)) et
W;r = ffl((%7 1]) Notons £ I'ensemble des murs. On dit qu'un mur Wy sépare z,y € M si
- +
reW,, yeW,.

On introduit
Mo =M\ | Wy
feEM
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La relation de ne pas pouvoir étre séparés par un mur est une relation d’équivalence sur M°. En
effet, si (x,y) et (y,z) sont inséparables, et si f € M, on a sans perte de généralité que x € W,
puis y € Wf+ et donc z € W]T

Les classes d’équivalences ainsi construites seront dites indécomposables. On introduit

V := {ensembles indécomposables de M°}.

Les éléments de V seront les sommets de 'arbre. On dira qu'un mur W touche V € V si
W NV # 0, on V est 'adhérence de V. Avant de pouvoir définir rigoureusement ’arbre, on
démontre les propositions suivantes.

Proposition 3.5.5. 5i un sommet V €V est inclus dans W, N Wt, et si Wy, et Wy, sont deux
murs distincts qui touchent V', alors fi < fo sur M.

Démonstration. On sait que fi|y < % < falv. En outre, puisque Wy, et Wy, sont deux murs
distincts, on a que fi # fo et que fi + f2 # 1. Ainsi, par le lemme [355.4] on a f; < fo sur M, ou
fi+f2>1ou fi+ fo < 1sur M. Or, puisque Wy, touche V, on dispose de x € VNWy,, qui vérifie
donc fo(z) > 1, et fi(z) = 3. De méme, on dispose de y € V N Wy, tel que fi(y) + fa(y) < 1.

Ainsi, on a forcément f; < fo sur M. O
Lemme 3.5.6. Les ensembles indécomposables sont ouverts.

Démonstration. Soit x € MP°. Soit K un voisinage compact de x dans M. On sait que S est
compact, et que les murs sont les translatés de S par G. Puisque SU K est compact et que Iaction
de G sur M est propre, on en déduit qu’il y a un nombre fini de g € G tels que g - SN K # ().
Ainsi, K intersecte un nombre fini de murs Wy, ..., W, et donc M° N K est un voisinage de x
inclus dans M°. En particulier, x posséde un voisinage ouvert connexe par arcs V qui est inclus
dans M°?, et qui est inclus dans la classe de x par théoréme des valeurs intermédiaires. O

Remarque 3.5.7. Le méme argument montre que tout point de M posséde un voisinage intersectant
un nombre fini de murs.

Proposition 3.5.8. Tout mur W = Wy touche exactement deux sommets VT, V= €V (qui sont
inclus dans Wf+ et W, respectivement).

Démonstration. Pour tout n € N*, on considére z,, € M tel que f(z,) = 1+37n, qui existe car M
est connexe par arcs et f atteint les valeurs 0 et 1 sur M. Par compacité de f ’1([%, %]), on peut

extraire une sous-suite (4(n))nen+ qui converge vers € M. On a en outre que f(z) = 3, donc
x € W. Or, il existe un voisinage connexe par arcs V de x dans M tel que W soit le seul mur
intersectant V, et pour k assez grand, x4y € V. Par définition, W ne sépare pas ces points, et
par connexité locale, les autres murs ne peuvent pas non plus les séparer. Donc la sous-suite est
& partir d’'un certain rang dans une méme classe, notée VT, que W touche par construction. On
raisonne de méme pour V.

Montrons que V* et V™ sont les seuls sommets qui touchent W. Soit (y,,) € VN qui converge vers
y € W, avec V € V et sans perte de généralité V C W;r . Comme précédemment, pour k assez
grand, yi, et y ne peuvent étre séparés par un mur autre que . En outre, par le lemme[3.5.4] deux
points de W ne peuvent étre séparés par un autre mur que W. Ainsi, puisque y,z € W et puisque
x et T4(x) ne peuvent étre séparés par un autre mur que W pour k assez grand, c’est aussi le cas
de y et x4y Mais ils ne sont pas non plus séparés par W. Donc V' = W}" O

On définit ainsi le graphe T = (V, &) ou le mur W € & relie les sommets VT et V™ qui sont
comme dans la proposition [3.5.8

Proposition 3.5.9. Le graphe T est un arbre.

Démonstration. Tout point de M appartient soit & un sommet, soit & un mur. Le graphe T est
ainsi connexe car la variété M ’est. Supposons par ’absurde que T’ contienne un cycle

V17V27'-'7Vk>vk+l = ‘/13
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ol les sommets sont liés par les arétes distinctes Wy, , Wy,, ..., Wy, . Quitte & remplacer f; par
1 — f;, on peut supposer que

ViCW, nWii=12..k,
ou fy = fr. La proposition implique alors que
Jo<fi<fa<- < [f&=fo
ce qui est absurde. Ainsi T" est un arbre comme voulu. O

Puisque les ensembles M, V), £ sont stables sous l'action de G, le groupe G agit naturellement
sur 'arbre T'. Le stabilisateur d’une aréte W est fini car W est compact (Lemme [3.5.4]) et 'action
de G sur la variété M est propre. On a aussi que :

Lemme 3.5.10. L’action décrite ci-dessus n’admet pas de point fixe global.

Démonstration. Supposons par I’absurde que V' soit un sommet G-stable.

Puisque 'action de G sur M est cocompacte et que M est propre, on écrit comme dans la preuve
du corollaire 2.2.4] :

M/G = (M) = ] 7(N(V)) = 7(N,(V)),
r>0

pour un certain p > 0. Puisque V' est stable sous I'action de G et que G agit par isométries, on en
déduit que M = N,(V). On dispose en outre de f € M telle que V C W;’ Or, puisque Wf_ est
non borné, et que Wy est compact et donc borné, on a que WJT ¢ N,(Wy). Cela est absurde car
un chemin continu partant de W; et arrivant dans W; passe par Wy. O]

Finalement, il est possible que ’action soit avec inversion d’arétes. Pour éviter ce probléme, on
peut diviser notre arbre T barycentriquement (on rajoute les milieux des arétes a 1’ensemble des
sommets). Ainsi, toutes les conditions sont vérifiées et le théoréme est démontreé.
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