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Le but de ce mémoire est d’étudier la symétrie des solutions d’équations aux
dérivées partielles, dites elliptiques quasi-linéaires :

—Au = f(u) 1)

ol u est définie sur un ouvert 2 de R™ a valeurs réelles, et f € C'(R).

On cherchera & montrer, sous certaines conditions, la symétrie radiale de la
fonction wu.

Pour cela, nous étudierons deux approches du probléme, I'une se basant sur
le principe du maximum pour les opérateurs elliptiques, ’autre pouvant étre
qualifiée d’énergétique. Les deux approches utilisent la technique nommée
“moving plane method”.

1 Approche classique

On se penche ici sur des solutions fortes et positives de I’équation (1), définies
sur R". Le théoréme que nous allons montrer est le suivant, dt a Y. Li et
W.M. Ni [YN79] :

Théoréme 1. Soit u de R" dans R, de classe C?, strictement positive et f
de R dans R, de classe C* et telle que f' < 0 sur un voisinage de 0. Si 'on
a:

Au+ f(u) =0,
{ ‘ |li1r£rl u(z) =0, (2)



) . . N . p)
alors u est symétrique radialement par rapport a un point xqy, et 8—7; <0,
avec r = |x — xg|.

1.1 La preuve

1.1.1 Notations et objets

Six=(x1,...,2,) € R" et A € R, on définit [YNT9] :
Tyn={yeR" xz =)}
Ya={y eR" z <A}

et 2 comme étant la réflexion de x par rapport a 7Tj,
je. 20 = (2N — 11,09, ..., Tp).

On pose également I'ensemble :

ou

A={NeR|Vz e R z; < X\ = u(z) > u(2),Va € T, .
1

> 0}.
et la fonction :

wy(x) = u(z) — u(z?).
L’ensemble A est I’ensemble qui incarne le nom "moving planes" de la mé-
thode employée. On aura relativement simplement ’existence d’un élément \
grand dans A. Cela voudra dire que les éléments a gauche du plan T} seront
plus grand que leur réflexion par rapport a T\. On va ensuite faire bouger
A vers la gauche jusqu’a qu’on ne soit plus dans A, et de facon intuitive,
I’élément limite nous donnera le plan de symétrie. [GNN79|

1.1.2 Etapes de la preuve

La preuve se déroule en quatre étapes. [YNT79|

1. On montre que A contient tous les réels assez grands, en particulier est
non-vide.

2. On montre que A est un ouvert.

3. On étudie la borne de la composante connexe non bornée en l'infini &
droite pour trouver un plan de symétrie.

4. On montre que si l'on a un plan de symétrie pour toute direction, alors
on a une symétrie radiale.



1.1.3 Premiére étape
Montrons que A contient tous les réels assez grands.
Pour trouver une borne, on va utiliser les propriétés asymptotiques de u

et f’. On rappelle que f’ < 0 sur un voisinage de 0. Il existe donc ¢ > 0 tel
que :

Vs| < 1o, f'(s) <0. (3)
De plus, puisque :
lim wu(z)=0
|z| =400

alors on peut trouver 0 < Ry < Ry tel que :

max u(z) < ro

lz[>Ro (4)
max u(z) < min u(x)
|z|> Ry |z|<Ro

La continuité, stricte positivité de u et le théoréme des bornes atteintes nous
)
garantit l'existence de ces min et max.

Montrons maintenant que si A > Ry, alors A\ € A. Soit A\ un tel réel. Les
propriétés 3 et 4 qui définissent R; permettent de dire que :

Vx € B(O, Ro) C Xy, w)\<l’> > 0.

On aimerait maintenant avoir :

Vo € ¥y \ B(0, Ry), wa(x) >0, (5)
vz €Ty, $2 <.

Pour le montrer, on va utiliser un principe du maximum (théoréme 2) avec
wy. On a donc besoin de montrer quelques propriétés sur w.

On montre que :
Vo € R", Awy(z) = Au(z) — Au(z?)
Comme u vérifie 1, il s’ensuit que :
Ve € R", Awy(z) + c(x)wy(z) = 0.
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avec :

/f (@ + tfule) — ula) e
car =By = f(u(a)) = J(u(e)) = wr(z) S lula? +lua) = u(a)dr

Pour appliquer un principe du maximum ici, il nous faut regarder le signe de
c. Grace a 4, on a :

vt € [0, 1], u(2™ 4 tfu(x) — u(z)] < ro.
Puis grace a 3, on a :
Vz € ¥\ \ B(0, Ry), c(x) <0.
Par conséquent, w vérifie donc :

Vo € ¥y \ B(0, Ry), Awx(z) + c(z)wx(z) = 0,
Vo € 0(3, \ B(0, Ry )), wy(z) =0,

Jm - wa(z) =0, (6)
€3y \B(0,Rg)

Vo € ¥y \ B(0, Ry), c(x) <0.

On applique alors un principe du maximum (théoréme 2). Il faut alors nous
assurer que w, ne peut pas étre identiquement nulle, ce qui est le cas puisque
sur B(0, Ry),w > 0. On aurait une rupture de la continuité sinon, en utilisant
le théoréme des bornes atteintes sur B(0, Ry). En utilisant le lemme de Hopf
(théoréme 6), on obtient alors 5. De ce fait, [R;, +o00[€ A.

Voici ici en détail le principe du maximum utilisé. On le montre avec des
inégalités pour les deux premiéres hypothéses, dans le but de mieux com-
prendre 'importance des hypothéses et d'utiliser le cas strict avec la premiére
hypotheése.

Théoréme 2. Soit w continue sur l’adhérence d’un ouvert conneze (), de
classe C* sur Q, et qui vérifie :

Ve € Q, Aw(z )+c( Jw(z) <0,

Vx € 09, w( ) >
zeQ

Ve e Q, c¢(x) <O0.

e~



¢ étant une fonction définie sur 2, bornée sur tout compacts.

Alors soit w > 0, soit w est identiquement nulle.

1.1.4 Deuxiéme étape

Montrons que A est un ensemble ouvert.

Soit Ao € A. Par ce que 'on a montré a la premiére étape, on peut et on va
supposer que A\g < R;. On va procéder comme & I’étape 1, c’est-a-dire, que
pour \ assez proche de Ay, on aura facilement les conditions d’appartenance
a A remplies sur les x assez proches de (0,0,...,0). Pour les autres z, on
appliquera comme a I’étape 1 le principe du maximum, et le lemme de Hopf.

Puisque u est de classe C? et Ay € A, on peut trouver 0 < ¢ < 1, tel
que :

0
8_u <O0sur {z = (r1,2") € R"| \g—4de; <1 < Ng+4ey, || < Ri+1} (8)
I

On a donc :

u(z) — u(x* > 0) sur {z € Br,11(0)|Ao — &1 < @1 < A}, (9)
Ju < 0 sur Ty N Br,41(0).

quelque soit 'élément A de [Ag — €1, A\g + €1].

On pose maintenant

]\/[:QmaX{’g—;1

o] < 2R+ 1), |2 < R1+1}

et

§ = min{u(z) — u(@™), |2/| < R +1, —(Ri+1) <21 < X\ — 261}

Ces deux quantités existent et § > 0 par le théoréme des bornes atteintes, et
ainsi :

u(z) — u(x*) > 0 sur {z € Br,1(0)] — (Ry +1) <z < Ao —2¢1}  (10)
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pour n’importe quel A dans JA\g — €, Ag + €[, ol € = min(er, 2, Ag). En combi-
nant 8 et 9, il vient :

u(r) — u(z* > 0) sur Br,11(0) N Xy, (11)
88—;1 < 0 sur T\ N BR1+1<0)-

pour tout A dans |\g — €, Ao + €.

De plus, de la méme maniére qu’a I'étape 1, wy = u(z) — u(z?) vérifie :

Vo € ¥y \ Br,1+1(0), Awy(z) + c(z)wy(z) =0,
Vr € Q(EA \ BRl—l—l(O)a w)\($) >0,

‘z‘li_gloo wy(z) =0, (12)
2€\\BR, 11(0)

Vo € X, \ BR1+1(0), C(:L’) < 0.

De méme qu’a I’étape 1, on applique un principe du maximum (théoréme 2)
et le lemme de Hopf (théoréme 6), puisque wy ne peut pas étre identiquement
nulle. Ainsi :

{ Va € ¥\ Br,+1(0), wi(z) >0, (13)

Vo € Ty \ Br,4+1(0), 2% < 0.

) Oz
Ceci, combiné avec 10, montre que [A\g — €, A\g + €[C A, et in fine que A est
ouvert.

1.1.5 Troisiéme étape

Trouvons maintenant le plan de symétrie. Comme annoncé précedemmment,
on va s’intéresser & un élément limite de A. Soit |A;, oo[ la composante
connexe non bornée a droite de A.

Montrons tout d’abord que A n’est pas R, et donc que A; est bien un réel.
Supposons le contraire par ’absurde. Alors, en considérant des A > 0, et avec
le fait que —\ € A, alors u(—X,0,...,0) > u(0,0,...,0). En faisant tendre A
vers l'infini, on obtient :

w(0,0,...,0) =0

Ce qui est absurde par stricte positivité de w.

Maintenant, par continuité de u, on a :

Vo € By, wy(z) = u(z) —u(z™) > 0.
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Il en résulte :
Vo e Xy, Awy(z) + c(z)wy(z) <0,
Vr € 8(2)\1) = T)\l, w,\(x) = 0,
lim wy(z) =0, (14)

|z]——+o0
zeEAl

Vo € ¥y, wa(z) > 0.

On va pouvoir appliquer ici le théoréme 2. En effet, méme s’il 'on n’a pas
nécessairement ¢ < 0, on a quand méme ¢ borné. En notant M un de ses
majorant, on a alors :

Vo € Xy, Awy(z) + (c(x) — Mwy(z) < —Mwy(z) <0

par positivité de wy. On peut donc appliquer le théoréme 2 et le lemme de
Hopf.
Vo € Xy, wa(z) =0, (15)

ou soit :

Vx € E)\l, w,\(x) > (0,Vz € T>\17 < 0. (16)

Wx
8551
Si 15 est vérifié, alors le résultat que 1'on voulait prouver est montré. Si par
contre 16 est vérifié, alors A\; € A, ce qui est absurde par ouverture de A.

L’étape trois est donc prouvée.

1.1.6 Quatriéme étape

On a montré avec I'étape 3 que 'on dispose d'un plan de symétrie normal &
e1. On peut refaire le méme raisonnement avec chaque direction, on dipose
donc d’un plan de symétrie normal & chaque direction. On montrera alors en
annexe que cela implique une symétrie radiale autour d’un point xy. La stricte
négativité de % découle du fait que si jamais g est le centre de symétrie de
u, alors %(r) = %(xo + r.eq) avec e; le vecteur unitaire dans le sens et la
direction des x; croissants, du fait que dans A, on s’est bien assuré d’avoir la

condition 88—;1 < 0 sur T} et finalement du fait que si A > A, alors A € A.

2 Approche énergétique

2.1 Changement de perspective

Ces équations sont étroitement liées & des problémes d’optimisation pou-
vant trouver son intérét notamment du coté de la physique. Nos résultats
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et preuves sur ces problémes de minimisation sont adaptés de 'article d’O.
Lopes |Lop96|. Le lien avec notre équation aux dérivées partielles, traité
comme une évidence dans cet article, a été détaillé par nos soins.

2.1.1 CasouQ=R"
Commencons par poser a = f'(0) et g : t — —f(t) + ot de sorte a avoir
g'(0) = 0 et u solution de (1) si et seulement si :

—Au+ g(u) = au (17)

On s’intéresse au probléme de minimisation sous contrainte de la fonction-
nelle suivante :

LRy - R
L U % . |Vu|2+fRnF(u)

ou G est la primitive de g qui s’annule en 0, sous la contrainte

1
/n§u2—1

2.1.2 Cas ou 2 = B, une boule centrée en ’origine

Cette fois-ci, on s’intéresse a la fonctionelle suivante :
H}(B) — R
u — 3 [5|Vul®+ [, F(u)

ou F' est la primitive de —f qui s’annule en 0.

JQZ

2.1.3 Lien avec I’équation aux dérivées partielles
Lemme 1. St u est un minimiseur admissible de Jy, alors u est solution sur
R™ de I’équation aux dérivées partielles (17) pour un certain o € R.

Démonstration. On munit H'(R™) de son produit scalaire usuel, calculons la
différentielle de J;, appliquée en des fonctions test : on a Vu € H'(R"),Vh €
C=(R™),

Ji(u+h) = 5 [o|V(u+h)?+ [5. Glu+h)
J(u) + [ [Vu - Vh+ 3|VA]? + hg(u) + O(h?)]
J(u) + [ou[Vu- Vi + hg(u) + O(h?)]
= J(u)+ [pu[Vu- Vh+ hg(u)] + O(h?)



Or, par définition de la dérivée au sens des distributions,

/ Vu-Vh:—/ hAu

D)) = [ h=du+g(w)

De méme, la différentielle de la contrainte en u est h +— fRn hu. Le théoréme
des multiplicateurs de Lagrange permet de conclure I'existence de v € R tel
que

d’ou

—Au+ g(u) = au

]

Lemme 2. Si u est un minimiseur de Jy, alors u est solution sur B de
léquation (1).
La preuve fonctionne exactement de la méme maniére que la précédente,

sans l'introduction du multiplicateur o car il s’agit ici d’'une optimisation
sans contrainte.

Remarque 1. On pourrait également chercher a minimiser [, [Vul?* sous
la contrainte fR" F(u) =1, ce qui donnerait cette fois-ci l’équation d’Euler-
Lagrange
—Au=aF(u) ;

on pourrait montrer le méme type de propriétés de maniére tres similaire,
on ne le traitera pas ici. Notons qu’on peut obtenir a > 0 en reldchant la
contrainte [HP83] et en posant v(x) := u(x/\/a), alors v est solution de
l’équation aux dérivées partielles 1.

2.2 Les théorémes
Théoréme 3 (Cas ou 2 = R"). Supposons que g(u) = O(uP) pour un cer-

tain p < % Alors siu est un minimiseur admissible de Jy, a une translation
pres, u est radiale.

Théoréme 4 (Cas ou Q2 = B). Supposons que f(u) = O(uP) pour un certain

oo
p <2, et f(0) #£0. Alors si u est un minimiseur de Jp, u est radiale.

Remarque : la fonction nulle vérifie J»(0) = 0, et la condition f(0) # 0 assure
qu’elle n’est pas solution de I'EDP (1), et qu’elle ne minimise donc pas J.

Un minimiseur u vérifiera alors Jo(u) < 0.
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2.3 Les preuves
On admettra dans nos preuves le lemme suivant, dit & Aronszjan [Aro57] :

Lemme 3 (Principe du prolongement unique). Si u est solution presque
partout sur ) connexe d’une inégalité du type

Al < Mluj

ot M > 0 est une constante fizée, et u s’annule (presque partout) sur un
ouvert non vide, alors u est presque partout nulle sur €.

Preuve du théoréme 3. On admettra dans la suite de la preuve que 1’équa-
tion aux dérivées partielles vérifiée par u et la condition asymptotique sur g
impliquent que u € L*(R").

On va montrer que si 7 est un hyperplan de R”, alors il existe un hyperplan
7 paralléle a 7w tel que u est symétrique par rapport a .

Prenons alors 7 un hyperplan et notons 7 'unique hyperplan tel que

ol on a noté 7, et 7_ les demi-espaces délimités par 7.

Notons également v la fonction égale a u sur 7, et symétrique par rapport a
7 (on admet que v € H'(R™), la preuve est assez technique mais sans grande
difficulté, on peut la trouver dans |Bre87|, Lemme IX.2).

On remarque qu’on a alors nécessairement

1 1
/ §|Vu|2—l—G(u) = / §|VU|Q+F(U)
7y F
sans quoi on aurait alors
1 2 1 2
§|Vu| +G(u) < §|Vu| + G(u)
7y i

et donc Jy(v) < Ji(u), ce qui est impossible car v est admissible (quitte a
échanger 7, et 7_, qui sont choisis arbitrairement).

On en déduit que v est également un minimiseur admissible de Ji, et on
dispose donc de @ € R tel que

—Av + g(v) =aw
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Comme v = u sur 7, on a alors nécessairement a = «.

Comme [ est continue et w :=u — v € L*®(R™), on dispose alors de M > 0
tel que |Aw| < M|w|.

Or, w = 0 sur 7, et donc w = 0 sur R"” d’aprés le principe du prolongement
unique. Cela termine de prouver que u est symétrique par rapport a 7, puis
finalement que u est radiale avec le méme raisonnement que dans ’approche
classique. n

Preuve du théoreme 4. Tout comme dans la preuve du théoreme 3, il suffit ici
de montrer que toute séparation de B en deux demi-boules par un hyperplan
passant par l'origine coupe l'intégrale définissant Jo(u) en deux intégrales
égales.

Prenons 7 un hyperplan passant par l'origine, et supposons par ’absurde
que 7 ne coupe pas l'intégrale en deux parties égales. Définissons alors 7 un
hyperplan paralléle & 7 qui coupe 'intégrale au milieu. On définit les ouverts
01,825, et Q23 selon la figure suivante :

de sorte & avoir




mais aussi )y le symétrique de 2, par rapport a m, et Q3 = B\(Q; UQ,). On
définit finalement v égale a u sur {21, prolongée par réflexion par rapport a
7 sur Qp et nulle sur 23, on admet qu’on a alors v € Hj(B). La fonction v a
été construite de sorte a avoir Jo(v) = Jo(u), et v est alors un minimiseur de
JQ.
La fonction v est alors solution de 'EDP Av + f(v) = 0 et est nulle sur
louvert Q3, ce qui impose f(0) = 0 et méne donc & une contradiction. On a
donc 7 = 7 et Q3 = 0.
Tout comme dans la preuve du Théoréme 3, le principe du prolongement
unique permet encore de conclure que u = v et donc u est symétrique par
rapport a . Ceci achéve la preuve du théoréme 4 avec les mémes arguments
que dans la preuve précédente.

O

3 Annexes

3.1 Principe du maximum

Revenons maintenant sur le principe du maximum que ’on a utilisé ici. On
le re-énonce et on le démontre. [YN79|[PW69|Sur la symétrie radiale de so-
lutions a des équations elliptiques

Théoréme 5. Soit w continue sur l'adhérence d’un ouvert connexe €1, de
classe C? sur Q, et qui vérifie :

Vo e Q, Aw(z) + c(x)w(z) <0,
Vo € 092, w(x) >0,
lim w(z)=0,

|z|—+oo
zEQ

Ve e Q, c¢(x) <0.

¢ étant une fonction définie sur €2, bornée sur tout compacts.

Alors soit w > 0, soit w est identiquement nulle.

Démonstration. En fait, nous allons montrer que soit w > 0, soit w est
constante et négative. S’il I'on est dans le deuxiéme cas, les conditions aux
frontiéres et en I'infini imposeront que la constante vaut 0. La difficulté réside
dans l'inégalité large de la premiére hypothése, la preuve dans le cas strict
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étant bien plus simple, et ne permettant que le cas w > 0. En effet, dans le
cas strict, par I’absurde, on prend zy qui minimise w (avec donc w(zy) < 0),
ce qui donne un laplacien strictement négatif en ¢, ce qui absurde (le para-
graphe suivant justifie l’existence de ce x).

Supposons que l'on ne soit pas dans le premier cas. Les deuxiémes et troi-
siemes hypothéses nous garantissent alors ’existence de zy dans €2 minimisant
w sur €. Nécessairement, m := w(zy) < 0. On va montrer que I’ensemble
des z de Q) tel que w(z) = m est un ouvert fermé de 2. La continuité de w
montre directement que cet ensemble est fermé.

Pour montrer son ouverture, on peut, sans perte de généralité, quitte a chan-
ger le minimiseur xy, montrer qu’il existe un voisinage de z( telle que w = m
dessus. Comme (2 est un ouvert, on dispose de B(xg,r) C . Par I'absurde,
on suppose que l'on dispose de x1 € B(zg, ) tel que w(x;) > m. On procéde
de facon a avoir une inégalité stricte dans la premiére hypothése avec un w
perturbé, mais avec w perturbé qui, sur des nouvelles frontiéres, reste plus
grande qu’en xy. On contredit alors le principe du maximum strict. L’idée de
la preuve vient du fait que I’on exploite la "faille" en x, car la perturbation
ne respectera pas la condition aux frontiéres proche de 1, mais sera assez
petite pour que la fonction perturbée la respecte.

Intéressons nous dans un premier temps aux caractéristiques de la perturba-
tion. Soit 7' > 0, tel que B(xy,7") C B(xo,7) et tel que w > m sur B(xy,7r’),
qui existe par continuité de w. Supposons maintenant, que ’on dispose d’une
fonction h de classe C? positive, définie sur (, avec ' un ouvert de B(zg, )
qui contient xq et x1, qui s’annule sur 9Q \ B(x1,7) et tel que :

Ah(z) + e(z)h(x) > 0 sur .
Si on pose :
z=w — €h,

avec € assez petit de fagon a ce que sur 92 N B(z1,7"), z > m (ce € existe
par strict positivité de w sur B(xy, ') et par théoréme des bornes atteintes),
alors :

w > m sur 0.

Puisque h est positive, alors z(zg) < m. Cette assertion et celle d’avant nous
permettent d’obtenir un minimiseur noté x5 de z sur €. De plus, étant donné
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que l'on a :
Az(z) + c(x)z(x) < 0 sur

il vient en évaluant cette expression en x, que :
Az(zy) <0

Ceci est absurde car zs est un minimiseur donc minimum local de z. La
preuve s’achéve grace a la connexité de ().

Il nous faut maintenant construire une telle fonction. On se place en deux
dimensions pour pouvoir illustrer par un beau dessin et pour simplifier ré-
daction, et donc la compréhension. On pose B = B(z,7), C = B(z1,1’),
A = xg, A’ = x1, m le vecteur directeur unitaire de méme sens et direction
que AA’ et n normale & m dans le méme sens que sur figure ci-dessous. Les
autres notations sont définies sur la figure. On note [ la distance entre le
point [ et le point a. On se place désormais dans la base (m,n).

PN
(5
=

Faisons un point entre les notations nouvelles et précédentes. €2 correspond
au rectangle ouvert acdf, et 0\ B(xy, ") a la réunion des segments ab, af et
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fe. L’idée va étre de créer une fonction qui donc s’annule sur la réunion des
segments ab, af et fe pour satisfaire la condition aux frontiéres, et accélére
suffisamment dans la direction m pour compenser les possibles décélerations
selon n et le terme en c¢(z)h.

On va alors poser :

h(,y) = sin(r(*=

) (exp(B(z — x1)) — 1).
avec 5 > 0 que l'on choisira plus tard. On a :

oh ., exp(B(zr —zr))

on _ 2
or exp(ﬁ(:z:‘—a:l))—lh>ﬂ h
et
on _ -
oy 42

sur le rectangle ouvert acdf.
On vérifie également que h est positive, et par ce qui précéde :
2
Ah(x) + c(z)h(x) > h(B* — e c(z)) >0

sil’on prend un f assez grand , qui existe par bornitude de ¢ sur tout compact.
Comme la condition d’annulation est vérifiée sur la frontiére souhaitée par
h, la fonction définie ici fonctionne. n

3.2 Lemme de Hopf

Dans cette section, nous allons montrer le résultat suivant, dit lemme de

Hopf. [YNT79][LN07]

Théoréme 6. Soit A € R. Soit B une boule ouverte situé a gauche de T
tangent a ce dernier en un point P. Soit u de classe C? sur B, tel que u > 0
sur B sauf en P o u(P) = 0. De plus, u vérifie :

Vo € B, Au(z) + c(x)u(z) <0
avec c(x) < 0 sur B. Alors, on a :

ou

8_;131(P) < 0. (19)
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La non-trivialité de ce résultat découle de I'inégalité stricte, car on a direc-
tement que :

ou
81}1
De la méme maniére pour le principe du maximum, on va perturber u. Suppo-

sons dans un premier temps que ’on dispose d’une fonction h assez réguliére,
satisfaisant dans un voisinage ouvert V' de P dans B :

(P) <0.

h(P) =0, h <0 sur 9V, (20)
Ah+c(x)h > 0 sur V, (21)

et on
8_x1(P) < 0. (22)

Avec une telle fonction, on peut trouver un € assez petit, tel que :
z:=u—e¢eh > 0sur dV.
L’hypothése 21 implique que
Az +c(x)z < 0surV,
on peut donc appliquer le principe du maximum a z, pour obtenir :
z>0sur 'V, ieu > ez sur V.

Comme u et h coincident en P, il vient :

Ju oh
—(P) < e—(P).
gz, (P) < €5 (P)
On conclut grace a 22.

Pour construire une telle fonction, on raisonne d’'une maniére similaire que
lorsqu’on avait construit la perturbation pour le principe du maximum.
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3.3 Symétrie par rapport aux plans et symétrie radiale

On va donner ici deux preuves du fait que la symétrie par rapport a un
hyperplan de chaque direction implique la symétrie radiale.

Premiere preuve, dans le cas général. Une difficulté apparente vient du fait
que 'on ne maitrise pas la localisation de ces plans de symétries (si 'on sa-
vait par exemple que ces plans passent tous par un point xg, le résultat serait
trivial & montrer).

Dans ce mémoire, on ne va donner la preuve qu’en dimension deux et trois
pour des raisons de commodités de rédaction, mais ce n’est pas un probléme
puisque la preuve en dimension trois donne la marche a suivre pour des di-
mensions supérieures.

Pour le cas de la dimension deux, on se place donc dans R?. Pour ne pas
avoir le probléme de la localisation du plan de symétrie, on va voir que 1’on
peut se restreindre a seulement deux plans. Soit # un irrationnel. Soit d
un plan de symétrie normal a e,, et soit d un plan de symétrie normal &
coS %eez + %Gey (ce sont en fait deux droites puisque ’on est en dimension 2).
Soit xg le point d’intersection de ces deux droites non paralléles. Si on note

s et s les réfléxions par rapport a d et d’, on a donc :
Vo € R?, u(s'(s(x))) = u(x).

Or, la composée de deux réflexions est une rotation, et on peut facilement
montrer que s’ o s est la rotation de centre xy d’angle 7#. Il en découle donc,
si on se place en coordonnées polaire de centre x, que :

V(r k) € Ry x Z, u(r, k) = u(r,0).

Ainsi, puisque 0 est irrationnel, Z + 0Z est dense dans R. Par continuité de
u, il vient alors :

V(ﬂ ¢> < R+ X R? u(r, ¢) = U(T7 0)
Le résultat est donc prouvé en dimension deux.

Passons maintenant dans R*. On note (z,y, z) les coordonnées dans la base
canonique. En prenant les mémes vecteurs que précedemment (en identifiant
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R? et R? x {0}), et en faisant le méme raisonnement qu’en deux dimension,
il vient que 1'on dispose d’une droite d de vecteur directeur e, telle que u ne
dépende que de la distance a d. C’est-a-dire que s’il on se place en coordonées
(2,9, 2), avec ' = ¢’ = 0 sur la droite d :

V(2 o, 2) € R, u(z',y, 2) = u(\/2% + 2,0, 2). (23)

On refait alors le méme raisonnement qu’en dimension 2, mais cette fois avec
)

les vecteurs e, et cos %Oex + %eez. On dispose alors d’une droite d’ de vecteur

directeur ey, telle que d et d' se coupent (car d et d’ appartiennent toutes

les deux au plan de symétrie normal a e,, et ne sont pas paralléles) en un

point que 'on note A. Ainsi, s’il on se place en coordonnées (2/,y/', 2’) avec

2’ =2’ =0 sur la droite d’ :
V(2 ', ) € RE u(2,y, 7)) = u(Va + 22,y,0). (24)
Finalement, en combinant 23 et 24, on a :
V(2 y,2) € R® u(a',y, 7)) = u(n/22 + 32 + 22,0,0),
ce qui termine la preuve de la symétrie radiale. O

Deuzieme preuve, en utilisant [’hypothése u € L*(R™). On commence par re-
définir l'origine O de sorte a ce que u soit symétrique par rapport a tous les
hyperplans {z; = 0}. Cela implique notamment que wu est symétrique par
rapport a l'origine.

Il reste donc & montrer que u est symétrique par rapport a tout hyperplan
passant par l'origine. Pour cela, prenons m un hyperplan passant par 1’ori-
gine, ™ ’hyperplan qui lui est paralléle tel que u est symétrique par rapport
a 7, et supposons par ’absurde que w # 7.

Notons xy un vecteur de R" tel que m = {(zo, z) = 0}. L’hypothése se traduit
alors en ™ = {(xo, ) = A} avec A # 0. Notons finalement

Oy = (w0, z) € (kX, (k + 1)A)}

pour k € Z.

La symétrie de u par rapport a l'origine et par rapport a 7, appliquées in-
ductivement, permettent de montrer que ka u? est indépéndante de k, ce qui
méne & une contradiction car u € L*(R™).

Finalement, si x # y € R™ sont tels que |x| = |y|, alors I'hyperplan médiateur
de x et y passe par l'origine et est donc un hyperplan de symétrie de u, ce
qui impose u(z) = u(y) et termine donc de prouver que u est radiale. O
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