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Introduction

\

Dans ce mémoire, nous cherchons a étudier le laplacien planaire A =
—aa—;z — aaTjZ en tant qu’opérateur, et ce en fonction du domaine Q) des applica-
tions dont on prend le laplacien. En particulier, nous nous intéresserons au
spectre du laplacien sur un espace qui sapparente a C3°(Q, R), les fonctions
de classe C* sur Q qui s’annulent au bord, en un certain sens. Nous cher-
cherons des invariants de spectre pour les domaines considérés, avant de se

demander s’il y a injectivité de U'application qui au domaine associe le spectre.

Nous verrons qu’il y a souvent un spectre discret pour A, positif et tendant
vers +o0o, avec des vecteurs propres formant une base hilbertienne.

L’étude du laplacien concernera exclusivement l'asymptotique de son spectre.
Elle fera notamment intervenir l'équation aux dérivées partielles :

of
= Af
at

dite équation de la chaleur, et c’est a travers les solutions de cette équa-
tion que l'on approchera l'étude du spectre, en décomposant suivant la base
hilbertienne adaptée a A.

L’étude asymptotique du spectre donnera deux invariants importants :
laire et le périmetre. On a en fait, si A; < Ay < ... sont les valeurs propres
avec multiplicité, Q le domaine borné et 0Q son bord de classe C2, en notant
| % | les mesures de Lebesgue respectives :

Ee’“t _ o ol (1>
2t 4y/2mt Vit

n=1

quand t — O.

Nous verrons aussi quil est possible de revenir & des assertions sur la
fonction de comptage du spectre elle-méme, avec une démonstration de la loi
de Weyl.

Ainsi, avec seulement les deux premiers termes d'un tel développement, on
obtient deux informations intéressantes, qui ensemble le sont encore plus :
grace a linégalité isopérimétrique on sait par exemple qu'un disque ne par-
tage son spectre avec aucun autre domaine. On peut s’attendre, en poussant
le développement asymptotique, & déduire du spectre d’autres informations
géométriques comme le genre de louvert Q, dont Kac conjecture dans [4]
qu’il intervient dans le terme constant.

La question se pose donc de savoir si l'isospectralité implique l'isométrie,
puisquon a la réciproque par symétrie du laplacien.

Pierre Bérard apporte une réponse négative dans [1] en construisant deux
domaines non isométriques sur lesquels le laplacien a le méme spectre. En
s’inspirant de cet article, nous construisons un contre-exemple en assemblant
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de différentes manieres plusieurs exemplaires du méme polygone P 2.2.1 qui
fait office d’'un petit domaine élémentaire permettant d’obtenir deux domaines
différents, mais sur lesquels ont peut trouver des liens en associant correcte-
ment des opérateurs sur P avec les bons recollement aux bords.

Cela permet de construire une isométrie entre les espaces de Sobolev
considérés, sans pour autant obtenir d’isométrie entre les figures elles-mémes.
L'opérateur A étant symétrique, son spectre sera conservé par une isométrie,
ce qu'on peut voir par exemple en considérant les quotients de Rayleigh suc-
cessifs :

Ax = min M
wk) {x,%)

olt Ak est la k-iéme valeur propre de A rangées par ordre croissant et W()
est Lorthogonal aux k — 1 premieres valeurs propres.

Les conditions de recollement ameneront a considérer différentes condi-
tions aux bords comme celles NEUMANN ou de DIRICHLET.
On aura dans les deux cas des domaines isospectraux.
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1 Laplacien et géométrie

Avant de passer au sujet de cette partie, on explique l'origine du titre de
ce mémoire, de Kac [4] :

1.1 Le contexte

Physiquement, on se donne une membrane Q dans le plan (x,y), fixée a
son bord 0Q en guise de tambour idéalisé.

Si on applique une force orthogonale a la membrane, son déplacement
vertical z(x,y,t) vérifie une équation de d’Alembert :

102z
z=——
c2 ot2

Avec c la célerité des ondes sur la membrane.

On s’intéresse particulierement aux signaux de la forme z(x, y,t) = u(x,y) cos(wt+
@), correspondant a une note pure : on peut y “entendre” w. Or, une telle
solution non nulle existe si et seulement s’il existe non nulle une solution

de :

(,U2

Au=—1u
c2
qui s’annule sur 9Q.
En choississant les bonnes unités, on peut donc étudier les A € R, tels

qu’il existe une solution non nulle de :

1
—Au=2Au
2
u =0 sur 0Q.
On peut considérer qu’on peut “entendre” cet ensemble, et on cherchera a
en extraire des informations sur la forme de Q.

1.2 Le spectre du laplacien

Dans la suite, on fixe un ouvert borné Q du plan R2, et on suppose son
bord 9Q = Q\ Q suffisamment régulier. Par exemple, 0Q de classe C* suffit.

L'objectif de cette section est d’étudier le spectre du laplacien sur les fonc-
tions définies sur Q et d’en extraire quelques informations géométriques sur
le domaine Q.

Definition 1.1. On note :
Hp(Q) = € (Q,R)

ol l'adhérence est prise dans l'espace de Sobolev H!'(Q) = WH2(Q). Si u €
H(Q), on note wjpo = 0 si u € HL(Q), on donne ainsi un sens a la condition
au bord de Dirichlet.

o2 3

2 z . ’ , . , . ..
T ay? définit un opérateur symétrique défini positif

sur l'espace d'Hilbert fH})(Q), et en fait A est d’inverse compact, d’olt (voir

2D :

Le laplacien A = —
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Théoreme 1.1. Il existe une base hilbertienne (Vn)nen+ de HL(Q) ainsi que
des réels positifs Ay < Az < ... avec pour tout n € N* :

1
iAlbn = Anlpn .

Ici on s’intéresse a %A plutébt que A pour conserver les mémes constantes que
dans [4].

Ici, il suffit de s’intéresser aux propriétés asymptotiques de la suite (A )neN+,
puisqu'on se propose de montrer le développement asymptotique suivant de la
série de Dirichlet :

Femio Ol (1)
ot 2t 4/2mt Vit

quand t — 0.

On démontre en fait ce résultat dans le cas d'un domaine Q convexe : si ce
n’est pas le cas, on n‘aura que le premier terme du développement asympto-
tique.

Ici apparaissent |Q] l'aire du domaine et |0Q| son périmetre : deux domaines
ayant le méme spectre ont méme aire et méme périmetre. En particulier,
puisque le disque est le seul ouvert a vérifier le cas d’égalité dans l'inégalité
isopérimétrique % < ﬁ, aucun autre domaine ne partage son spectre.
On peut bien « entendre » un disque.

1.3 Noyau de la chaleur

Théoreme 1.2. Soit U un ouvert de R?, on suppose son bord 0U de classe el
Il existe une unique application notée Py : U x Ux]0;+oco[— R de classe et
sur U et C? sur ]0;+oo| vérifiant les conditions suivantes :

oPy 1

—— = AP

ot 274
oit APy = APu(p,1,t);
La condition au bord :
Pu(p,7T,t) =0 sir e oU

La condition initiale :

L*(Q)
Pu(P»*»t) :) 69 :6(*_p) .

On admet ce théoreme, et on admettra qu’il s’applique aussi dans le cas
des rectangles.

La fonction Py qu'on appelle noyau de la chaleur, joue un réle important
dans lU'étude du spectre du laplacien, en particulier on a le lien suivant :

Théoreme 1.3. Soit U un ouvert borné de R? de bord C!, (A, ) les couples
propres donnés par le théoreme 1.1. Pour p € U, r € U, t €]0;+o0[on a :

+oo

Pulp,ryt) = Y e (p)n(r) .

n=l1
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Démonstration : f : 7 +— J Pul(p, 1, t)bn(r)dr vérifie I'équation différen-

tielle : Q@

% L) Pulp,m, t)bn(r)dr = JQ (%APu(p, 1,1)) b (r)dr

1
=3 | Pulon A nar = A | Pulpyr, b (riar
2a Q

et avec la condition initiale on en déduit :

fn= ei)\ntlbn(p) .

(Wn)nen= est une base hilbertienne donc on a l'égalité dans H}(Q).
+o0

De plus, J Pul(p, p,t)dp converge donc Z e Mt < 400 et on peut dé-
Q

n=1
+oo

river terme a terme : on a la régularité voulue sur Z e MU (p)Wn (1) qui

n=1
vérifie bien la condition au bord d’ol l'égalité.

La démonstration du résultat final repose sur le calcul de Py(p,7,t)
lorsque U est un rectangle, un demi-plan, ou tout R2, ainsi que le résultat de
comparaison suivant :

Proposition 1.4. Soit U C V veérifiant tous deux la conclusion du théoréeme
1.2. Soit p € U. Pourtousr e U,t>0:

Pu(p,T,t) < PV(p)T) t) .

On admet cette proposition qui résulte du principe du maximum, on peut
en trouver une preuve dans [2].

1.3.1 Sur R?
Lemme 1.5. Si p,r € Rt >0,
1 e
PRZ(p»r)t) = Tme 2t
Démonstration : On a la régularité demandée. Fixons p € R2,
1 _jr—pn?
f(T, t) = %e 2t

vérifie bien l’équatiol différentielle, et la condition au bord est vide. Si A C R2
est ouvert avec p ¢ A, par convergence dominée [ A f(ryt)dr t—)() 0.
.

Au contraire, st p € A, il y a un disque D(p,c) C A, ¢ > 0. Alors :

Hl?

e 5t c p2m ef‘thZ
J f(r,t)dr :J du:J J dORdR
A [lull<c 27t 0 Jo 27t

<

V2t _2 2
= 2se¢ *ds=1—e 2t — 1
0 t—0

Ce qui conclut.
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1.3.2 Sur un demi-plan
On note H ={(x,y) € R? | x > 0}.

Lemme 1.6. Sip,v € Ht > 0, en notant p le symétrique de p par rapport a la
droite x =0 : )
_lr—pl? _lr—pl?
PH(p’T,t):TTCt <6 2 —e€ 2 ) .

Démonstration : Avec ce qui précede, par linéarité Prz(p, *, *) —Prz(P, *, *)
vérifie l'équation différentielle et la condition initiale car p ¢ H. De plus, si
y € R, [[(0,y) — pll = 1I(0,y) — pl| doir la condition au bord.

1.3.3 Sur un rectangle
On consideére un rectangle R de sommets (—%,—2), ($,—-2),(%,2),(—%, 2).
Lemme 1.7. Sip=(0;0),treR, t>0:
k2 k k
Pr(p,T,t) b Z exp <t/z ( + )) cos < zx) cos (:;y)
n,m>0
avec kn = 2nt(n + 1/2).

Démonstration : C’est une conséquence du théoreme 1.3, on se restreint a
l'axe y = 0 pour avoir annulation des termes en sin(22&x),

On admet aussi l'égalité suivante, sous la forme dans laquelle on lutilise
dans la sous-section 1.5 :

Lemme 1.8. Sip=(x;0)eR, t>0:
PR(Q) pat) =

1 ey 2 2 a b
o Z exp <_t ((ma)? + (nb)2)>—|—exp (_t ((na + 5~ x)? + (nb + 2)2>)

n,m=—oco

2 a 2 212 2 2 b
exp< ¥<(ma+§ x)“+nb )) exp( t<(ma) —i—(nb—i-g)
1 el 2 2 2 2 T 2 2
_ —2(na) —f(ma+§—x) T(nb) ?(anr )
[ (et etonsn)) (5 (et i)

n=—oo n=—oo

1.4 Le premier terme

D’abord, un contrdle par le haut : Q C R? donc d’aprés la proposition 1.4,
sipeQ,pourtousre Q,t>0,ona:

PQ(Q,T,t) < PRZ(p)T)t) .
En p, le lemme 1.5 donne :

Proposition 1.9.
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FiGure 1 - Le carré Q ([3])

Maintenant, on s’intéresse a Po ot Q est un carré centré en p, de coté a
et inclus dans Q.
D’apres le lemme 1.7 en p, on a :

Lemme 1.10. Sit>0:

4
Palpot)=— D exp

n,m>0

<_27t2((n+ 12+ (m+ ;)2)t>
a? )

En particulier, on a donc :

Proposition 1.11. Si p € Q est & une distance supérieure & av/2 de R?\ Q,
alors :

P 9. —+o00
4 (k2 »11)n1t
—— —Ant 2
=2 E e 2a? < E e "hn(p)”.
k,1>1 impairs n=1

En rassemblant, on a :

1Q

+o0
Théoreme 1.12. Z e Mt R =
—

n=1

Démonstration : Si on note Q(a) = {r € Qld(r,R\ Q > av/2}, le domaine
Q est l'union croissante des Q(a) quand a décroit vers 0. En intégrant la
proposition 1.9 sur Q(a) et la proposition 1.7 sur Q, par normalisation on a :

4|Q)| _2n? = At 10]
— E (S 2a2 S E (S n S ﬂ .
s
k,1>1 impairs n=1
pour conclure il suffit de montrer que si a > 0,
4 (k22 t 1
i Z e 2a? ~
a? — t—0 271t
k,1>1 impairs
—Atx?

or st A > 0, par comparaison série-intégrale sur x — e ona:

+oo
—At _ | T
Ze -V 4At+0(1)

k=1
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et on conclut avec :

2 2 2 2 2
Z 7Bk Z €7Bk Z eka Z eka ZeleBk

k>1 impair keN* k>1 pair keN* k>1
_ 2_ 12 B2 \2
2 eB(kHJ:( z: eBk) )
k,1>1 impairs k>1 impair

1.4.1 Le théoreme de Weyl
Definition 1.2. On note N(A) le cardinal de {n € N*,A,;, <AL

Dans cette section, on se propose de montrer l'équivalence entre le premier
développement :

+o0
Q 1
g e Mt = 1l +o0 ()
27t t

n=l1

et le résultat de Weyl :

Q
Théoreme 1.13. (Loi de Weyl) Quand A — +oo, N(A) ~ %?\

Cette équivalence repose sur le résultat suivant :
Proposition 1.14. Si (a,)nen~ est une suite croissante de réels, C un réel,
< —ant C
nZ:1e A 0 t A aénl 00 Cn.

Démonstration : Le sens direct est une conséquence du théoreme taubé-
r’Len d'Hardy- Littlewood-Karamata, on suit ici l'idée de Karamata. Supposons

Z e %t ~ = Etudions lensemble des fonctions continues par morceaux

g : [O, 1] — R vérifiant :

+o0 +o00
tZ gle He ant — CJ' gle )e *dx .

t—0 0

Si g(x) =x*,k > 0, on a bien cette limite :

tZ e on(ktlt c = CJMO e (kHlxgy |
t—0 k+1 0

Par linéarité c’est donc le cas de tous les polynomes. De plus, si on a une
convergence uniforme f, — f de fonctions f,, avec cette propriété :

n—+oo
+oo +o0
1) [flement) —fifemarhfe | < If — filoot Y_e ot
n=1 n=1
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+oo
t— t E e 9n' étant bornée au voisinage de 0, et puisque
n=l1

ef+°° foleX)e *dx — J"+°° f(e=™)e *dx, f vérifie aussi la propriété. D’apres
0 n—-+oo 0

le théoreme de Stone-Weierstrass, cet ensemble contient C([0;1]) et méme, par
convergence dominée et continuité au voisinage de 0, la fonction :
1 .1 .
g:x+— —si P <x < 1,0 sinon.
X

Cela conclut, car on a donc :

t 1— C.
t—0
ang%

Supposons E 1 ~ Cn. Par croissance, on en déduit a,, ~
X—+00 n—-+oo

Nz

an <x

En notant ¢, = a, — &, pour tout 0 <8 < % :

+o00 +o00

— —n Y —n
Ze antize ¢t < Z e Ct(eéntil)Jr Z e Ct|eent71
n=1 n=1

len|<OM [en|>01

+
< Z‘X’ (e-(—0nt &ty 4 Y e ctlesnt—1
n=l1

[en|>0M
C 1
0 <1—C6 _C> t
+oo

C 1
d’olt Z e ant = Lo <t> ce qui conclut.

n=1
1.5 Le deuxieme terme
Dans cette sous-section, on suppose de plus QO convexe.
On procede comme dans la sous-section précédente : on cherche a enca-

+oo
drer Z e % en se servant du résultat de croissance U C V = Py < Py.
n=1

Drabord la majoration : on affine en passant de Prz & Pp ou D est un bon
demi-plan contenant Q.

Pour p € Q, on note 7t(p) € 0Q le point de Q) a distance minimale de p
et l(p) la droite tangente a 0Q en 7m(p).

Par convexité, Q est inclus dans le demi-plan contenant p de frontiere
l(p), donc d’apres le lemme 1.6 :

Proposition 1.15. Sipe Q,t>0:

Pol t)<i liefup—;rt(pmz
alPy Py = 9t .
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Pour la borne inférieure, on va définir une famille de rectangles R(p,d)
dans Q : pour d assez petit pour qu'un tel rectangle existe, R(p,d) sera un
rectangle tel que la droite passant par p et 7t(p) soit un de ses axes de symétrie,
tel qu’il soit a distance d de 7t(p) et tel que p € R(p, d).

Ficure 2 - Le rectangle R(p, d)

On note alors : a = a(p, d) la longueur des cotés perpendiculaires a 1(p),
b =b(p,d) lautre longueur, et 6 = 6(p,d) = ||p — w(p)|| — d
Par croissance de P et d’apres le lemme 1.8 :

Proposition 1.16. Si p € Q, t > 0, pour d > 0 assez petit :

—+o0 —+o0
Po(p, p,t) > 1 ( Z ((%(na)2 + e?(na+6)2>> ( Z (e*%(anz + e"i(nb+§’)2)>
- 2mt

n=—oco n=—oco
Lemme 1.17. Il existe des constantes C > 0, D > 0 avec, pour tout p € Q :
Cd<b(p,d?<Dd.

Ce lemme, qu'on admet, correspond a controler la courbure de Q en 7t(p).

On considére maintenant, pour p € Q, t > 0 assez petit, R(p, v/t), on note
toujours a = a(p,v/t), b =b(p, V1), 5 = 5(p, V).

On déduit du lemme 1.17 :

Lemme 1.18. Il existe une constante A > 0 avec, pour tout p € Q, quand

t—0:
+oo

Z (ef%(‘rlb)2 + e*%(ﬂbJr%)z) 2 1+o0 (\/{>

n=—oo
Puisqu’on peut minorer a uniformément :
Lemme 1.19. Sipe Q,quandt — 0:

+o00
Z (ef%(nﬂ)z + e*%(na+5)2) > 1— e*¢ +0 (\/E€7¢>

n=—oo

Et les termes dominés sont bien uniformes en p.
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1 LAPLACIEN ET GEOMETRIE

Pour controler le périmetre, on définit :
Q(d) ={r e Qld(r,0Q) > d}

Et on va considérer Q(v/1).
On a l'égalité suivante :

Lemme 1.20. Quandt — 0 :
Q] —[Q(V1) ~ QV? .
Démonstration : |0Q(x)| — [0Q| quand x — 0, et :
Vit
10— |Q(V1) :J 1:J 0Q(x)|dx .
O\Q (V1) 0
On en déduit finalement le résultat :

Théoreme 1.21. Quandt — 0 :

S ol (1)
oyt 2t 4y/2mt Vit

Démonstration : D’apres la proposition 1.15 :

Q(Vt t [T [t : Q(Vt 00
J P_O.(p) p)t) < | (\[|_ *J |aQ -u |€_U’Zdu < ‘ (\[|— ‘ | A
oW et V2 2 ont 4/2mt

De méme, en intégrant les estimations sur la borne inférieure, on obtient :

Polp,p,t) > 1+olvt) (IQI _ 1oq] Vit+ o(ﬁ))

Lz(ﬁ) 2mt 2v/2m

et on conclut avec le lemme 1.20.
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2 Des surfaces isospectrales

2.1 Préambule

On a précédemment montré que la donnée du spectre de l'opérateur La-
placien A sur un surface () permettait d’obtenir, par analyse asymptotique,
les donnés de laire et du périmetre de cette méme surface.

Si cela est suffisant pour reconnaitre un cercle, il n'est pas évident de
savoir si, dans le cas général, une surface peut étre entierement déterminée
par la donnée du spectre du Laplacien sur cette surface.

En réalité, rien ne sert de garder le suspense, la réponse est non : il
existe des surfaces isospectrales dont les caractéristiques géométriques dif-
ferent. Nous allons nous attacher dans cette partie, en sappuyant sur les
travaux de Pierre Bérard dans [1], & construire un tel couple de domaines.

2.2 Description des surfaces
2.2.1 La brique élémentaire

L’idée générale de la construction est de s’appuyer sur une surface bien
définie, que lon appellera « brique élémentaire », et dont on recollera plu-
sieurs exemplaires dans différents sens et ordre, mais un méme nombre a
chaque fois, afin de préserver un méme spectre sur les deux surfaces que l'on
obtiendra, mais avec des caractéristiques géométriques différentes.

Definition 2.1. On appelle « brique élémentaire » le domaine P 2.2.1 dont on
appelle explicitement A, B et T les trois cotés opposés.

B

Ficure 3 - Brique élémentaire P

On recolle 7 exemplaires de P pour obtenir les domaines suivants :
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2 DES SURFACES ISOSPECTRALES

7 1
(5) .
3 ! 4
! “(2)
Figure 4 — Domaine Dy

"

FiGure 5 — Domaine Dg

2.2.2 Recollement selon T

Dans le cas d'un recollement le long du bord T, par exemple entre les
briques 5 et 6 dans le domaine I, on considérera une seconde « brique élé-
mentaire » B constituée d’'une premiere brique P et d’'une seconde, recollée le
long de T apres application de la symétrie hyperplane dont le plan est celui
de représentation.
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o]
>

A
Ficure 6 - Brique élémentaire B

2.2.3 Formalisation

Ainsi on a construit deux domaines non isométriques a partir d’une brique
élémentaire P selon les graphes suivants :

T 2
A B T A

1—7—6—5—4

NN

B 3

T B A T A/

3—4—2—7—6

NS

B 5

Ficure 7 — Graphes de recollement

2.3 Preuve de l'isospectralité
On va dans cette partie démontrer le théoréme suivant :
Théoreme 2.1. Les domaines D; et Dy sont isospectraux.

Pour cela on considere une application @ sur Dy

P1

7

ol les applications @; sont les restrictions de @ a la i-eme brique élémentaire.

Pour quune telle fonction soit correctement définie et sufisamment ré-
guliere pour que l'on puisse en considérer le laplacien sur les bons espaces
fonctionnels, il faut imposer sur @ des conditions de recollement le long des
bords de chaque brique P.
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2 DES SURFACES ISOSPECTRALES

Definition 2.2. Les conditions au bord de NrumaANN et de DIrRiCHLET sont
définies comme suit :
Soit (E) une équation différentielle et u une solution de (E) sur un ouvert Q
— u respecte la condition au bord de NEUMANN si 94/an = g sur 0Q) avec
n le vecteur normal au bord pour une certaine application g
— u respecte la condition au bord de DiricHLET si u|gn =0

Pour avoir une régularité intéressante, il faut de plus la continuité sur
tout le domaine et la dérivabilité presque partout.

On se restreint ici aux conditions aux limites de NEUMANN sur les bords
sans recollement. Le cas des conditions de DiricHLET requiert un peu de calcul
supplémentaire. Des éléments de réflexion seront donnés a la fin.

2.3.1 Isométrie des espaces de fonctions

On commence par établir un premier lien d’isométrie entre les espaces de
Sobolev de degré 1 sur les domaines.

Definition 2.3. Soit Q un ouvert et m un entier naturel, on définit les espace
de Sobolev sur Q suivants :

H™(Q) ={uel?Q) : Va multi-indice, | <m, D*u e [%(Q)}
Ho Q) ={ue H™(Q) : ulpq =0}
C’est un espace de HILBERT pour la norme

1/2

Iullsom = | 3 IID™ul3

[o <M

Il peut étre noté que la définition de lespace H{'(Q)) est ambigue car
elle sous-entend la présence d’'un opérateur compact afin d’assurer l'égalité
demandée sur le bord. On pourra lui préférer la définition suivante, plus
rigoureuse et définissant bien le méme espace :

Proposition 2.2.
Ho'(Q) = Adh((?‘go((l))

Afin de lier les espaces de fonctions on cherche une matrice TN et son
application induite

(B0 = (D
Lo = v=TVo

telle que TN soit une isométrie de H'(D;) dans FH!(Dy).

Lemme 2.3. Soit a et b deux nombres réels vérifiant les propriétés suivantes :

40?2 +3b%2 =1
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2 DES SURFACES ISOSPECTRALES

20> +4ab+b*=0

alors la matrice

a a aa b b b
a b a b a a b
a a b b b a a
™ = a b b a ab a
b a b a a a b
b a a b a b a
b b a a b a a

induit une isométrie de H(D;) dans H'(Dsy)

Démonstration. Avec les relations imposés sur a et b, la matrice est ortho-
gonale, en effet, si on appelle A =TV - *TN alors on a

Vie [1L,7], Ay = 4a® + 3b?

VI<i#j <7 Aij=2a’+4ab+ b
ainsi Uapplication TN est une isométrie de H!(P).
Montrons maintenant que TN® est bien définie sur Dy, i.e. quon a bien
un recollement sur les bords de chaque brique.
En notant @ (resp. Y7') la restriction de @i (resp. ;) au bord A de la

brique P (idem pour les bords B et 1), les conditions de recollement imposent
les égalités suivantes sur O :

ot =9 @5 = ¢}

oS =0F o} =of

P3 =95 @5 =07

ainsi avec ces formules et U'expression des 1; en fonction des ¢;, on vérifie
que Lon a bien les conditions de recollement du domaine Dy :

V= by =)
V=07 b5 =]
Y3 =g bg=17
En exemple, on vérifie pour la premiere égalité :
Y1 =a(@1+ @2+ @3+ 94) + blos + @6 + @7)

P = al@z + @3 + @5 + ©7) + b(Q1 + @4 + @¢)
=P — P = al@r+ @1 — @5 — ©7) + b(@5 + @7 — @1 — @4)
= PP —PF = (a—b) x (¢ — o7 + 0f — ¢F)
~0 =0

Ainsi application TN préserve les conditions aux bords et induit I'isomé-
trie recherchée. O
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2.3.2 Isospectralité des domaines

Dans cette partie on va montrer le résultat du théoreme 2.3 a laide de
l'isométrie des espaces de Sobolev.

Le théoreme suivant, du quotient de RayLEIGH [5], permet de caractériser
le spectre d'un opérateur par la norme de ses images.

On considere ici T un opérateur auto-adjoint compact positif sur un espace
H. Soit le résultat préliminaire suivant :

Lemme 2.4. Soit (e,,) une suite des vecteurs propres de T, il existe une base
de ker T, notée B, telle que B U{e,.} est une base Hilbertienne de H. Autrement
dit, on a le résultat suivant :

— 1l existe une base hilbertienne de H de vecteurs propres de T

Ce lemme est admis.

Definition 2.4. Le quotient de RayLeicH de lopérateur T est

(Tx, x)

{x,%)

Théoreme 2.5. On note {An}n les valeurs propres de T rangées dans l'ordre

décroissant et pour tout n, e, le vecteur propre associé a A,. Alors, on a les
égalités suivantes :

R:ix—

Ak = R(ex)
Ak = n\1/tkn (R(x))
Ak = max (R(x))

k—1

olt Vi est l'espace engendré par les k premiéres valeurs propres.

Démonstration. On déja la premiere égalité par calcul.

Soit k € N*, alors on a Vx € Vi, x =Y oie; #0

o
Rix) = ZMA

= k

Yof

j
Soit x € VkL_l,x # 0, d’apres le lemme on a x = Z.l)k «ie; alors
S o Ao
izk MM
R(x) = ﬁ < Ak

i>k %

On a vu que les cas d’égalité étaient assurés pour des vecteurs propres. O

Corollaire. Les domaines Dy et Dy sont isospectraux pour le Laplacien de
NEUMANN.

Démonstration. On considere T = Al cest un opérateur compact auto-
adjoint positif sur H'(D;),1i € {1,2}. Ainsi avec le quotient de RAYLEIGH, les
domaines D; et Dy sont isospectraux pour T. Or on a

Spec(A) = A tiae Spec(T)}

Dol le résultat recherché. O
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Annexe : Conditions de Dirichlet

Si on choisit de considérer le probleme de DiricHLET, il faudra en plus
assurer que toutes les restricitions 1; s’annulent sur les bords du domaine
Do qui ne correspondent pas a un recollement.

Formellement, en plus des conditions déja exprimées avec les conditions
de NEUMANN on a sur les ¢; :

N>
|
o

of =0 @f=0 o

Et on doit vérifier sur les \; :

>
=]
s &
& o

YEP=0 Yf=0 Y3=0
P =0 V=0 Vf=0
PL=0 YI=0 @f=0

Lemme 2.6. Soit a,b deux réels respectant les conditions du lemme 2.3 et
tels que

4a+3b=1

alors la matrice

—a a a —a b —-b b
a —-b —a b —a a -b
a —a —-b b —-b a -—a
™=| —a b b —-a a -b a
—b a b —a a —a b
b —-a —a b —a b -—-a
—b b a —a b —a a

Induit une isométrie de H}(Dy) dans H} (Do)
On peut donc conclure :

Corollaire. Les domaines D; et Dy sont isospectraux pour le Laplacien de
DIricHLET

ENS PSL - DMA 19 May 31", 2024



BIBLIOGRAPHIE

Bibliographie

(1

(2]

3]

(4]

[5]

Pierre BERARD. « Domaines plans isospectraux a la Gordon-Webb-Wolpert :
une preuve terre a terre ». In : Séminaire de Théorie spectrale et géomé-
trie 10 (1991), p. 131-142. urL : http://archive.numdam.org/article/
TSG_1991-1992__10__131_0.pdf.

Haim Br#zis. Analyse Fonctionnelle, Théorie et applications. Dunod,
1994.

Yves CoLIN DE VERDIERE. « LLe Spectre du laplacien : survol partiel de-
puis le berger-gauduchon-mazet et problemes ». In : Institut universitaire
de France, Institut Fourier. 1996. urL : http://www- fourier . univ-
grenoble-alpes.fr/"ycolver/All-Articles/96a.pdf.

Marc Kac. « Can One Hear the Shape of a Drum ? » In : The American
Mathematical Monthly 73.4 (1966), p. 1-23. URL : https://www.math.
ucdavis.edu/ hunter/m207b/kac.pdf.

Marc LeNoIr. Introduction a la théorie spectrale. 2016-2017. ENSTA UMA.
URL : https://perso.ensta-paris.fr/“ciarlet/AMS300/Poly_AMS300-
Lenoir.pdf.

ENS PSL - DMA 20 May 31", 2024


http://archive.numdam.org/article/TSG_1991-1992__10__131_0.pdf
http://archive.numdam.org/article/TSG_1991-1992__10__131_0.pdf
http://www-fourier.univ-grenoble-alpes.fr/~ycolver/All-Articles/96a.pdf
http://www-fourier.univ-grenoble-alpes.fr/~ycolver/All-Articles/96a.pdf
https://www.math.ucdavis.edu/~hunter/m207b/kac.pdf
https://www.math.ucdavis.edu/~hunter/m207b/kac.pdf
https://perso.ensta-paris.fr/~ciarlet/AMS300/Poly_AMS300-Lenoir.pdf
https://perso.ensta-paris.fr/~ciarlet/AMS300/Poly_AMS300-Lenoir.pdf

	Laplacien et géométrie
	Le contexte
	Le spectre du laplacien
	Noyau de la chaleur
	Sur R2
	Sur un demi-plan
	Sur un rectangle

	Le premier terme
	Le théorème de Weyl

	Le deuxième terme

	Des surfaces isospectrales 
	Préambule
	Description des surfaces
	La brique élémentaire
	Recollement selon 
	Formalisation

	Preuve de l'isospectralité
	Isométrie des espaces de fonctions
	Isospectralité des domaines



