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Introduction
Dans ce mémoire, nous cherchons à étudier le laplacien planaire ∆ =

− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
en tant qu’opérateur, et ce en fonction du domaine Ω des applica-

tions dont on prend le laplacien. En particulier, nous nous intéresserons au

spectre du laplacien sur un espace qui s’apparente à C∞
0
(Ω,R), les fonctions

de classe C∞
sur Ω qui s’annulent au bord, en un certain sens. Nous cher-

cherons des invariants de spectre pour les domaines considérés, avant de se

demander s’il y a injectivité de l’application qui au domaine associe le spectre.

Nous verrons qu’il y a souvent un spectre discret pour ∆, positif et tendant
vers +∞, avec des vecteurs propres formant une base hilbertienne.

L’étude du laplacien concernera exclusivement l’asymptotique de son spectre.

Elle fera notamment intervenir l’équation aux dérivées partielles :

∂f

∂t
= ∆f

dite équation de la chaleur, et c’est à travers les solutions de cette équa-

tion que l’on approchera l’étude du spectre, en décomposant suivant la base

hilbertienne adaptée à ∆.

L’étude asymptotique du spectre donnera deux invariants importants :

l’aire et le périmètre. On a en fait, si λ1 ≤ λ2 ≤ ... sont les valeurs propres

avec multiplicité, Ω le domaine borné et ∂Ω son bord de classe C2
, en notant

| ∗ | les mesures de Lebesgue respectives :

+∞∑
n=1

e−λnt =
|Ω|

2πt
−

|∂Ω|

4

√
2πt

+ o

(
1√
t

)
quand t→ 0.

Nous verrons aussi qu’il est possible de revenir à des assertions sur la

fonction de comptage du spectre elle-même, avec une démonstration de la loi

de Weyl.

Ainsi, avec seulement les deux premiers termes d’un tel développement, on

obtient deux informations intéressantes, qui ensemble le sont encore plus :

grâce à l’inégalité isopérimétrique on sait par exemple qu’un disque ne par-

tage son spectre avec aucun autre domaine. On peut s’attendre, en poussant

le développement asymptotique, à déduire du spectre d’autres informations

géométriques comme le genre de l’ouvert Ω, dont Kac conjecture dans [4]

qu’il intervient dans le terme constant.

La question se pose donc de savoir si l’isospectralité implique l’isométrie,

puisqu’on a la réciproque par symétrie du laplacien.

Pierre Bérard apporte une réponse négative dans [1] en construisant deux

domaines non isométriques sur lesquels le laplacien a le même spectre. En

s’inspirant de cet article, nous construisons un contre-exemple en assemblant
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de différentes manières plusieurs exemplaires du même polygone P 2.2.1 qui

fait office d’un petit domaine élémentaire permettant d’obtenir deux domaines

différents, mais sur lesquels ont peut trouver des liens en associant correcte-

ment des opérateurs sur P avec les bons recollement aux bords.

Cela permet de construire une isométrie entre les espaces de Sobolev

considérés, sans pour autant obtenir d’isométrie entre les figures elles-mêmes.

L’opérateur ∆ étant symétrique, son spectre sera conservé par une isométrie,

ce qu’on peut voir par exemple en considérant les quotients de Rayleigh suc-

cessifs :

λk = min

W(k)

⟨∆x, x⟩
⟨x, x⟩

où λk est la k-ième valeur propre de ∆ rangées par ordre croissant et W(k)

est l’orthogonal aux k− 1 premières valeurs propres.

Les conditions de recollement amèneront à considérer différentes condi-

tions aux bords comme celles Neumann ou de Dirichlet.

On aura dans les deux cas des domaines isospectraux.
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1 Laplacien et géométrie
Avant de passer au sujet de cette partie, on explique l’origine du titre de

ce mémoire, de Kac [4] :

1.1 Le contexte
Physiquement, on se donne une membrane Ω dans le plan (x, y), fixée à

son bord ∂Ω en guise de tambour idéalisé.

Si on applique une force orthogonale à la membrane, son déplacement

vertical z(x, y, t) vérifie une équation de d’Alembert :

∆z =
1

c2
∂2z

∂t2

Avec c la célerité des ondes sur la membrane.

On s’intéresse particulièrement aux signaux de la forme z(x, y, t) = u(x, y) cos(ωt+
φ), correspondant à une note pure : on peut y “entendre” ω. Or, une telle

solution non nulle existe si et seulement s’il existe non nulle une solution

de :

∆u =
ω2

c2
u

qui s’annule sur ∂Ω.

En choississant les bonnes unités, on peut donc étudier les λ ∈ R+ tels

qu’il existe une solution non nulle de :

1

2

∆u = λu

u = 0 sur ∂Ω.

On peut considérer qu’on peut “entendre” cet ensemble, et on cherchera à

en extraire des informations sur la forme de Ω.

1.2 Le spectre du laplacien
Dans la suite, on fixe un ouvert borné Ω du plan R2

, et on suppose son

bord ∂Ω = Ω \Ω suffisamment régulier. Par exemple, ∂Ω de classe C∞
suffit.

L’objectif de cette section est d’étudier le spectre du laplacien sur les fonc-

tions définies sur Ω et d’en extraire quelques informations géométriques sur

le domaine Ω.

Definition 1.1. On note :

H1

0
(Ω) = C∞

c (Ω,R)

où l’adhérence est prise dans l’espace de Sobolev H1(Ω) = W1,2(Ω). Si u ∈
H1(Ω), on note u|∂Ω = 0 si u ∈ H1

0
(Ω), on donne ainsi un sens à la condition

au bord de Dirichlet.

Le laplacien ∆ = − ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
définit un opérateur symétrique défini positif

sur l’espace d’Hilbert H1

0
(Ω), et en fait ∆ est d’inverse compact, d’où (voir

[2]) :
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Théorème 1.1. Il existe une base hilbertienne (ψn)n∈N∗ de H1

0
(Ω) ainsi que

des réels positifs λ1 ≤ λ2 ≤ ... avec pour tout n ∈ N∗ :

1

2

∆ψn = λnψn .

Ici on s’intéresse à 1

2
∆ plutôt que ∆ pour conserver les mêmes constantes que

dans [4].

Ici, il suffit de s’intéresser aux propriétés asymptotiques de la suite (λn)n∈N∗ ,

puisqu’on se propose de montrer le développement asymptotique suivant de la

série de Dirichlet :

+∞∑
n=1

e−λnt =
|Ω|

2πt
−

|∂Ω|

4

√
2πt

+ o

(
1√
t

)
quand t −→ 0.

On démontre en fait ce résultat dans le cas d’un domaine Ω convexe : si ce

n’est pas le cas, on n’aura que le premier terme du développement asympto-

tique.

Ici apparaissent |Ω| l’aire du domaine et |∂Ω| son périmètre : deux domaines

ayant le même spectre ont même aire et même périmètre. En particulier,

puisque le disque est le seul ouvert à vérifier le cas d’égalité dans l’inégalité

isopérimétrique
Aire

Périmètre2
≤ 1

4π
, aucun autre domaine ne partage son spectre.

On peut bien « entendre » un disque.

1.3 Noyau de la chaleur
Théorème 1.2. Soit U un ouvert de R2, on suppose son bord ∂U de classe C1.
Il existe une unique application notée PU : U × U×]0; +∞[−→ R de classe C1

sur U et C2 sur ]0; +∞[ vérifiant les conditions suivantes :

∂PU

∂t
=

1

2

∆PU

où ∆PU = ∆rPU(ρ, r, t) ;
La condition au bord :

PU(ρ, r, t) = 0 si r ∈ ∂U
La condition initiale :

PU(ρ, ∗, t)
L2(Ω)
−→
t→0

δρ = δ(∗− ρ) .

On admet ce théorème, et on admettra qu’il s’applique aussi dans le cas

des rectangles.

La fonction PU qu’on appelle noyau de la chaleur, joue un rôle important

dans l’étude du spectre du laplacien, en particulier on a le lien suivant :

Théorème 1.3. Soit U un ouvert borné de R2 de bord C1, (λn, ψn) les couples
propres donnés par le théorème 1.1. Pour ρ ∈ U, r ∈ U, t ∈]0; +∞[ on a :

PU(ρ, r, t) =

+∞∑
n=1

e−λntψn(ρ)ψn(r) .
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Démonstration : fn : r 7−→ ∫
Ω

PU(ρ, r, t)ψn(r)dr vérifie l’équation différen-

tielle :

∂

∂t

∫
Ω

PU(ρ, r, t)ψn(r)dr =

∫
Ω

( 1
2

∆PU(ρ, r, t)
)
ψn(r)dr

= −
1

2

∫
Ω

PU(ρ, r, t)∆ψn(r)dr = −λn

∫
Ω

PU(ρ, r, t)ψn(r)dr

et avec la condition initiale on en déduit :

fn = e−λntψn(ρ) .

(ψn)n∈N∗ est une base hilbertienne donc on a l’égalité dans H1

0
(Ω).

De plus,

∫
Ω

PU(ρ, ρ, t)dρ converge donc

+∞∑
n=1

e−λnt < +∞ et on peut dé-

river terme à terme : on a la régularité voulue sur

+∞∑
n=1

e−λntψn(ρ)ψn(r) qui

vérifie bien la condition au bord d’où l’égalité.

La démonstration du résultat final repose sur le calcul de PU(ρ, r, t)
lorsque U est un rectangle, un demi-plan, ou tout R2

, ainsi que le résultat de

comparaison suivant :

Proposition 1.4. Soit U ⊂ V vérifiant tous deux la conclusion du théorème
1.2. Soit ρ ∈ U. Pour tous r ∈ U, t > 0 :

PU(ρ, r, t) ≤ PV(ρ, r, t) .

On admet cette proposition qui résulte du principe du maximum, on peut

en trouver une preuve dans [2].

1.3.1 Sur R2

Lemme 1.5. Si ρ, r ∈ R2 t > 0,

PR2(ρ, r, t) =
1

2πt
e−

||r−ρ||2

2t .

Démonstration : On a la régularité demandée. Fixons ρ ∈ R2
,

f(r, t) =
1

2πt
e−

||r−ρ||2

2t

vérifie bien l’équation différentielle, et la condition au bord est vide. Si A ⊆ R2

est ouvert avec ρ /∈ A, par convergence dominée

∫
A
f(r, t)dr −→

t−→0

0.

Au contraire, si ρ ∈ A, il y a un disque D(ρ, c) ⊆ A, c > 0. Alors :

∫
A

f(r, t)dr =

∫
||u||<c

e−
||u||2

2t

2πt
du =

∫c
0

∫
2π

0

e−
R2

2t

2πt
dθRdR

=

∫ c√
2t

0

2se−s2

ds = 1− e−
c2

2t −→
t−→0

1

Ce qui conclut.
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1.3.2 Sur un demi-plan

On note H = {(x, y) ∈ R2 | x > 0}.

Lemme 1.6. Si ρ, r ∈ H t > 0, en notant ρ le symétrique de ρ par rapport à la
droite x = 0 :

PH(ρ, r, t) =
1

2πt

(
e−

||r−ρ||2

2t − e−
||r−ρ||2

2t

)
.

Démonstration : Avec ce qui précède, par linéarité PR2(ρ, ∗, ∗)−PR2(ρ, ∗, ∗)
vérifie l’équation différentielle et la condition initiale car ρ /∈ H. De plus, si

y ∈ R, ||(0, y) − ρ|| = ||(0, y) − ρ|| d’où la condition au bord.

1.3.3 Sur un rectangle

On considère un rectangle R de sommets (−a
2
,−b

2
), (a

2
,−b

2
), (a

2
, b
2
), (−a

2
, b
2
).

Lemme 1.7. Si ρ = (0;0), r ∈ R, t > 0 :

PR(ρ, r, t) =
4

ab

∑
n,m≥0

exp

(
−t/2

(
k2n
a2

+
k2m
b2

))
cos

(
knx

a

)
cos

(
kmy

b

)
avec kn = 2π(n+ 1/2).

Démonstration : C’est une conséquence du théorème 1.3, on se restreint à

l’axe y = 0 pour avoir annulation des termes en sin( 2πkx
a

).
On admet aussi l’égalité suivante, sous la forme dans laquelle on l’utilise

dans la sous-section 1.5 :

Lemme 1.8. Si ρ = (x;0) ∈ R, t > 0 :

PR(ρ, ρ, t) =

1

2πt

+∞∑
n,m=−∞ exp

(
−
2

t

(
(ma)2 + (nb)2

))
+exp

(
−
2

t

(
(na+

a

2

− x)2 + (nb+
b

2

)2
))

− exp

(
−
2

t

(
(ma+

a

2

− x)2 + n2b2
))

− exp

(
−
2

t

(
(ma)2 + (nb+

b

2

)2
))

=
1

2πt

(
+∞∑

n=−∞
(
e−

2

t
(na)2 + e−

2

t
(na+a

2
−x)2

))( +∞∑
n=−∞

(
e−

2

t
(nb)2 + e−

2

t
(nb+b

2
)2
))

1.4 Le premier terme
D’abord, un contrôle par le haut : Ω ⊂ R2

donc d’après la proposition 1.4,

si ρ ∈ Ω, pour tous r ∈ Ω, t > 0, on a :

PΩ(ρ, r, t) ≤ PR2(ρ, r, t) .

En ρ, le lemme 1.5 donne :

Proposition 1.9.
+∞∑
n=1

e−λntψn(ρ)
2 ≤ 1

2πt
.
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Figure 1 – Le carré Q ([3])

Maintenant, on s’intéresse à PQ où Q est un carré centré en ρ, de côté a
et inclus dans Ω.

D’après le lemme 1.7 en ρ, on a :

Lemme 1.10. Si t > 0 :

PQ(ρ, ρ, t) =
4

a2

∑
n,m≥0

exp

(
−
2π2((n+ 1

2
)2 + (m+ 1

2
)2)

a2
t

)
.

En particulier, on a donc :

Proposition 1.11. Si ρ ∈ Ω est à une distance supérieure à a
√
2 de R2 \Ω,

alors :
4

a2

∑
k,l≥1 impairs

e−
(k2+l2)π2

2a2
t ≤

+∞∑
n=1

e−λntψn(ρ)
2 .

En rassemblant, on a :

Théorème 1.12.
+∞∑
n=1

e−λnt ∼
t−→0

|Ω|

2πt
.

Démonstration : Si on note Ω(a) = {r ∈ Ω|d(r,R \Ω > a
√
2}, le domaine

Ω est l’union croissante des Ω(a) quand a décroit vers 0. En intégrant la

proposition 1.9 sur Ω(a) et la proposition 1.7 sur Ω, par normalisation on a :

4|Ω|

a2

∑
k,l≥1 impairs

e−
(k2+l2)π2

2a2
t ≤

+∞∑
n=1

e−λnt ≤ |Ω|

2πt
.

pour conclure il suffit de montrer que si a > 0,

4

a2

∑
k,l≥1 impairs

e−
(k2+l2)π2

2a2
t

∼
t−→0

1

2πt
.

or si A > 0, par comparaison série-intégrale sur x 7−→ e−Atx2

on a :

+∞∑
k=1

e−Atk2

=

√
π

4At
+O(1)
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et on conclut avec :

∑
k≥1 impair

e−Bk2

=
∑

k∈N∗

e−Bk2

−
∑

k≥1 pair

e−Bk2

=
∑

k∈N∗

e−Bk2

−
∑
k≥1

e−4Bk2

∑
k,l≥1 impairs

e−B(k2+l2) =
( ∑
k≥1 impair

e−Bk2 )2
.

1.4.1 Le théorème de Weyl

Definition 1.2. On note N(λ) le cardinal de {n ∈ N∗, λn ≤ λ}.

Dans cette section, on se propose de montrer l’équivalence entre le premier

développement :

+∞∑
n=1

e−λnt =
|Ω|

2πt
+ o

(
1

t

)
et le résultat de Weyl :

Théorème 1.13. (Loi de Weyl) Quand λ→ +∞, N(λ) ∼
|Ω|

2π
λ.

Cette équivalence repose sur le résultat suivant :

Proposition 1.14. Si (an)n∈N∗ est une suite croissante de réels, C un réel,

+∞∑
n=1

e−ant ∼
t→0

C

t
⇐⇒ ∑

ak≤n

1 ∼
n→+∞ Cn .

Démonstration : Le sens direct est une conséquence du théorème taubé-

rien d’Hardy-Littlewood-Karamata, on suit ici l’idée de Karamata. Supposons

+∞∑
n=1

e−ant ∼
t→0

C

t
. Etudions l’ensemble des fonctions continues par morceaux

g : [0; 1] −→ R vérifiant :

t

+∞∑
n=1

g(e−ant)e−ant −→
t→0

C

∫+∞
0

g(e−x)e−x
dx .

Si g(x) = xk, k ≥ 0, on a bien cette limite :

t

+∞∑
n=1

e−an(k+1)t −→
t→0

C

k+ 1

= C

∫+∞
0

e−(k+1)x
dx .

Par linéarité c’est donc le cas de tous les polynômes. De plus, si on a une

convergence uniforme fn −→
n→+∞ f de fonctions fn avec cette propriété :

t

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

[
f(e−ant) − fk(e

−ant)
]
e−ant

∣∣∣∣∣ ≤ ||f− fk||∞t
+∞∑
n=1

e−ant .
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t 7−→ t

+∞∑
n=1

e−ant
étant bornée au voisinage de 0, et puisque

e

∫+∞
0

fn(e
−x)e−x

dx −→
n→+∞

∫+∞
0

f(e−x)e−x
dx, f vérifie aussi la propriété. D’après

le théorème de Stone-Weierstrass, cet ensemble contient C([0; 1]) et même, par

convergence dominée et continuité au voisinage de 0, la fonction :

g : x 7−→ 1

x
si

1

e
≤ x ≤ 1,0 sinon.

Cela conclut, car on a donc :

t
∑

an≤ 1

t

1 −→
t−→0

C .

Supposons

∑
an≤x

1 ∼
x−→+∞ Cn. Par croissance, on en déduit an ∼

n−→+∞ n
C
.

En notant εn = an − n
C
, pour tout 0 < δ < 1

C
:

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

e−ant −

+∞∑
n=1

e−
n
C
t

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
|εn|≤δn

e−
n
C
t
(
eδnt − 1

)
+

∑
|εn|>δn

e−
n
C
t
∣∣eεnt − 1

∣∣
≤

+∞∑
n=1

(
e−( 1

C
−δ)nt − e−

n
C
t
)
+

∑
|εn|>δn

e−
n
C
t
∣∣eεnt − 1

∣∣
∼

t−→0

(
C

1− Cδ
− C

)
1

t

d’où

+∞∑
n=1

e−ant =
C

t
+ o

(
1

t

)
ce qui conclut.

1.5 Le deuxième terme
Dans cette sous-section, on suppose de plus Ω convexe.

On procède comme dans la sous-section précédente : on cherche à enca-

drer

+∞∑
n=1

e−λnt
en se servant du résultat de croissance U ⊆ V ⇒ PU ≤ PV .

D’abord la majoration : on affine en passant de PR2 à PD où D est un bon

demi-plan contenant Ω.

Pour ρ ∈ Ω, on note π(ρ) ∈ ∂Ω le point de ∂Ω à distance minimale de ρ
et l(ρ) la droite tangente à ∂Ω en π(ρ).

Par convexité, Ω est inclus dans le demi-plan contenant ρ de frontière

l(ρ), donc d’après le lemme 1.6 :

Proposition 1.15. Si ρ ∈ Ω, t > 0 :

PΩ(ρ, ρ, t) ≤ 1

2πt

(
1− e−

||ρ−π(ρ)||2

2t

)
.

ENS PSL - DMA 10 May 31
th
, 2024



1 LAPLACIEN ET GÉOMÉTRIE

Pour la borne inférieure, on va définir une famille de rectangles R(ρ, d)
dans Ω : pour d assez petit pour qu’un tel rectangle existe, R(ρ, d) sera un

rectangle tel que la droite passant par ρ et π(ρ) soit un de ses axes de symétrie,

tel qu’il soit à distance d de π(ρ) et tel que ρ ∈ R(ρ, d).

Ω

ρ
.

a

b π(ρ)

l(ρ)

d

Figure 2 – Le rectangle R(ρ, d)

On note alors : a = a(ρ, d) la longueur des côtés perpendiculaires à l(ρ),
b = b(ρ, d) l’autre longueur, et δ = δ(ρ, d) = ||ρ− π(ρ)||− d

Par croissance de P et d’après le lemme 1.8 :

Proposition 1.16. Si ρ ∈ Ω, t > 0, pour d > 0 assez petit :

PΩ(ρ, ρ, t) ≥ 1

2πt

(
+∞∑

n=−∞
(
e−

2

t
(na)2 + e−

2

t
(na+δ)2

))( +∞∑
n=−∞

(
e−

2

t
(nb)2 + e−

2

t
(nb+b

2
)2
))

Lemme 1.17. Il existe des constantes C > 0, D > 0 avec, pour tout ρ ∈ Ω :

Cd ≤ b(ρ, d)2 ≤ Dd .

Ce lemme, qu’on admet, correspond à contrôler la courbure de Ω en π(ρ).
On considère maintenant, pour ρ ∈ Ω, t > 0 assez petit, R(ρ,

√
t), on note

toujours a = a(ρ,
√
t), b = b(ρ,

√
t), δ = δ(ρ,

√
t).

On déduit du lemme 1.17 :

Lemme 1.18. Il existe une constante A > 0 avec, pour tout ρ ∈ Ω, quand
t→ 0 :

+∞∑
n=−∞

(
e−

2

t
(nb)2 + e−

2

t
(nb+b

2
)2
)
≥ 1+ o

(√
t
)

Puisqu’on peut minorer a uniformément :

Lemme 1.19. Si ρ ∈ Ω, quand t→ 0 :

+∞∑
n=−∞

(
e−

2

t
(na)2 + e−

2

t
(na+δ)2

)
≥ 1− e−

2δ2

t +O
(√
te−

2δ2

t

)
Et les termes dominés sont bien uniformes en ρ.
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1 LAPLACIEN ET GÉOMÉTRIE

Pour contrôler le périmètre, on définit :

Ω(d) = {r ∈ Ω|d(r, ∂Ω) > d}

Et on va considérer Ω(
√
t).

On a l’égalité suivante :

Lemme 1.20. Quand t→ 0 :

|Ω|− |Ω(
√
t)| ∼ |∂Ω|

√
t .

Démonstration : |∂Ω(x)| −→ |∂Ω| quand x→ 0, et :

|Ω|− |Ω(
√
t)| =

∫
Ω\Ω(

√
t)

1 =

∫√t

0

|∂Ω(x)|dx .

On en déduit finalement le résultat :

Théorème 1.21. Quand t→ 0 :

+∞∑
n=1

e−λnt =
|Ω|

2πt
−

|∂Ω|

4

√
2πt

+ o

(
1√
t

)
Démonstration : D’après la proposition 1.15 :∫

Ω(
√
t)

PΩ(ρ, ρ, t) ≤ |Ω(
√
t|

2πt
−

√
t

2

∫+∞
2

|∂Ω

(√
t

2

u

)
|e−u2

du ≤ |Ω(
√
t|

2πt
−

|∂Ω|

4

√
2πt

.

De même, en intégrant les estimations sur la borne inférieure, on obtient :∫
Ω(

√
t)

PΩ(ρ, ρ, t) ≥ 1+ o(
√
t)

2πt

(
|Ω|−

|∂Ω|

2

√
2π

√
t+ o(

√
t)

)
et on conclut avec le lemme 1.20.
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2 DES SURFACES ISOSPECTRALES

2 Des surfaces isospectrales

2.1 Préambule
On a précédemment montré que la donnée du spectre de l’opérateur La-

placien ∆ sur un surface Ω permettait d’obtenir, par analyse asymptotique,

les donnés de l’aire et du périmètre de cette même surface.

Si cela est suffisant pour reconnaître un cercle, il n’est pas évident de

savoir si, dans le cas général, une surface peut être entièrement déterminée

par la donnée du spectre du Laplacien sur cette surface.

En réalité, rien ne sert de garder le suspense, la réponse est non : il

existe des surfaces isospectrales dont les caractéristiques géométriques dif-

fèrent. Nous allons nous attacher dans cette partie, en s’appuyant sur les

travaux de Pierre Bérard dans [1], à construire un tel couple de domaines.

2.2 Description des surfaces
2.2.1 La brique élémentaire

L’idée générale de la construction est de s’appuyer sur une surface bien

définie, que l’on appellera « brique élémentaire », et dont on recollera plu-

sieurs exemplaires dans différents sens et ordre, mais un même nombre à

chaque fois, afin de préserver un même spectre sur les deux surfaces que l’on

obtiendra, mais avec des caractéristiques géométriques différentes.

Definition 2.1. On appelle « brique élémentaire » le domaine P 2.2.1 dont on

appelle explicitement A,B et τ les trois côtés opposés.

B

τ A

Figure 3 – Brique élémentaire P

On recolle 7 exemplaires de P pour obtenir les domaines suivants :
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3 4

6

7

(2)

(5)

1

Figure 4 – Domaine D1

1

2

3

(4)

5

6

(7)

Figure 5 – Domaine D2

2.2.2 Recollement selon τ

Dans le cas d’un recollement le long du bord τ, par exemple entre les

briques 5 et 6 dans le domaine I, on considérera une seconde « brique élé-

mentaire » B constituée d’une première brique P et d’une seconde, recollée le

long de τ après application de la symétrie hyperplane dont le plan est celui

de représentation.
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B

A

A

B

Figure 6 – Brique élémentaire B

2.2.3 Formalisation

Ainsi on a construit deux domaines non isométriques à partir d’une brique

élémentaire P selon les graphes suivants :

1 7 6 5 4

2

3

A B τ A
τ

B

3 4 2 7 6

1

5

τ B A τ
A

B

Figure 7 – Graphes de recollement

2.3 Preuve de l’isospectralité
On va dans cette partie démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.1. Les domaines D1 et D2 sont isospectraux.

Pour cela on considère une application Φ sur D1

Φ =

 φ1

.

.

.

φ7


où les applications φi sont les restrictions de Φ à la i-ème brique élémentaire.

Pour qu’une telle fonction soit correctement définie et suffisamment ré-

gulière pour que l’on puisse en considérer le laplacien sur les bons espaces

fonctionnels, il faut imposer sur Φ des conditions de recollement le long des

bords de chaque brique P.

ENS PSL - DMA 15 May 31
th
, 2024
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Definition 2.2. Les conditions au bord de Neumann et de Dirichlet sont

définies comme suit :

Soit (E) une équation différentielle et u une solution de (E) sur un ouvert Ω
— u respecte la condition au bord de Neumann si ∂u/∂n = g sur ∂Ω avec

n le vecteur normal au bord pour une certaine application g
— u respecte la condition au bord de Dirichlet si u|∂Ω = 0

Pour avoir une régularité intéressante, il faut de plus la continuité sur

tout le domaine et la dérivabilité presque partout.

On se restreint ici aux conditions aux limites de Neumann sur les bords

sans recollement. Le cas des conditions de Dirichlet requiert un peu de calcul

supplémentaire. Des éléments de réflexion seront donnés à la fin.

2.3.1 Isométrie des espaces de fonctions

On commence par établir un premier lien d’isométrie entre les espaces de

Sobolev de degré 1 sur les domaines.

Definition 2.3. Soit Ω un ouvert et m un entier naturel, on définit les espace

de Sobolev sur Ω suivants :

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∀α multi-indice, |α| ⩽ m, Dαu ∈ L2(Ω)}

Hm
0
(Ω) = {u ∈ Hm(Ω) : u|∂Ω = 0}

C’est un espace de Hilbert pour la norme

∥u∥Hm =

 ∑
|α|⩽m

∥Dαu∥2
2

1/2

Il peut être noté que la définition de l’espace Hm
0
(Ω) est ambigue car

elle sous-entend la présence d’un opérateur compact afin d’assurer l’égalité

demandée sur le bord. On pourra lui préférer la définition suivante, plus

rigoureuse et définissant bien le même espace :

Proposition 2.2.
Hm

0
(Ω) = Adh

(
C∞
c (Ω)

)
Afin de lier les espaces de fonctions on cherche une matrice TN et son

application induite

TN :

(
L2(D1 → L2(D2

Φ 7→ Ψ = TNΦ

)
telle que TN soit une isométrie de H1(D1) dans H1(D2).

Lemme 2.3. Soit a et b deux nombres réels vérifiant les propriétés suivantes :

4a2 + 3b2 = 1
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2a2 + 4ab+ b2 = 0

alors la matrice

TN =



a a a a b b b
a b a b a a b
a a b b b a a
a b b a a b a
b a b a a a b
b a a b a b a
b b a a b a a


induit une isométrie de H1(D1) dans H1(D2)

Démonstration. Avec les relations imposés sur a et b, la matrice est ortho-

gonale, en effet, si on appelle A = TN · tTN alors on a

∀i ∈ J1, 7K, Ai,i = 4a2 + 3b2

∀1 ⩽ i ̸= j ⩽ 7, Ai,j = 2a2 + 4ab+ b2

ainsi l’application TN est une isométrie de H1(P).

Montrons maintenant que TNΦ est bien définie sur D2, i.e. qu’on a bien

un recollement sur les bords de chaque brique.

En notant φA
i (resp. ψA

i ) la restriction de φi (resp. ψi) au bord A de la

brique P (idem pour les bords B et τ), les conditions de recollement imposent

les égalités suivantes sur Φ :

φA
1
= φA

7
φτ

2
= φτ

4

φB
3
= φB

4
φA

4
= φA

5

φτ
5
= φτ

6
φB

6
= φB

7

ainsi avec ces formules et l’expression des ψi en fonction des φj, on vérifie

que l’on a bien les conditions de recollement du domaine D2 :

ψA
1
= ψA

6
ψB

2
= ψB

4

ψA
2
= ψA

7
ψτ

3
= ψτ

4

ψB
5
= ψB

6
ψτ

6
= ψτ

7

En exemple, on vérifie pour la première égalité :

ψ1 = a(φ1 +φ2 +φ3 +φ4) + b(φ5 +φ6 +φ7)

ψ6 = a(φ2 +φ3 +φ5 +φ7) + b(φ1 +φ4 +φ6)⇒ ψ1 −ψ6 = a(φ1 +φ4 −φ5 −φ7) + b(φ5 +φ7 −φ1 −φ4)⇒ ψA
1
−ψA

6
= (a− b)× (φA

1
−φA

7︸ ︷︷ ︸
=0

+φA
4
−φA

5︸ ︷︷ ︸
=0

)

Ainsi l’application TN préserve les conditions aux bords et induit l’isomé-

trie recherchée.
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2.3.2 Isospectralité des domaines

Dans cette partie on va montrer le résultat du théorème 2.3 à l’aide de

l’isométrie des espaces de Sobolev.

Le théorème suivant, du quotient de Rayleigh [5], permet de caractériser

le spectre d’un opérateur par la norme de ses images.

On considère ici T un opérateur auto-adjoint compact positif sur un espace

H. Soit le résultat préliminaire suivant :

Lemme 2.4. Soit (en) une suite des vecteurs propres de T , il existe une base
de ker T , notée B, telle que B∪ {en} est une base Hilbertienne de H. Autrement
dit, on a le résultat suivant :

— Il existe une base hilbertienne de H de vecteurs propres de T
Ce lemme est admis.

Definition 2.4. Le quotient de Rayleigh de l’opérateur T est

R : x 7→ ⟨Tx, x⟩
⟨x, x⟩

Théorème 2.5. On note {λn}n les valeurs propres de T rangées dans l’ordre
décroissant et pour tout n, en le vecteur propre associé à λn. Alors, on a les
égalités suivantes :

λk = R(ek)

λk = min

Vk

(
R(x)

)
λk = max

V⊥
k−1

(
R(x)

)
où Vk est l’espace engendré par les k premières valeurs propres.
Démonstration. On déjà la première égalité par calcul.

Soit k ∈ N∗
, alors on a ∀x ∈ Vk, x =

∑
αiei ̸= 0

R(x) =

∑
λiα

2

i∑
α2

j

⩽ λk

Soit x ∈ V⊥
k−1
, x ̸= 0, d’après le lemme on a x =

∑
i⩾k αiei alors

R(x) =

∑
i⩾k λiα

2

i∑
j⩾k α

2

j

⩽ λk

On a vu que les cas d’égalité étaient assurés pour des vecteurs propres.

Corollaire. Les domaines D1 et D2 sont isospectraux pour le Laplacien de
Neumann.
Démonstration. On considère T = ∆−1

, c’est un opérateur compact auto-

adjoint positif sur H1(Di), i ∈ {1, 2}. Ainsi avec le quotient de Rayleigh, les

domaines D1 et D2 sont isospectraux pour T . Or on a

Spec(∆) = {λ−1 | λ ∈ Spec(T)}

D’où le résultat recherché.
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Annexe : Conditions de Dirichlet
Si on choisit de considérer le problème de Dirichlet, il faudra en plus

assurer que toutes les restricitions ψi s’annulent sur les bords du domaine

D2 qui ne correspondent pas à un recollement.

Formellement, en plus des conditions déjà exprimées avec les conditions

de Neumann on a sur les φi :

φB
1
= 0 φτ

1
= 0 φA

2
= 0

φB
2
= 0 φA

3
= 0 φτ

3
= 0

φA
5
= 0 φB

6
= 0 φτ

7
= 0

Et on doit vérifier sur les ψi :

ψB
1
= 0 ψτ

1
= 0 ψτ

2
= 0

ψA
3
= 0 ψA

4
= 0 ψB

4
= 0

ψA
5
= 0 ψτ

5
= 0 φB

7
= 0

Lemme 2.6. Soit a, b deux réels respectant les conditions du lemme 2.3 et
tels que

4a+ 3b = 1

alors la matrice

TN =



−a a a −a b −b b
a −b −a b −a a −b
a −a −b b −b a −a
−a b b −a a −b a
−b a b −a a −a b
b −a −a b −a b −a
−b b a −a b −a a


Induit une isométrie de H1

0
(D1) dans H1

0
(D2)

On peut donc conclure :

Corollaire. Les domaines D1 et D2 sont isospectraux pour le Laplacien de
Dirichlet
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