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1 Introduction

1.1 Le théoréme central limite

Le théoréme central limite (TCL) est un résultat fondamental de probabilités. II établit la convergence en loi de
la somme d’une suite de variables aléatoires vers la loi normale, permettant d’expliquer pourquoi les répartitions
gaufiennes apparaissent naturellement lorsque on s’interesse a des phénomeénes naturels. Il s’énonce comme suit:

Théoréme 1 (TCL). Soit (X;) une suite de variables variables aléatoires (v.a.) réelles indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.), d’espérance p = E(X1) et d’écart-type o = \/V(X1). Alors

1 - L

La généralité du résultat suscite de suite des envies de généralisation, dont certaines sont connues. Lorsque ces
variables n’admettent pas de second moment un méme résultat de convergence s’applique mais avec une différente
limite. Sans second moment c’est ’expression ﬁ(zzlzl X; — nu) qui converge, et lorsqu’elles n’admettent pas de
premier moment c’est seulement ﬁ >, X, qui converge. La limite dépend du plus grand moment accepté par ces
variables «, ainsi que d’un paramétre d’asymétrie 8. Ces limites sont appelées les lois stables.

Théoréme 2 ([I, Théoréme C.2]). Les lois stables non dégénérées (réduites a un atome) ont pour fonction carac-
téristique
tan(7%), sia#1

. o“ . -1
t—e tut + —(=[t]* +it|t|]* " BPL (L)) | ; Pult) = ;
s (it + 1" 4 it 58.(0) ) 5 240 {_glnﬂ, s

ot o €]0,2], peR et f€[—1,1]. Le cas o =2 est le TCL classique.



Comme le font remarquer remarquer Chen, Goldstein et Shao dans 2], 1.1], nous pouvons aussi relaxer la condition
d’indépendance sur les variables, ce qui donne lieu & de nombreuses déclinaisons et théorémes sans 'universalité des
résultats précédents.

Notre but est de démontrer une généralisation du TCL & des polyndémes symétriques qui violent la linéarité des
combinaisons précédentes. Nous présenterons le théoréme du quatriéme moment de Nualart et Peccati qui donne un
critére optimal de convergence vers une loi gaufienne.

Ce critére s’applique de fagon indépendante par degré: seuls les polynémes homogénes sont & considérer. De plus
les monomes en un seul des X; sont traités par I'application du TCL aux X¥. Nous utilisons donc une définition
restreinte tout du long.

Définition 3 (Polynéme homogéne). Un polynéme homogéne de degré k & N wvariables est un P € R[Xy,..., Xy]
de la forme

k
P(Xy,....Xn) = > a]][X,
i€[L,N]E  g=1
avec des réels (a;,,...q,) symmeétriques en les i; et nuls sur la diagonale.

Le théoréme s’énonce alors de maniére trés simple.

Théoréme 4 (Convergence du kurtosis). Soit (P,) une suite de polynémes homogénes de degré k & (N,,) variables
et (X;) une suite de v.a. réelles i.i.d. selon des lois gaufSiennes. On suppose que Y, = Pp(X1,...,XN,) est centrée
réduite pour tout n € N. On a alors

c 4
Y, e N(0,1) <= E,, (Y,)) v 3,

ol Y4 est la mesure gaufienne sur R?.

Nous présenterons la preuve de Ledoux [3], qui donne aussi une vitesse de convergence explicite.

1.2 Le sens direct

Le sens direct est aisé.

Dém. Soit Y ~ N(0,1), ses moments sont calculables par intégration par parties (IPP) répétée. En particulier,

E, (Y*) :/RY4 dy

1 4 _a?
=—— [ 2% 2 dx

\/271'/1111

3 9 _a2
= —— | z% 2 dx

\/2’/T/R

3 _ﬁd
— 2
TW/RG xZ,
E, (Y*) =3.

L - . ) . .
Supposons alors que Y, —+> N(0,1), en particulier (Y;,) est uniformément bornée. Donc on a aussi convergence
n——+0o0o

des moments et pour le kurtosis il vient bien E, (Y} .3 O
" n—+00

Le reste de ce mémoire a pour but d’expliciter le sens indirect. Une premiére section est dédiée & expliciter la
méthode de Stein, qui va donner une borne sur une distance de Y,, a son éventuelle limite. Cette borne s’exprime a
partir de la variance de ce qu’on appelle le carré du champ. Avec les polynémes homogénes c’est:

d(/”‘a’}/) < CO”YN(HP||2)a

avec d qui caractérise la distance entre p, la loi Y, et la loi gaufsienne.

Aprés une bréve présentation de la méthode de Stein, nous nous intéressons a établir cette borne pour des fonctions
propres d’opérateurs markoviens, puis & majorer cette borne & partir de conditions spectrales autour de certaines
fonctions propres appelées chaos, ce qui aménera a la majoration

U“/N(HPHQ)2 < Ck (E’YN (Y4) - 3) )

avec k le degré de P € R[Xy,..., Xn].



2 La méthode de Stein

Le lemme de Stein est une caractérisation de la loi normale souvent énoncée comme suit.

Lemme 5 (Stein, voir [2]). Pour une v.a. réelle W, si pour toute f continue et C* par morceauz telle que E(|f(2)|) <
oo pour Z ~ N(0,1),
E(W f(W)) =E(f'(W)),

alors W suit une loi normale centrée réduite.

La méthode de Stein suit de cette caractérisation. Elle permet de donner certaines bornes sur des distances entre
distributions de la forme d(X,Y) = supy,cy | [ hdX — [ hdY| = supj,cqy |E(R(X) — h(Y))|. La distance de variation
totale en est une, avec H = {1p|B borélien}. Elle consiste en:

e Trouver un opérateur L et une classe de fonctions F pour lesquels (Vf € F,E(L(f)(X)) = 0) <= X suit une
loi connue;

e Etudier les solutions f, de L(f,) = h — E(h(X)) pour h € H et X suivant la loi ci-dessus;

e En prenant lespérance conclure de propriétés des f; des relations sur E(L(f,)(Y)) donc sur E(h(Y) — h(X))
et donc sur d(X,Y).

Selon comment L s’exprime il peut y avoir une condition analytique forte qui apparait & partir de cette écriture
tautologique.

3 Le théoréme de caractérisation

Le théoréme que nous allons exposer s’applique en plus grande généralité que seulement les polyndémes homogénes.
Ceux-ci sont en fait les fonctions propres de 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck, qui vérifie des propriétés générales,
ce qui permet de généraliser notre étude.

3.1 Le cas des polyndomes homogénes
Définition 6. L’opérateur d’Ornstein—Uhlenbeck est 'opérateur L défini sur L?(RN,yn) NC™ par
L=A—{(z,V).
Au vu de la généralité des notations A, V et (, ), nous écrivons aussi L indépendament de la dimension N.

Proposition 7. Soit L =A — (z,V), on a Sp(L) = —N et les espaces propres de L sont les E, = Vect(H;, |i| = k),
ot (H;,i € NN est la base des polynomes d’Hermite.

Dém. Soit i € NV, on a

j=1 j=1
N N N N
= Hi(wx) [[ Hi(z) =D weH () [ Hix)
k=1 j=1,j#k k=1 j=1j#k
N N
= (H (wx) —aeH,, (1)) [] Hi ()
k=1 i=Li#k
N N
==Y inHi(xx) [[ Hi (),
h—1 J=1,j#k
L(H;) = —|i|H;

O

Ce qui suit étant valable dans le cas général, nous nous placerons dans le cadre d’un espace mesurable (E, F),
avec 1 la mesure invariante associée a ’opérateur L.

Comme nous 'avons expliqué, nous allons borner la distance & une loi gauffienne grace a la variance de 'opérateur
carré du champs défini comme suit.



Définition 8. Soit L un opérateur. Le carré du champ de L est 'opérateur bilinéaire T défini par

1
L(f.9) = 5(L(f9) = [L(g) = L([)g) -
Lorsque f =g, on notera T'(f) pour T'(f, f).
L’une des propriété que I'on souhaite pour notre opérateur est la suivante:

Définition 9. On dit que L est un opérateur de diffusion si pour toute fonction lisse ¢ : R — R, on a

Lie(f) = &' (NHLU) + " (NHT () -

Le carré du champ de l'opérateur d’Ornstein—Uhlenbeck est

[(f,9) = 3(Afg— (2, V1g) ~ fAg+ [z, Vg) ~ gAf + glz. V)
= %(Afg — fAg—gAf)
=(V/f,Vg).
Ainsi T'(f) = |[V£]|?>. De plus, on a
L(e(f) = Ap(f) = (=, Ve (f))

=" NIV + ¢ (HAf = ¢ (e, V)
=¢"(HTF) + & (L) -

Donc l'opérateur d’Ornstein—Uhlenbeck est un opérateur de diffusion.

3.2 Premiére borne par méthode de Stein
Nous utilisons alors la méthode de Stein présentée précédemment pour caractériser la distance a une loi gaufsienne.

Théoréme 10 (Application de la méthode de Stein). Soit F' une fonction propre de —L, un opérateur de diffusion,
associée a A > 0. Quitte & la normaliser, on suppose que IE#(FQ) = 1. Notons ur la mesure itmage de p par F. Soit
@ : R — R une fonction lisse bornée et notons ¥ : R — R 'unique solution bornée de l’équation de Stein:

<P_IE’V(<P):¢/_I¢~

Alors on a o
IEur(0) — Eq ()] < TLPUM (L))
ou C, = ||| ne dépends que de . On a donc une estimation de la distance de variation totale entre pp ety qui

est donnée par o, (I'(F)).
Dém. On a Eyp(p) —Eqy () = Eu(@(F)) —E, (¢) = EL(¢'(F) = F(F)). Or, ¥/ (F) — Fy(F) = ¢'(F) + 3 L(F)$(F)
donc avec la propriété de diffusion et en utilisant Cauchy-Schwarz,
1
Burl() B () = B, (W/(F) 4 3 L(F)U(F) )

— E(/(F)) - Eu(V/(F)T(F))

—t, (v (1- 510

Or, E,, (1) (F)2)% < ||[¢/]| et comme F est normalisée, B, (I(F)) = —E,(FL(F)) = A, donc E,, ((1 - ;r(F))Q) =

ou(T(F)), d’ott la majoration.

Une expression de ¢ permet alors de donner une majoration simple en fonction de ||¢]|so-



Proposition 11. L’unique solution bornée de l’équation de Stein est

2

+oo
vla)=e [ (B (e) - olt) .

De plus, pour Cy, on a la majoration ||V'|| s < 4[|¢]|sc-

2

x—

Dém. Les solutions de I’équtions homogéne étant les © — Ae’= , on déduit grace & la méthode de la variation de la
constante les solutions de I’équation de Stein:

{x —eT (/06 (1) —Ev(go))dt—k)\) Ae R} - {$|—> - (/;Ooe’f (E, () —@(t))dt—k)\') N e ]R{} .

12

Or, en notant que f:oo e (Ey(p) — (b)) dt = — [*_ % (E4(p) — ¢(t)) dt, on a pour z >0

+0o0 2242
@] < [ aeF (@) - ole))| e
Foo z—t)(z+t
< 2H<PHoot/ e< IEES )dt
+Oo — xr L
- 2“@\\00/ te— 7 gt
0

+oo 2
<ol [ et ar
0

=2[[¢llos -
Et pour x <0

x - —t) (x
ng@HOO/ gt

— 00

0 x
ZQH@HOO/ P

—00

0 2
<ww@/ e

=2[@lloo -
Donc 9 est la seule solution bornée de 1'équation de Stein et on a [’ (z)| < |z ()| + |o(2) — E4(9)]| < 4[|¢]|oo-

On obtient alors la premiére inégalité annoncée

3.3 Gradients itérés du carré du champ

La seconde partie de la démonstration utilise des outils plus algébriques, qui font apparaitre certaines conditions sur
le spectre de notre opérateur L.

Définition 12. On peut itérer le carré du champ. On pose To(f,g) = fg et pour tout m € N, Ty, 1 est Uopérateur
bilinéaire sur (E,F) défini par

1

Lint1(f,9) = 5(LTm(f,9) = T (£, L(9)) = T (L(f), 9)) -

Proposition 13. Soit F' une fonction propre de —L associée a A. Pour tout m € N*,
1 m—1
I (F) = (2L + )Jd) I(F).

De plus, pour tout (m,n) € (N*)2,
E;L(Fn(F)Fm(F)) = ;L(Fn—lrm+1(F))-

En particulier, pour n =1,
EM(F(F)FW(F)) = [EM(F2Fm+1(F)) .



Dém. La premiére égalité découle de
1 1
Tpy1(F) = §L(Fm(F)) + A\, (F) = (2L + )\Id) r
En utilisant ce résultat sur n, on a donc

B, (T ()T (F)) = 5Bu( LTy (F)) T (F)) + XE, (T 1T (F))

et de lautre coté, en I'utilisant sur m + 1,

BT A (F)1 (F)) = 3B (DT 1 (F)) o (F)) + AB(Ty 1T (F)).

O

On peut donner des interprétaions géométriques aux gradients itérés du carré du champs. En particulier, I's est
relié & la courbure de L. Cela correspond a la courbure de la variété différentielle pour laquelle L est le générateur
de la marche aléatoire canonique.

Proposition 14. Supposons que L soit de courbure p > 0, c’est & dire que pour tout f, Ta(f) = pL'(f). Si F est
une fonction propre de —L associée a p alors T'(F') est constante.
En particulier, si L est un opérateur de diffusion, d’aprés le théoréme 10, la distribution de F' est alors gaufienne.

Dém. Le proposition précédent donne I's(F) = LL(I'(F)) + p['(F), donc L(I'(F)) est positive. Ainsi,
0 <E,(D(F)LIT(F))) = —EL(D(T(F))) < 0.
Donc I'(T'(F')) = 0 et T'(F') est constante. O

Pour l'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck, on a I'a(f) = 1A(Vf, V) — (z, V(V [, V) = (Vf,V(Af — (z,V]))).

Or les calculs donnent:
N\ o 9
ANVEVE = 22 (8:@8%) + dx; Ox;0x7’

of 0°f )
dz; Ox;0x;’

(@, V(V, V) Z z

of s
(VEVAD =3 s Gt

of o%f
<vf,v<x,vf>>;< ) Z % s BedE

2
Ainsi Ty (f) = (8 :iQszj) +T'(f), donc on en déduit que L est de courbure 1. Or, les fonctions propres associées a

1 sont les polynomes homogenes de degré 1, donc on retrouve le fait qu'une somme de loi gaufiennes est aussi une
loi gaufsiennes.

3.4 Meéthode des chaos
La seconde inégalité repose sur ’étude des chaos de I'opérateur.

Définition 15 (Chaos). Considérons un opérateur —L dont le spectre est 0 = Ao < A1 < A2 < .... Pour tout k € N,

on pose
k—1

k
Qr=[[(X =2 => ax".
=0

=0

On définit alors la forme bilinéaire Qp(I') comme

On dit alors qu’une fonction propre F de L associée ¢ —\y, est un chaos d’ordre k si on a Qp11(T)(F) = 0.



On définit aussi deux polynémes auxiliaires, qui interviendrons dans le controle de E(T'(F)?).

Définition 16. Pour tout k € N*, on pose
1 k
_ ! _ yi—2
Ry = Xz (Qr(X) — Qr(0)X) = ;72 a; X",

Ti = Ri(X + A—1) — Rie(Ag—1) -
En utilisant ’érgodicité de L, on obtiens une caractérisation des chaos.
Corollaire 17. F est un chaos d’ordre k de L ssi Qi(I')(F) est constante.

Dém. En prenant F normalisée dans L?(u) on a en utilisant I'TPP asociée a L répétée on a la formule dans L?(j):
(QrI)(F)) = (F.Qr(~L)F).

Plus prosaiquement: [ Qu(I)(F)du = [ FQr(—L)Fdp = Qr(Ak), puisque F est normalisée et fonction propre
de —L.

Si Qx(T)(F') est constante on a qu'il s’agit donc de Qx(A;). D’autre part LQy(I')(F) = 2Qk+1(T')(F). L annulle
les constantes: Qr4+1(T)(F) = 0.

Réciproquement si Qr4+1(T)(F) = 0, lespace associé a Ao ne contient que des constantes, c’est-a-dire —L est
ergodique, donc c’est le cas de Qi (T)(F). O

Dans le cas de I'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck, le calcul donne simplement Q(T')(f) = ||V"f]|? donc si F est
un polynome homogéne de degré k, c’est bien un chaos d’ordre k. Ainsi, on peut bien appliquer les résultats qui
suivent & n’importe quel polynome homogéne, sans se soucier de la distinction entre fonction propre et chaos.

Le fait que F soit un chaos de L permet alors de donner une expression de E,, (I'(F)?) en fonction de E,, (F*T'(F))
et donc de E,, (F4).

Proposition 18. Avec les mémes notations que précédemment, on pose pour tout k € N,

k
T :HAZ
i=1

Si F est un chaos d’ordre k < 1 de L associé a — A\, alors

L
M (C(F)?) = miB, (L) + (1), (0T () (00D
Dém. D’aprés la définition d’un chaos,

0=E.(F*Qr41(I)(F))
k+1

=Y aE(F°Ti(F))
=1

k+1
= E, (F’T(F)) + > aE,(D(F)Li_y(F)).
=2

Or, a; = (—1)*m;. Aussi,

k+1 k+1 1 i—2
Z &iEM(F(F)Fi_l(F)) = Z aiIEH (F(F) <2L + /\kId) F(F))

=0 7=0
k—1 1 I j
=3 ) aipaNE, [ T(F) (2) [(F)
i=0 j=0
Or, on a bien
k—1 ) k—1 1 o )
Ty1 = Z%H(X + k)" = Rep1 (M) = Z Qipoy, P X7 — (=) g,
i=0 i=0 j=0

d’ou I'égalité.



Si l'on est dans un cas favorable, on a alors majoration, ce qui permet d’établir I'inégalité.

Corollaire 19. Si on a également
An

Vn € N, (_1)ka+1 (_2> <0,

alors E, (T'(F)?) < \E,, (F2T(F)). Donc si F est normalisée et si L est un opérateur de diffusion, on a

ou(T(F))* < Af (;m (%) = 1) :

Dém. Décomposons I'(F) dans une base orthogonale de fonctions propres de —L en I'(F) = ) G, on a alors

Tes1 (’;) (C(F) =Y Thn (—2") Gn,

neN

B, (NPT (£) @) = X i (-3 ) Bl

neN
Avec la condition, on en déduit donc que E, (F(F )2) < MEL (F r'(F )) Aussi puisque la fonction F' est normalisée,
E,(D(F)) = A\, et \E,(F*) = —E,(F2L(F)) = 3E,(F?T'(F)), d’ou I'inégalité.
0

Théoréme 20. Lorsque le spectre de —L est N, la condition du corollaire précédent est vérifiée.

Dém. 11 s’agit de montrer que Vn € N

(g_k)fl [Iﬁ(g—z)—k'] > (k- 1)1,

=0

ko1

Lorsque n = 2k, le membre de droite vaut k!) "7, 7, donc I'inégalité est vérifiée. Sinon, supposons d’abbord que

n > 2k, on a alors

k—1 k—2

(G-1)=G-*)I(GE-)
> (Zk+1)k2(k2)
:(g—kz—i-l)k:',

d’ott le résultat. Maintenant si n < 2k, posons p = [§] on a 1 < p < k et il vient alors

k—1
0G-)-3
. 2 2
=0

P . k /1 .
< §Z=1(p— )g(@—p+1)
= 5~ D!k~ p)!
n
< §(k -1t
le corollaire est donc bien démontré. O

3.5 Une condition suffisante

La question qu’on s’est posé maintenant est quelle signification donner & la condition Vn € N(—1)FTy (—>‘2'")?
L’idée est de se dire que bien que les positions des A,, jouent un réle dans notre étude, celles des % ne représentent
rien par rapport 4 nos polynémes. Aussi, on remarque que dans le cas de N, on a méme Vz € R_, (—1)¥Ty 1 (z) < 0.

Nous renforgons donc cette condition suffisante en gardant en téte que 1’on reste proche du cas général



Proposition 21. On a

k—1
Vo € R_, (—1)*Thpa(z) <0 <= Wy €]0, M, [ [T (N f—1 -
=1

Dém. On a Ryy1 = + (Hl (X =N) 7Tk> donc

( 1) Tk+1 )\ —I—X (H /\k_ )—ﬂ'k) + MTr—1

k
H (N — A — )7Tk+77k+X7rk—1>

)\k—i-X (ﬂk 1H()\Z>\kX)) .

i=1

)\k—i-X

Ainsi, la premiére conition est équivalente a mp_1 < H;:ll()\i —Ap—x)siz € — A, 0] et mp—q > Hi:ll()\i —Ap— )
si €] — 0o, —Ai[ et avec un changement de variable c’est équivalent a 71 < Hf;ll()\i —y) sty €]0, ] et
Th—1 = Hf;ll()\i —y) siy € R_. Or, cette seconde condition est toujours vérifiée puisque comme Hf;ll(&- —y)
est scindé A racines simples sur R, par le théoréme de Rolle, ses extremums locaux sont dans |A;, Ag—1[, donc ce

polynéme est décroissant sur R_.
O

Cette condition donne donc des informations sur la distance maximale entre les k premiers \; par rapport au gap
initial entre Ay et A;. En effet, deux A; consecutifs doivent toujours étre assez proches.

Corollaire 22. Notons pour tout i € N*, \iy1 — X\; = 0;. Soit k € N*, si (0;);eq1,5) est décroissante, la condition
précédente est vérifiée pour Ti41.

Dém. Soit y €]0, \g[, supposons que A\g < y < Ag41, on écrit y =& + Z‘jzl d;, on a alors

k-1 k=1 [ i d—1
M= =TI 0-c->_4
i=1 i=1 \j=1 j=0
d—1 d k—1 %
:—5H —E—Z(Sj H Z(Sj—a
i=1 j=i i=d+1 \j=d+1
d—1 [d+1 k-1 i
<e[T{>20) IT | X2 9
i=1 \ j=i i=d+1 \j=d+1
< b1 H)\z+2 H Ai
i=d+2
< Tg-1

4 Conclusion

Initialement, le résultat auquel nous nous sommes intéréssés avait été démontré par D. Nualart et G. Peccati dans
[4] et utilisait surtout les intégralles stochastiques. Cependant, la preuve de M. Ledoux est non seulement plus
élémentaire mais aussi valable dans un cas plus général.

En s’appuyant sur le lemme de Stein et ’étude des chaos, nous pouvons alors dégager des critéres spectraux plus
généraux. C’est ce que nous avons exploré dans notre derniére partie

En essayant d’approfondir notre étude & d’autres opérateurs, nous nous sommes toutefois heurtés & un manque
d’exemples explicites d’opérateurs markoviens sur les réelles qui ne se factorisent pas en une action sur une chaine
de Markov discréte et action avec noyau.



5 Annexe

Définition 23. La mesure gaupienne sur (R%, B(R?)) est la mesure de probabilité v4 définie par densité par rapport

a la mesure de Lebesgue:
e—llzll/2

(2m)d/2

ot ||.|| est la norme euclidienne sur RY. On note v pour ;.

dya(r) = Az),

Définition 24. Soit n € N, le n-iéme polynome d’Hermite H,, est défini par

_
w3

J

H,(x) = (—1)”6%D" (6_§> (x) = kzo(_l)k;k (272) a2k

Les polynomes d’Hermite forment une base orthogonale de L?(R,7).
Ces polynomes vérifient également H) = nH,_1, ce qui se déduit des deux équations suivantes:
H!! —xH, +nH, =0et Hy,.1 —xH, +nH,_1=0.

En dimension supérieure, pour N € N*| la famille définie par

N
(H;)jenn = HHiJ (X5) CR[Xy,...,XN]
j=1

iENN

est une base orthogonale de L?(RY, vyy).
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