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1 Introduction

Dans cet exposé, on introduira la notion de code barre et présentera son lien avec celle
de modules de persistance, par le théoreme d’Isométrie. On définira finalement I’homologie
de Floer, permettant une utilisation des notions de codes barre en géométrie symplectique.

Cet exposé suit le plan général et est principalement basé sur les notes Topologi-
cal Persistence in Geometry and Analysis de Leonid Polterovich, Daniel Rosen, Karina
Samvelyan et Jun Zhang [1].



2 Modules de persistance

2.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 2.1 Un module de persistance est une paire (V,m) ot :
— V = {V,hier est une famille d’espaces vectoriels de dimension finie sur un corps
I,

— = {mss: Vs = Vi}s<t est une famille de morphismes linéaires vérifiant :
1. (transitivité) : 75, = m, 0 sy pour tous s <t < r,

2. (stabilité locale) : pour presque tout t, il existe un petit intervalle autour de t
ot tous les ms, sont des isomorphismes dés que s <,

3. (semi-continuité) : autour de chaque t, il existe un € > 0 tel que tous les ms,;
sont des isomorphismes pour s € (t — &,t],

4. (trivialité au début) : il existe un instant s~ tel que Vi =0 pour tout s < s~.

Ces conditions garantissent que ’évolution est bien controlée. Par exemple, on peut
définir la ”limite” du systeme pour t grand :

Voo - hg ‘/ta
et tous les morphismes 7, sont les identités.

Définition 2.2 Un morphisme de modules de persistance A : (V,m) — (V',7’) est
une famille de morphismes linéaires A, : V; — VY telle que, pour tous s < t, le diagramme
sutvant commute :

V., —5 V

|a. , |

™

/ st /
Vi — W

Deux modules sont dits isomorphes s’il existe des morphismes dans les deux sens
qui sont inverses I'un de l'autre.

Définition 2.3 Pour 6 > 0, le module décalé V|| est défini par :
VIo]le = Viys, 7[0]st = Tsystrs:
Le morphisme de décalage ®° : V — V[§] est donné par :
<I>f = T it6-

Ce morphisme correspond simplement a faire ”glisser” tout le module dans le temps
vers la gauche.

Définition 2.4 Un module d’intervalle F,y est le module qui vaut F pour t € (a,b]
et 0 sinon. Tous les morphismes dans [’intervalle sont des identités.



Définition 2.5 La somme directe de deux modules (V, ) et (W,0) est définie par :

VeW),=VieW, xg,= Wxt@ﬂw

s,t*

Pour comparer deux modules de persistance, on introduit une notion de distance qui
reflete a quel point ils peuvent étre transformés I'un en 'autre.

Définition 2.6 Deuz modules V et W sont d-entrelacés s’il existe des morphismes :
F:V >Wp], G:W = V[
tels que les deux compositions respectent les décalages de 26 :
Glo]o F = ®% F[§]oG = o,
Définition 2.7 La distance d’entrelacement entre V et W est :
dint(V, W) =inf{d > 0 | V et W sont §-entrelacés}.

Définition 2.8 Une correspondance surjective entre deuxr ensembles finis X et Y
est une relation C' C X XY telle que chaque point de X et de Y est relié a au moins un
point de l’autre ensemble.

Définition 2.9 La distorsion d’une correspondance C' est :

dis(C) = max |dx(z,2') —dy(y,y)].

(z,y),(z'y")€C

Définition 2.10 La distance de Gromov-Hausdorff entre deux espaces finis (X, dx)
et (Y,dy) est :

1
deu(X,Y) = 5 i%f dis(C),

ou C' parcourt toutes les correspondances surjectives entre X et Y.

2.2 Stabilité des modules de Rips

Définition 2.11 Pour (X,d) un espace métrique fini, et « € RY, on peut regarder le
complex simplicial R, (X) engendré par les simplexes dont les arétes ont toutes une lon-
gueur inférieure a o. Pour o < 3, l'inclusion R, — Rg induit, en prenant [’homologie,
une application linéaire. La collection de toutes ces applications entre les homologies forme
alors un module de persistance appelé module de Rips.

Théoréeme 2.12 Soient X et Y deux ensembles finis avec des distances. Notons V(X))
et V(Y) leurs modules de Rips. Alors :

dine (V(X),V(Y)) < 2 den(X,Y).



3 Codes-barres et théoreme d’Isométrie

3.1 Forme normale des modules de persistance

Un fait fondamental est qu’on peut décomposer n’importe quel module de persistance
en une somme directe de modules d’intervalle.

Théoréme 3.1 Soit (V,7) un module de persistance de type fini. Alors il existe un en-
semble d’intervalles {I;};es tel que :

V= PF,

jeJ
Cette décomposition est unique a isomorphisme pres et a lordre pres.

Ce résultat veut dire que pour chaque module de persistance, on peut lui associer un
multiensemble d’intervalles (les I; qui peuvent donc appraitre plusiseurs fois), qui est une
maniere simple et efficace de représenter toute l'information du module. C’est ¢a qu’on
appelle un code-barres.

Définition 3.2 Soit (V, 1) un module de persistance. Un réel t € R est appelé un point
spectral de V' s’il existe un changement “non trivial” dans le module a ce point. Plus
précisément, t est spectral si, pour tout € > 0, il existe s € (t —€,t+€) tel que s, ou T
n’est pas un isomorphisme.

Définition 3.3 Soit (V, ) un module de persistance. Un sous-module W C V' est appelé
semi-surjectif s’il existe un temps ty tel que, pour toutt < to, W, =V, et mgy : Wy — Wi
est surjective Vr < s < t.

On construira la décomposition inductivement en utilisant le lemme suivant :

Lemme 3.4 Soit W un sous-module semi-surjectif strict de V. Alors il existe un sous-
module semi-surjectif W'| C V tel que :

W1=W & Fuq,
pour un certain intervalle (a,b] formé a partir de points spectraux de V.

Comme W est semi-surjectif, il existe un instant r tel que W; =V, pour tout t < r.
On choisit ensuite le plus petit i tel que W C V.
Prenons un élément z* € V*\ W', et appelons z
cas peuvent arriver :
— Cas infini : Si 2* ¢ W* pour tout k > 4, on définit un sous-module P isomorphe
a Fa; 400)- _ _
— Cas fini : Sinon, on prend le plus petit 7 > 7 tel que 2 € W7, on construit
y' = z' — 2 pour un certain z* € W' et on considere son image y* dans chaque
VF pour i < k < j, qui tombe hors de W* mais s’annule a k = j.

* son image dans V* pour k > i. Deux



On définit alors P comme le sous-module engendré par les y* sur les intervalles
(ar—1,ax] C (ai-1,a;-1]. Ce module est isomorphe & Fq,_, 4, -

On pose W' := W + P. On montre ensuite que W/| = W @ P et que W’ reste
semi-surjectif.

Définition 3.5 Un module de persistance (V,m) est dit propre s’il posséde un sous-
module semi-surjectif U C V tel que Uy — V; est un isomorphisme pour tout t en dehors
d’un ensemble fini de points spectrauz.

Théoreme 3.6 Tout module propre de dimension finie admet une décomposition unique
(a isomorphisme prés et a l'ordre prés) en une somme directe de modules d’intervalle.

3.2 Distance de goulot et théoreme d’isométrie

Soient B et B’ deux codes-barres, c¢’est-a-dire deux multiensembles d’intervalles
de la forme (a,b] C R (avec a < b), chacun représentant un module de persistance.

Définition 3.7 Soient I = (a,b] et J = (d',V] deux intervalles. On définit la distance
entre eux par :

ds(1,J) := max(la — d|,|b —V']).

Définition 3.8 Un §-matching entre deux codes-barres B et B' est une correspondance
partielle (au sens des ensembles) :

yC BxB

telle que :
— chaque intervalle de B et de B' apparait au plus une fois dans ~y,
— pour chaque paire (I,J) € v, on a :

doo(I,J) <9,

— tout intervalle non apparié (dans B ou B') est de longueur au plus 20, c’est-a-dire
que :
si I = (a,b] est non apparié, alors b — a < 20.

Cette définition permet d’“ignorer” les petits intervalles
Définition 3.9 La distance de goulot entre deux codes-barres B et B' est définie par :
dg(B, B") := inf{d > 0| il existe un 6-matching entre B et B'}.

Remarques : - Cette distance est bien une pseudo-distanc sur ’ensemble des codes-
barres, le théoreme d’isométrie prouve que cette distance correspond exactement a la
distance d’entrelacement entre les modules.

0,2 3,5
5. (0,2] - (3,5]
\\ ) p II;EIX =0.1
B/ \ \ 1
(0.2,2.2] (2.8,5.1]



Cette distance reflete combien il faut “bouger” les intervalles pour que les deux codes-
barres soient alignés au mieux.

Théoréme 3.10 (Théoréme d’isométrie) Si V' et W sont deur modules de persis-
tance de type fini, alors :

dint(V, W) = dp(B(V), B(W)),
ot B(V) et B(W) désignent les codes-barres associés a 'V et W.

Preuve pour le sens < : Soient V =
persistance.
On suppose que :

Fr, et W = @..,F;, deux modules de

iel jeJ

ds(B(V), BOW)) < 6.

On va maintenant construire un entrelacement entre V et W.
— On écrit :
V= Vmatch S ‘/shorta W = Wmatch S¥) Wshorta

ou : - Vipateh = @ie 1 Fr,, avec I’ les indices appariés dans 7, - Vipore st la somme des
modules restants (non appariés, de longueur < 26), - Idem pour Wiaten €6 Wanort -
Par le lemme 2.1.9, on peut construire un morphisme :

Fmatch : Vmatch — Wmatch [6]

en associant chaque [F7, a son partenaire F;, avec doo([;, J;) < 6.
De méme, on construit :

Gmatch : Wmatch — Vmatch [5]

Pour les modules courts (Viport €6 Winort ), comme ils sont de longueur < 24, les mor-
phismes naturels de décalage :

@26 . V;hort — V;hort [25]7 (I)%/g

‘/;hort short

. Wshort — Wshort[25]

suffisent a former un entrelacement trivial.
On définit :
F = Fuaen ® ), 2V = W],

G = Guaten ® DY W = V[d].

Alors, par construction, les compositions satisfont :
Go]o F = ®%  F[§]oG = dE.
Donc V' et W sont d-entrelacés, ce qui prouve que :
dint (V, W) <0.

Soient (V, ) et (W, 8) deux modules de persistance, avec barcodes respectifs B et C.
Pour un intervalle I = (b,d], ou d € RU {400}, on note :

By CB

’ensemble des intervalles de la forme (a,d] € B avec a < b.
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Proposition 3.11 Soit I = (b,d] et v : (V,m) — (W,0) un morphisme injectif. alors
By < Cj.

on a la méme résultat pour une surjection, avec une inégalité dans I’autre sens.

Définition 3.12 Supposons qu’il existe une injection de modules de persistance : 1 :V —
w

et que les barcodes associés a 'V et W soient respectivement B et C'.

On définit un appariement induit par cette injection : [y : B — C : Pour chaque
d € RU{+o0}, on considére tous les intervalles de B et C' qui se terminent en d :

By={(bi,d € B}, Cy={(c;,d €C}.

On trie les deux ensembles par longueur décroissante (ou, ce qui revient au méme,
par ordre croissant des bornes inférieures) :

(bl,d]3<bg,d]33<bk,d], GUGCblgbgg...gbk,

(c1,d] D (e2,d] D -+ D (cp,d], avece; < ea < ... < ayp.

on a toujours k < L. On apparie alors chaque intervalle de By au premier (le plus long)
intervalle disponible dans Cyq, en suivant ordre donné. Ainsi, (by,d] est apparié avec
(c1,d], puis (by,d] avec (ca,d], ete.

On répéte cette procédure pour tous les d € RU {+o00}. On obtient ainsi un apparie-
ment global, et on a une construction similaire pour les surjections.

Proposition 3.13 Soit ¢ : V — W une injection de modules de persistance, et soient B
et C' les codes-barres respectifs de V' et W.
Alors le matching induit piy; : B — C vérifie les deux propriétés suivantes :

1. Tous les intervalles de B sont appariés :  colm(punj) = B.

2. Pour chaque intervalle (b, d] € B, l'image par jy; est un intervalle (c,d] € C' avec
c<b.

Proposition 3.14 Soit m: V — W wune surjection de modules de persistance, et soient
B et C les codes-barres respectifs de V et W.
Alors le matching induit g, : B — C vérifie les deux propriétés suivantes :

1. im(pgy) = C.

2. Pour chaque intervalle (b, d] € B, l'image par sy, est un intervalle (b,e] € C' avec
e < d.

Ces propositions nous permettent de construire des matching a partir d’un morphisme
injectif ou surjectif, on va écrire alors un morphisme général comme composition d’un
morphisme injectif et d’un morphisme surjectif.

Proposition 3.15 Fonctorialité des couplages pour injections ou surjections
Considérons un diagramme commutatif dans la catégorie des modules de persistance,
ot tous les morphismes sont des tnjections ou tous des surjections :



f

U——V
L
W

Alors le diagramme correspondant au niveau des barcodes commute également :

w(f)

£,
m

B(U) B(V)

lﬂ(g)
B(W)
ot u(-) désigne :
— soit le couplage induit p1in;, si tous les morphismes sont des injections ;
— 501t fsur, St tous sont des surjections.

Soient (V,my) et (W, my ) deux modules de persistance qui sont d-entrelacés, ¢’est-a-dire
qu’il existe deux morphismes :

f:V=WI[pe, g:W =V

tels que :
glo]o f=®55,  f0]og= Dy

ou o5 désigne la translation naturelle de 29.

Lemme 3.16 Considérons le morphisme f : V. — im(f) et le couplage induit pigy, :
B(V) — B(im(f)).
Alors :
(1) coim(pi) 2 B(V)*
(2) im(ptnr) = B(im(/))
(3) Chaque barre (b,d] € coim(pug,,) est envoyée sur une barre (b,d'] avec : d' € [d —
20, d|

Lemme 3.17 Considérons maintenant l'injection im(f) — W] et le couplage induit
i+ Blim()) — BOV[S).

Alors :

(1) coim(pg) = Blim( )

(2) im(ping) 2 B(W[0])*

(3) Chagque barre (b,d'] € colm(jun;) est envoyée sur une barre (V,d'] avec :

Ve b— 24,0
Soient V' et W deux modules de persistance, et B(V'), B(W) leurs barcodes. Alors,
dint<V7 W) > dbott(B(V)7 B(W))

On considere la factorisation suivante :

V Loim(f) — W[

8



et I'on utilise les couplages induits suivants :
psur 2 B(V) = B(im(f)),  pinj : B(im(f)) — B(W[d]).
On définit alors le couplage composé :
(1(f) = Hing © psur : B(V) — B(W[d]).

Ensuite, on compose avec la translation Wy définie par :

Us((a,b]) = (a+0,b+ 9]
pour obtenir :

Usou(f): B(V)— B(W).

Ce couplage est un d-matching entre les barcodes de V' et W.

4 Géometrie symplectique et Homologie de Floer

Dans cette partie, on introduit les notions nécessaires a la définition de ’homologie
de Floer, puis on en présente une application.

4.1 Géometrie symplectique
4.1.1 Variétés symplectiques et hamiltoniens

Définition 4.1 Soit M une variété de dimension paire. On dit que M a une structure
symplectique si elle est munie d’une 2-forme différentielle w fermée et non dégénérée,
c’est a dire que w™ est une forme de volume et que dw = 0. La paire (M,w) est alors
appelée variété symplectique.

Définition 4.2 Un symplectomorphisme ¢ : (My,w1) — (Ms,ws) est un difféomorphisme
préservant la structure symplectique, donc tel que ¢*ws = wy. Le groupe des symplecto-
morphismes sur (M,w) est noté Symp(M,w).

Définition 4.3 Soit (M,w) une variété symplectique, et H : M x [0,1] — R lisse. On
definit le champ de wvecteurs hamiltonien de H, noté Xy comme la solution de
Uequation Xpiy w = —dH. Le flot ¢ de Xy, est appelé flot hamiltonien, et l’image
oY = ¢ est appelé difféomorphisme hamiltonien. L’ensemble de tous les difféomorphismes
hamiltoniens est noté Ham(M,w).

On remarque que si on on pose f : [0,1] — R une fonction lisse, le champ de vecteurs
Xp engendré par le hamiltonien modifié H'(z,t) = H(z,t) + f(t) est identique a celui
engendré par H. On peut, pour se débarasser de cette ambiguité, dans le cas ou le support
du hamiltonien est compact, ne considérer que les hamiltoniens normalisés, c’est a dire
vérifiant [, Hyw™/n! = 0 pour tous ¢ € [0, 1].

Proposition 4.4 Pour (M,w) une variété symplectique close, le flot hamiltonien ¢, est
un symplectomorphisme

La formule de Cartan donne
XH'wId(XHJ w)+XHJ dw:d(—dH)—i—O:O .

Donc la dérivée de Lie de w selon Xy est nulle, ainsi, ¢}, préserve w pour tout ¢.

9



4.1.2 Distance de Hofer

Théoréme 4.5 Pour v un chemin lisse dans Ham(M,w), il existe une fonction F :
M x [0,1] — R, vérifiant pour tout x € M et t € [0, 1],

d

5 (@) = X (n(z)) .

Une preuve de ce théoreme est donnée dans [2]. L'existence de cette fonction engen-
drant le chemin permet de définir la longueur d’un chemin lisse de Ham (M, w) :

Définition 4.6 La longueur de Hofer d’un chemin ~ engendré par F est définie
comme

1
long(y) = / 1Bt
0

On peut des lors définir la distance de Hofer entre deux difféomorphismes hamilto-
niens :

Définition 4.7 Sur Ham(M,w), on pose

dofer(®, V) = inf{long(y),y relie ¢ a ¥}

pour tous ¢, € Ham(M,w). On en déduit une norme : ||¢|| nofer = drofer(¢, 1dar)

4.2 Homologie de Floer
4.2.1 Indice de Conley-Zehnder

On note Sp(2n) groupe des matrices symplectiques 2n x 2n a coefficients dans R, c’est

a dire qui vérifient MTQM = Q avec = (I((i) B (I)d">

Soit ® un chemin lisse dans Sp. On pose S(t) = Q®(t)®(t)~", chemin lisse de matrices
symmetriques.

Définition 4.8 On dit que t € [0, 1] est un croisement si det(®(t) — Id) = 0. Dans ce
cas, S(t) restreinte a ker(®(t) — 1) définit une forme quadratique notée I'(®,t), la forme
de croisement. Le croisement est dit régulier si la forme ['(®,t) est non dégénérée.

On suppose que @ est un chemin lisse de matrices de Sp(2n) vérifiant (0) = Id et
1 n’appartient pas au spectre de ®(1) : Le point ¢ = 0 est donc un croisement, avec
ker(®(0) — Id) = R?" tandis que ¢ = 1 n’en est pas. On suppose désormais que tous les
croisements de ® sont réguliers.

Définition 4.9 On définit alors Uindice de Conley-Zehnder par

po2(®) = 35ign(T@,0)+ 3 sien(N(@, 1),

t croisement

10



Avec sign la signature de la forme définie comme le nombre de carrés positifs moins le
nombre de carrés negatifs dans ’écriture cannonique de la forme quadratique. L’indice
tez(P) est bien entier car comme ker(®(0) — Id) est de dimension paire, sign(I'(®,0))
est nécessairement paire. Si ® et ¥ sont homotopes relativement a leurs extrémitées, on
constate qu’elles ont le méme indice.

On peut alors définir I'indice de Conley-Zehnder de tout chemin lisse ¥ ayant Id et
une matrice dont le spectre ne contient pas 1 comme extrémités par pucz(V) = pcz(P)
avec ® un chemin quelconque homotope a ¥ avec extrémités fixées. On normalise ensuite
l'indice en posant Ind(®) = n — pez(P).

4.2.2 La fonctionelle d’action

Soit (M, w) une variété symplectique avec mo(M) = 0. On s’intéresse a I'ensemble LM
des cercles lisses contractiles z : S' — M. Pour € LM, on choisit D C M un disque de
bord z et on s’intéresse & la forme d’aire : A(z) = — [, w. comme my(M) = 0, A est bien
définie : si D" est un autre disque de bord x, D U D’ forme une sphere .S, on peut choisir
B une boule dont le bord est S. La formule de Stokes donne alors

fio= o= o fa-s

On veut s’interesser aux points critiques de A. On obtient cependant le résultat suivant.
Proposition 4.10 Les seuls points critiques de A sont les cycles constants.

En effet, en remarquant que l'espace tangent T, LM en x € LM est identifiable a 1’espace
des champs de vecteurs sur M restreints a x : {(t) € T,y M, pour t € [0,1], et en
choisissant un [vy] € T,LM, pour v dans LM avec v(0) = z, et en identifiant [y] a
¢ €T, M, cest adire £ = 7/(0), et en choisissant 0 lisse telle que 0(t) est un disque de

bord 7(t), on obtient :

Or, pour s — 0,
1 1/ [ ,
—(—/ w+/w):——(/ (/ w)du)%—/ Y (0)s w,
S 5(s) D S 0 () oD

@maz—zw@ameR.

Le cycle x donc est un point critique s’il vérifie d,.A(§) = 0 pour tout £ € T, M. Comme
on peut choisir £ a support arbitrairement petit et vallant v € T,y M en x(t), = doit
vérifier w(v, (t)) = 0 pour tous ¢t € [0,1] et v € Ty M. Par non dégénérescence de w, on
doit avoir z(t) = 0 pour tout ¢t € [0, 1], soit x constant.

On va, pour remédier a cette dégénérescence des points critiques, perturber A en
posant, pour un hamiltonien H : R/Z x M — R, la fonctionelle Ay : LM — R comme :

AH(:U):—/Der/OlH(a:)dt
11
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avec D un disque recouvrant z. On s’intéresse aux effets de cette perturbation sur les
points critiques.

Théoréme 4.11 Principe de moindre action : x € LM est un point critique de Ay si
et seulement si x est une orbite 1-periodique contractile du flot hamiltonien de H.

Par le méme calcul que ci-dessus,

(@)= [ dr(e) — wle, a0t

que 'on peut réécrire comme

dAg(€) :/0 w(&, Xy — x(t))dt.

Le cycle z est un point critique de Ag si dAy (&) = 0 pour tout £ € T, M, donc par le
méme argument, w(v, Xg(2(t)) — &(t)) = 0 pour tous ¢ € [0,1] et v € TyyM. Comme w
est non dégénérée, on doit avoir Xy (z(t)) = @(t) pour tout ¢t € [0, 1], c’est a dire que x
vérifie exactement le principe de moindre action.

On note P l'ensemble des points critiques de Ag. On veut desormais poser une
métrique sur LM pour pouvoir obtenir calculer des gradients. On définit pour cela
une structure presque-complexe J sur M comme un champ lisse d’automorphismes :
Jp T, M — T,M vérifiant Jg = —Id pour tout p € M. La structure presque-complexe J
est dite w-compatible si w(-, J-) définit une métrique riemannienne sur M. On note alors
J (M, w) la collection de toutes les structures presque-complexes w-compatibles. J (M, w)
est non vide et contractile (preuve?). On choisit désormais un cycle J(t) de strucutres
w-compatibles sur (M, w). Pour tout x € LM et tous champs de vecteurs {,n € T, LM,
on peut définir une métrique sur LM comme

(€)= / W(E(), T (D)),

Une orbite € P est dite non-dégénérée si la différentielle ¢, : Ty )M — TpoyM du
flot hamiltonien ¢ = ¢}, de H en le point fixe z(0) n’admet pas 1 comme valeur propre.
On dit que H et ¢ sont non-dégénérées si cette propriété est vérifiée pour toute orbite
de P.

Soit x € P une orbite d’'un difféfomorphisme hamiltonien ¢. On choisit un disque
w : Dy — M de bord x : wls, = . Comme w*T'M forme un fibré vectoriel symplectique
sur un espace de base contractile, il admet une trivialisation w*TM =~ Dy x (R?", wy).
Sous cette trivialisation, ¢, en 2(0) induit un chemin lisse ® : [0, 1] — Sp(2n) vérifiant
®(0) = Id, car ¢ est un flot, et le spectre de ®(1) ne contient pas 1 car = est non dégénérée.
On peut donc définir l'indice de x par Ind(z) = Ind(®). On peut montrer que Ind(z) est
indépendant du choix de la trivialisation.

Soient 1 et ¥y deux trivialisations. On suppose que )7 et 15 ont la méme orientation
en 0, donc quitte a tourner vy continuement, on peut supposer que les trivialisations
coincident en 0. On peut alors considérer I'’homotopie H(t,x) = 11((1 — 2t)z) si t < %
et H(t,x) = 1o((2t — 1)z) sit > 5 pour t € [0,1] et € Dy. On a bien la continuité
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en % par hypothese. Les deux trivialisations sont alors bien homotopes, donc I'indice de
x est inchangé entre les deux trivialisations. L’indice est également identique pour des
trivialisations d’orientations opposées : inverser le signe de la premiere coordonnée sur
R?" revient, sur le chemin ®, & le conjuguer par diag(—1,1,...,1), ce qui laisse inchangés
le lieu des croisements, et la signature de la forme I'(®, ) en tout ¢ croisement. Comme
de plus m(M) = 0, I'indice est également indépendant du choix du disque w.

4.2.3 L’homologie de Floer

Pour x,y € P, On s’intéresse a 'espace des trajectoires de gradients de Ay de x a y,
selon la métrique J; définie auparavant, notées M(x,y). Une telle trajectoire de gradient
est alors un cylindre u(s,t) : R x R/Z — M vérifiant I’équation

ou ou

— + Ji(u)— — VHi(u) =0
g5 T WGy — V)
avec comme conditions au bords lim,_, o u(s,t) = y(t) et limg, o u(s,t) = x(t).

On a une action de R sur M(z,y) par T-u(s,t) = u(s+1T,t), pour tout 7' € R. On peut
donc considérer M(z,y) = M(z,y)/R. Un résultat admis et difficile est que M est une
variété compacte de dimension Ind(x) —Ind(y) — 1. En particulier, si Ind(z) —Ind(y) = 1,
M est un ensemble fini de points isolés. On peut alors définir n(x,y) = Card(M(z,y)).
On pose, pour un k € 7Z

CFy(M,H) = (x € P,Ind(z) = k)

9 ¢

On définit 'operateur Zy-linéaire 0y : CFy(M, H) — CFy_1(M, H) par

Ok = Z n(x,y)y.

y€P,Ind(y)=k—1

On admet que l'opérateur O est une différentielle, il vérifie 9> = 0. De plus, tout y
générateur de Jpx a une action symplectique strictement inferieure a celle de x : Ay (y) <
Ap(z), car n(z,y) est obtenu en suivant les trajectoires de gradient de z & y. On note
I’homologie hamiltonienne de Floer HF(H) = if(%(ffz) pour tout k € Z.

On peut desormais ajouter de la filtration a cette homologie : pour un A € R et un
degré k € 7Z, on définit

CFy(M, H) = (x € P,Ind(z) = k, Az (x) < N)z,.

Comme 0y, fait strictement décroitre I'action symplectique, 9y, : CFp(M, H) — CF;_, (M, H)
est bien définie. On peut donc définir I’homologie de Floer filtrée par :

ker(dy : CFp(M, H) — CFy_,(M, H))

tn(Oh 1 : Oy, (M, H) — CFM(M, H)

HF)(H) =

Pour tout A < 7, inclusion CFp(M, H) — CF}(M, H) induit un morphisme bien défini
iy s HEp(H) — HF(H).
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Proposition 4.12 Pour des hamiltoniens normalisés, c’est a dire vérifiant

Vit € [0,1],/ H(-\t)w" =0,
M

I’homologie filtrée HF;(H) ne dépend que de ¢ = ¢k, image au temps 1 du flot hamil-
tonien ¢ engendré par H.

Ce qui permet de définir, pour une variété symplectique (M, w) vérifiant mo (M) = 0,
un difféomorphisme hamiltonien ¢ = ¢}, et un degré k € Z, la collection {{HF () }x, {tr}rcn}
comme le module de persistance hamiltonien de degré k, noté HF(¢), dont le code barre

est noté By(¢), avec B(¢) = Uyey Br(9)

On termine en citant un dernier théoreme qui présente une application de I’homologie
de Floer d'une variété pour minorer la distance entre deux difféomorphismes hamiltoniens.

Théoréme 4.13 Théoréme de stabilité dynamique : Pour (M,w) une variété symplec-
tique compacte avec wo(M) = 0. Pour toute paire de difféomorphismes hamiltoniens non-

dégénérés ¢7¢ € Ham(M,w), dbot<B(¢)a B(T/))) g dHofer(¢a ¢)
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