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REsuME. Nous détaillons la preuve du théoréme de Gromov sur les groupes
A croissance polynomiale en utilisant ’approche d’Ozawa par ’analyse fonc-
tionnelle. Cette approche élégante, plus récente que la preuve originale, établit
un pont remarquable entre la théorie des groupes, ’analyse fonctionnelle et la
théorie ergodique.
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INTRODUCTION

Le théoréme de Gromov, établi en 1981, constitue un résultat fondamental en
théorie géométrique des groupes. Il affirme qu’un groupe de type fini a croissance
polynomiale est virtuellement nilpotent, c’est-a-dire qu’il contient un sous-groupe
nilpotent d’indice fini. Cette caractérisation élégante établit un lien profond entre
une propriété purement géométrique (la croissance polynomiale) et la structure
algébrique d’un groupe.

La preuve originale de Gromov reposait sur une analyse fine des espaces mé-
triques et utilisait la construction d’un espace limite. Depuis, plusieurs approches
alternatives ont été proposées, notamment par Kleiner, Shalom-Tao et d’autres.
Dans ce mémoire, nous nous concentrons sur ’approche développée par Narutaka
Ozawa, qui utilise des outils d’analyse fonctionnelle et la théorie des cocycles har-
moniques.

Cette méthode présente plusieurs avantages pédagogiques : elle met en évidence
les connexions entre la théorie des groupes et ’analyse harmonique, elle utilise des
concepts fondamentaux de probabilités sur les groupes, et elle illustre 'utilité de la
cohomologie réduite pour comprendre la structure des groupes.

Notre mémoire s’organise comme suit. Dans la premiére section, nous intro-
duisons les notions de base concernant les groupes a croissance polynomiale. La
deuxiéme section présente les groupes discrets et leurs représentations unitaires.
La troisiéme section développe la théorie de la cohomologie réduite et des cocycles
harmoniques. Enfin, la quatriéme section présente en détail la preuve du théoréme
de Gromov selon 'approche d’Ozawa.
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1. SUR LES GROUPES A CROISSANCE POLYNOMIALE

Le théoréme de Gromov porte sur les groupes de type fini a croissance poly-
nomiale, il convient donc de définir la croissance d’un groupe et de voir qu’on a
automatiquement une métrique sur les groupes de type fini.

Définition 1.1 (Distance sur les groupes). Soit G un groupe et S une partie sy-
métrique qui l’engendre. On définit la distance entre deux éléments de G comme la
distance d’édition entre les deux mots de S associés. On considérera en général la
norme induite par la distance au neutre.

Exemple 1.1.1. Sur le groupe libre & deux générateurs (a,b), aPb? a pour norme
p + q. Attention toutefois, sur Uy par exemple, on a pour la partie génératrice
{w,w™} que la norme de w3 est 1 et pas 3.

Propriété 1.1. La norme sur G vérifie les propriétés suivantes :
(1) Va,y € G, [lzyll < [lz] + [yl
(2) Yz € G, [z = ||z

Définition 1.2 (Croissance polynomiale). Soit G un groupe de type fini et S une
partie finie génératrice symétrique. On définit la boule de rayon r et de centre le
neutre notée B(r) par {x € G,||z|| < r}. G est dit a croissance polynomiale si
#B(n) = O(n?). Si d est le plus petit exposant entier vérifiant cette propriété, il
est appelé le degré de croissance de G. Si on change de partie génératrice finie,
on obtient une norme équivalente a la précédente ce qui ne change pas la croissance
du groupe.

Exemple 1.2.1. Sur labélianisé du groupe libre ¢ deux générateurs, #B(n) =
2n2 4+ 2n + 1 donc il est & croissance polynomiale, néanmoins sur le groupe libre d
deuz générateurs : #B(n) = 2-3" — 1; il n'est pas a croissance polynomiale. Plus
généralement, les groupes libres a > 2 générateurs ont une croissance au moins
exponentielle.

Exemple 1.2.2.
(1) Les groupes abéliens de type fini sont & croissance polynomiale

(2) Les groupes nilpotents de type fini sont & croissance polynomiale (on le mon-
trera plus tard)

(3) Plus généralement, une extension finie d’un groupe o croissance polynomiale
est polynomiale.

(4) On en conclut que si T est virtuellement nilpotent de type fini, il est a crois-
sance polynomiale. La réciproque est le théoréme de Gromov.

2. GROUPES DISCRETS ET REPRESENTATIONS UNITAIRES

Dans cette section, nous présentons les notions fondamentales sur les groupes
discrets et leurs représentations unitaires qui seront essentielles pour comprendre
la preuve du théoréme de Gromov selon 'approche d’Ozawa.

2.1. Généralités sur les groupes discrets.

Définition 2.1. Un groupe topologique G est dit discret si sa topologie est la topo-
logie discréte, c’est-a-dire si tout singleton {g} avec g € G est un ouvert.
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Remarque 2.1. Un groupe discret est particulierement simple du point de vue
topologique, mais sa structure algébrique peut étre d’une grande complexité. Dans
un groupe discret, toute application G — H a valeurs dans un espace topologique
H est automatiquement continue.

Exemple 2.0.1. Les groupes finis, le groupe additif Z, les groupes libres F,, et les
groupes de présentation finie sont tous naturellement munis de la topologie discréte.

Définition 2.2. Soit G un groupe discret. Un sous-groupe H C G est dit d’indice
fini si Uensemble quotient G/H est fini, ¢’est-a-dire si G peut étre écrit comme une
union finie de classes & gauche modulo H.

Propriété 2.1. Soit G un groupe discret et H C G un sous-groupe. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(1) H est d’indice fini dans G.
(2) |G/H| < o0, ot G/H désigne l’ensemble des classes a gauche de H dans G.
(3) Il existe un sous-ensemble fini F C G tel que G = FH.
2.2. Actions de groupes discrets.
Définition 2.3. Soit G un groupe discret et X un espace topologique. Une action de
G sur X est une application o : G x X — X satisfaisant les conditions swivantes :
(1) alg,.) est un homéomorphisme
(2) ale,z) =z pour tout x € X, ot e désigne I’élément neutre de G.
(3) algr,a(ge, x)) = a(gig2,x) pour tous g1,92 € G et x € X.

Dans la suite, nous noterons sowvent g - x ou simplement gz au lieu de a(g, ).

Définition 2.4. Une action G ~ X d’un groupe discret G sur un espace topologique
X est dite :

(1) Libre si pour tout g € G\ {e} et tout x € X, on a gz # x.

2) Fidéle si pour tout g € G\ {e}, il existe x € X tel que gr # x.

D g que g
(3) Transitive si pour tous x,y € X, il existe g € G tel que g = y.
(4) Propre si pour tout compact K C X, 'ensemble {g € G | gK N K # 0} est
fini.

Remarque 2.2. Pour un groupe discret G agissant sur un espace localement com-
pact X, la propriété de propreté est particulierement importante dans [’étude des
actions géométriques, notamment pour ’étude de la croissance des groupes.

2.3. Représentations unitaires des groupes discrets.

Définition 2.5. Soit G un groupe discret. Une représentation unitaire de G est
un homomorphisme de groupes m : G — U(H,), ot H, est un espace de Hilbert et
U(Hr) désigne le groupe des opérateurs unitaires sur Hy.

Contrairement au cas des groupes localement compacts généraux, pour les groupes
discrets, la continuité forte de la représentation est automatique et n’a pas besoin
d’étre supposée.

Exemple 2.1.1. Voici quelques exemples fondamentaux de représentations uni-
taires pour un groupe discret G :
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(1) La représentation triviale : w(g) = 1 pour tout g € G sur un espace de Hilbert
de dimension 1.

(2) La représentation réguliere gauche : \g : G — U(F*(Q)) définie par (Ac(9)€)(h)
£(g7h) pour tout £ € 12(G) et g,h € G.

Définition 2.6. Soit 71 : G — U(H,) une représentation unitaire d’un groupe
discret G. On dit que :

(1) ™ a des vecteurs invariants et on note lg C w si l’espace des vecteurs w(G)-
invariants (H.)% = {¢ € H, | Vg € G, 7(9)¢ = &} est non nul. Sinon, on dit
que T est ergodique et on note 1g ¢ .

(2) 7 a presque des vecteurs invariants et on note lg < m si pour tout € > 0 et
tout sous-ensemble fini Q C G, il existe un vecteur unitaire & € H, tel que
sup,eq [|m(9)€ — €|l < €. Sinon, on dit que ™ a un trou spectral et on note

lg A 7.

Remarque 2.3. Il est clair que si 1g C m, alors 1¢ < w. La réciproque n’est
généralement pas vraie.

2.4. Moyennabilité pour les groupes discrets. La moyennabilité est une pro-
priété fondamentale pour I’approche d’Ozawa du théoréme de Gromov.

Définition 2.7. Un groupe discret G est dit moyennable si l'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

(1) 1g < Ag, c’est-a-dire que la représentation réguliére gauche de G a presque
des vecteurs invariants.

(2) Il existe une moyenne invariante & gauche sur £>°(G), ¢’est-a-dire une forme
linéaire m : {°(G) — C telle que m > 0, m(1lg) = 1 et m(A(g)F) = m(F)
pour tout g € G et F € £2°(G).

(8) Pour toute action de G par homéomorphismes sur un espace compact métri-
sable X, il existe une mesure de probabilité borélienne v € Prob(X) qui est
G-invariante.

Exemple 2.1.2. Les groupes discrets suivants sont moyennables :
(1) Tous les groupes finis.
(2) Tous les groupes abéliens discrets, comme Z°.

(3) Les groupes résolubles, en particulier les groupes nilpotents.

Exemple 2.1.3. Le groupe libre Fy & deux générateurs n’est pas moyennable. En
fait, tout groupe discret contenant une copie de Fy n’est pas moyennable.

Propriété 2.2. Soient G et H des groupes discrets. Les propriétés suivantes sont
vérifiées :
(1) Si G est moyennable et ¢ : G — H est un homomorphisme surjectif, alors H
est moyennable.

(2) Si H<G est un sous-groupe normal, alors G est moyennable si et seulement
si H et G/H sont moyennables.

(3) Si H C G est un sous-groupe d’indice fini, alors H est moyennable si et
seulement si G est moyennable.
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2.5. Propriété (T) pour les groupes discrets. La propriété (T) joue un role
dans la preuve du théoréme de Gromov par Ozawa, en particulier dans I'analyse
des groupes qui ne sont pas a croissance polynomiale.

Définition 2.8. Un groupe discret G a la propriété (T) si pour toute représentation
unitaire ™ : G — U(H,) telle que 1g <7, on a lg C 7.

Remarque 2.4. Cette propriété traduit une forme de rigidité sur G, il ne peut pas
étre représenté n’importe comment. On réalise alors qu’un tel groupe est naturelle-
ment géométrique, en cela qu’il y a des contraintes sur ses représentations unitaires
(de nature géométrique) qui forcent des comportements structurels sur le groupe.

Propriété 2.3. Soit G un groupe discret ayant la propriété (T). Alors G est de
type fini.
Remarque 2.5. Un groupe discret est compact si et seulement s’il est fini. Par

conséquent, un groupe discret est & la fois moyennable et posséde la propriété (T)
si et seulement s’il est fini.

3. COHOMOLOGIE REDUITE ET COCYCLES HARMONIQUES

Dans cette section, nous développons la théorie de la cohomologie réduite et
des cocycles harmoniques, qui joue un role central dans la preuve du théoréme
de Gromov par la méthode d’Ozawa. Ces outils, issus de ’analyse fonctionnelle,
permettent d’établir un lien entre la structure des groupes et leurs propriétés de
croissance. Nous nous concentrerons particuliérement sur les propriétés qui inter-
viennent directement dans notre preuve.

3.1. Définitions et propriétés fondamentales.

Définition 3.1. Soit T un groupe discret et m : T' — U(H,) une représentation
unitaire. Une application b : I' — H, est un 1-cocycle pour 7 si elle satisfait la
relation

Vg, h € T, b(gh) = b(g) + 7(g)b(h).
L’espace des 1-cocycles pour 7 est noté Z1(T, 7).

Définition 3.2. Un 1-cobord pour 7 est un 1-cocycle de la forme b(g) = w(g9)€ — &
pour un certain & € Hr. L’espace des 1-cobords est noté B (', 7).

Remarque 3.1. Moralement un 1-cocycle est l’origine d’une représentation affine
construite & partir de m par la formule : g € G — (v — 7(g)(v) + b(g)) dont on
vérifie qu’elle est une représentation affine si et seulement si b vérifie la relation de
1-cocycle. Un 1-cobord représente alors un changement d’origine pour la représen-
tation.

Pour introduire la cohomologie réduite, nous avons besoin d’une topologie appro-
priée sur 'espace Z1(T', 7). Pour les groupes de type fini, nous utilisons la topologie
induite par une norme associée a une mesure de probabilité.

Définition 3.3. Soit I’ un groupe discret de type fini et u € Prob(I") une mesure de
probabilité symétrique a support fini telle que p(e) > 0 et le support de p engendre
I'. Pourbe ZY(T,7), définissons

1/2

1ol == | Y nla)llb(g)]>

gel
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Cette définition induit un produit scalaire sur Z*(U, ) défini par

(b1, ba)y ==Y ulg) ba(9))-

gel’

Théoréme 3.1. Pour tout groupe discret de type fini I' et toute représentation
unitaire 7 : T — U(Hr), Uespace (Z1 (T, 7), | - ||.) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (by,)nen une suite de Cauchy dans (Z*(T, ), ||-||,). Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que ||b,4+1 — by, Hu 2~ ("‘H) pour tout n € N.
Pour tout k € N, considérons la norme associée a y**

1/2
6]l = > 1 (9)lIb(9)]”
ger
Comme b,, est un cocycle, on a pour tout g1,...,gx € ' :

bn(g1 -+ gr) = bn(g1) + 7(g1)bn(g2) + -+ + (g1 gk—1)bn(gr)-
Cela implique que
b1 = bl er < Kllbpgt — ball, < k-27 .

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a p**

Z Z’u ||bn+1 ” < Z ||bn+1 - bn| s < Z k-27 (n+1) =k.

neN gel’ neN neN

Par conséquent, pour p**-presque tout g € T', la série Y, [|bn+1(9) — bn(9)||
converge.

Maintenant, fixons g € I'. Puisque p est non dégénérée et que son support
engendre I, il existe k € N tel que p**(g) > 0. Pour ce k, la série >, [|bn+1(9) —
bn(g)|| converge, ce qui implique que la suite (b,(g))nen est de Cauchy dans H, et
donc converge.

Définissons b(g) := lim,_, by, (g) pour tout g € T.

Pour montrer que b € ZY(T',7), vérifions qu’il satisfait la relation de cocycle.
Pour tous g,h €T, on a

b(gh) = lim by, (gh)

n—oo

lim (by(g) + 7(g)bn (h))
=b(g) + m(g)b(h)

ol nous avons utilisé la relation de cocycle pour b, et la continuité de 7(g).
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De plus, pour montrer que ||b, — b||, — 0, nous utilisons 'inégalité triangulaire
et le lemme de Fatou :

1= ball} = > 1(9)lIb(9) — bu(9)|?

- ng) i bn(g) ~ balo)||
—;u lim Tg(bm(g)—bk(g)) 2
Slig&f;u(g) jzl(bm(g)bk(g)) 2
gliggf;u (Z [brt1(g) — br(g )II)2

IN

(E:H%+1—5Mu>
k=n
oo 2
< (Z 2(k+1)> —9—2n
k=n

Donc lim,, o0 |b— by ||, = 0, ce qui prouve que (Z*(T', 7), || -||,) est complet. O

Définition 3.4. La cohomologie réduite de I" & coefficients dans 7 est définie comme

"' (T, 7) := 2T, 7)/BYT, n),

ou BY(T, m) désigne la fermeture de BY(T', ) dans Z*(T', ) pour la topologie induite
par |- .

Remarque 3.2. Avec linterprétation géométrique des 1-cocycle, on voit l'intérét
d’effacer BY(T', ) (et a fortiori son adhérence) : les phénoménes signifiants a obser-
ver sont ceux qui ne sont pas relatif & un changement d’origine qui est insignifiant.

3.2. Cocycles harmoniques et décomposition orthogonale. Un concept es-
sentiel pour étudier la cohomologie réduite est celui de cocycle harmonique.

Définition 3.5. Soit i € Prob(T') comme précédemment. Un cocycle b € Z*(T', )

est dit p-harmonique si
> u(g)b(g) =
ger

L’espace des cocycles p-harmoniques est noté Har,(I', 7).

Le résultat suivant établit une connexion fondamentale entre la cohomologie
réduite et les cocycles harmoniques.

Théoréme 3.2. Soit T' un groupe discret de type fini et m : T' — U(H,) une
représentation unitaire. On a la décomposition orthogonale suivante :

ZHT,7) = BY(T, ) @ Har, (T, 7).

En particulier, Fl(I‘, m) peut étre canoniquement identifié & Har,, (', 7).
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Démonstration. Nous montrons d’abord que Har,(I',7) = BT, 7). Pour b €
ZI(T',m) et & € Hn, définissons O¢ € Bl(F ) par 0&(g) = m(g)€ — €. Alors :

(b,06) = 3 1(9)(blg), 7(9)€ — &)
gel
=> u(g)b(9), m(9)€) = > ulg){b(g). &)
gerT ger
= ulg)(w(9)"b(9), &) — <Z u(g)b(g),€>
g€er ger

En utilisant I'identité 7(g)*b(g) = —b(g~!) (qui découle de la relation de cocycle
appliquée & g~1g = e et du fait que b(e) = 0), et comme p est symétrique, nous
obtenons :

(b,0€), == ulg)(blg™").&) — <Z u(g)b(g),5>

ger ger
==Y g™ {b9), &) — <Z u(g)b(g),§>
ger ger

=2 <Z u(g)b(g)7£>
gel’

Par conséquent, (b, 9¢),, = 0 pour tout § € H si et seulement si } 5 p1(g)b(g) =
0, c’est-a-dire si b € Har, (', w). Ainsi, Har, (I, 7) = BY(I, m)*.

Puisque (Z'(I',7), | - ||,) est un espace de Hilbert par le Théoréme 3.1, nous
avons

ZNT,r) = BI(T,n) @ B'(T,n)* = BI(T, 7) ® Har, (T, 7).
L’identification canonique il (', m) = Har, (T, ) en découle immédiatement.  [J

3.3. Propriété (T) et cohomologie réduite. Le résultat suivant, di a Delorme-
Guichardet, caractérise la propriété (T) en termes de cohomologie.

Théoréme 3.3 (Delorme-Guichardet). Soit T' un groupe discret de type fini. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) T possede la propriété (T) de Kazhdan.
(2) Pour toute représentation unitaire 7 : U — U(H), on a HY(T,7) = 0.

Démonstration. (=) Supposons que G a la propriété (T) et soit 7 : G — U(Hx)
une représentation unitaire fortement continue. Supposons que b € Z(G, ) soit
un cocycle non trivial, c’est-a-dire que b ¢ B(G, 7). On veut montrer que cela
contredit la propriété (T).

Un cocycle b € Z'(G,7) est un cobord si et seulement si il est borné. Ainsi, b
n’est pas borné sur G.

On considére alors ’espace de Fock symétrisé associé a H,

— on définit HEO := CQ, avec |Q|| = 1;

— on définit I'espace
exp(H @ HE™

neN
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— pour tout & € H,, on définit

1
exp(§) := Z ——£®" € exp(Hn)-
neN n!
On note K la fermeture de lenveloppe linéaire de {exp(¢) | £ € H,} dans
exp(Hr)-
Pour tout ¢ > 0, on définit une représentation unitaire fortement continue p; :
G = U(K) par :

2
pula)(exp©) i= exp (= S0P — (r(g)6,14(0) ) - expln(o)€ + 1))

La relation de cocycle pour b permet de vérifier que p; est un morphisme de
groupes et donc une représentation unitaire. De plus, p; est fortement continue.
En particulier, pour tout g € G :

a2 = esp (-5 10(a)1?).

Mais comme b n’est pas borné sur G, on obtient que ) n’est pas presque in-
variant. Par conséquent, p; ne contient pas de vecteurs presque invariants. Cette
construction contredit la propriété (T) de G. Donc un tel cocycle b ne peut pas
exister, et H1(G,m) = 0.

(<) Supposons maintenant que G est o-compact et que H'(G,7) = 0 pour
toute représentation unitaire fortement continue 7 : G — U(H,). Supposons par
Pabsurde que G ne vérifie pas la propriété (T). Alors, par définition, il existe une
représentation unitaire 7 de G qui admet des vecteurs presque invariants mais pas
de vecteur invariant.

Cela implique que l'espace B'(G,7) n’est pas fermé dans Z'(G,w) (dans la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts).

Mais notre hypothése H'(G,7) = 0 implique que Z!(G,n) = BY(G, 7). Donc
Bl(G, ) est & la fois dense et fermé dans Z1(G,7), donc Z' = B! est un espace
de Banach. Contradiction.

On conclut que G vérifie la propriété (T). |

Remarque 3.3. C’est le dernier pont que mous effectuons : d’un groupe G qui
navait rien & dire nous avons obtenu la propriété (T) plus géométrique, plus lo-
quace mais pas assez fonctionnelle (& entendre au sens mathématiques et commun) ;
finalement on obtient la cohomologie qui elle est fonctionnelle et loquace car elle
caractérise une propriété géométrique & partir d’une donnée fonctionnelle.

Le théoréme qui suit est fondamental a notre exposé, notamment car il traite de
la cohomologie réduite contrairement & Delorme-Guichardet, qui est beaucoup plus
réguliére d’un point de vu fonctionnel.

Théoréme 3.4 (Shalom). Soit T' un groupe discret de type fini sans la propriété

(T). Alors il existe une représentation unitaire m : I' — U(H,) telle que FI(F, ) #
0.

Démonstration. Comme I' n’a pas la propriété (T), il existe une représentation
unitaire 7 : I' — U(H,) qui posséde presque des vecteurs invariants mais pas de
vecteur invariant non nul.
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Fixons une mesure de probabilité symétrique p sur ' & support fini, avec p(e) > 0
et telle que le support de p engendre I'. Considérons 'opérateur de Markov T,, =
> ger M(g)m(g) € B(Hx). Puisque 7 a presque des vecteurs invariants, 1 appartient
au spectre de 7),. Cependant, comme 7 n’a pas de vecteur invariant non nul, 1 n’est
pas une valeur propre de T},.

Ainsi, 1 est un point d’accumulation du spectre de T),. Il existe donc une suite
(en)nen de nombres réels positifs qui décroit vers 0 telle que les sous-espaces spec-
traux

Hn = ETM([l —2ep,1 - 5nDH7r

sont non nuls pour tout n € N.
Pour chaque n € N, choisissons un vecteur unitaire &, € H,,. On a alors

> w(@)llén — 7(@)&al® = 2(1 — (Tp&n. n)) € [26n,42n].
gel

Fixons un ultrafiltre non principal ¢ sur N et considérons la représentation ul-
trapuissance 7, sur I’espace de Hilbert ultrapuissance Hy,. Définissons ’application
b: T — Hy par

b(g) = (5771/2(571 - W(Q)é.n,))n—ﬂ/{-

Vérifions que b est un 1-cocycle pour 7. Pour tous g,h € I', nous avons :

b(gh) = (£,"/%(&n — m(gh)&n) Instd
( _1/2(§n_7r( ) ( ) n))nﬁu
= (e, M2 (&n = T(9)6n + T(9)&n — T(9)T(h)En) Insu
= (e, 2 (&n — m(9)&n)Imosrs + (27,27 (9) (G — w(R)En) s
= b(g) + mu(g)b(h)

Donc b € ZH (T, my).
De plus, nous avons :

> u@)lb(g)* = lim et > wg)llén = m(9)énl® € [2.4]

gel’ gel

ce qui montre que b est non nul, et

> _ulg)blg)| = lim &2 " p(g)(6n — m(9)n)|| = O

ger gel’

car der 1(g)(&n —m(9)én) = &, — T,€n a une norme majorée par 2e,, pour chaque
n.
Ainsi, b est un cocycle p-harmonique non nul pour m,. D’aprés le Théoréme 3.2,

H' (T, my) = Har, (T, my) # 0. O

3.4. Cocycles harmoniques et représentations faiblement mélangeantes.
Rappelons qu’une représentation unitaire 7 : I' — U(H,) est dite faiblement mé-
langeante si elle ne contient aucun sous-espace non nul de dimension finie qui est
7(T')-invariant.

Le lemme suivant, dit & Ozawa, est un outil technique crucial qui relie le compor-
tement des cocycles harmoniques aux propriétés de mélange des représentations.
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Lemme 3.5. Soit ' un groupe discret de type fini, p € Prob(T) une mesure de
probabilité symétrique a support fini telle que p(e) > 0 et le support de p engendreT'.
Soit b : T' — H, un cocycle p-harmonique avec coefficients dans une représentation
unitaire m : T’ — U(Hr) faiblement mélangeante. Alors

= SO LX) I

9l Hor @Hr

quand n — oco. En particulier,
1

sup = > " (g)|(b(g), §)I* = 0
€€H R <1 T g;

quand n — 0.

Remarque 3.4. H, @ H, s’identifie & lespace des opérateurs de Hilbert-Schmidt.
Ce lemme dit que l’espérance de b(Sy) ® b(Sy) (ot Sy, est la marche aléatoire sur
le groupe G a létape n) est négligeable devant n.

Démonstration. Comme b est p-harmonique (et donc p*"-harmonique pour tout
n), on a pour tout n € N et tout g € I":

> w () (b(gh) ® b(gh)) = blg) @ blg) + (w(g) @ 7(g)) Y u*™ () (b(h) @ b(h))

her hel

ol nous avons utilisé la relation de cocycle et la p*"-harmonicité de b.

Posons ¢ := >3, cp u(h)(b(h) @ b(h)) et T := 3" - u(g)(m(g) @ 7(g)). Alors

S h)b(h) @b(h) = > ulg)ur ™V (h)(b(gh) @ b(gh))
her g€l hel’

=+ T p D (n)(b(h) @ b(h))

hel
=...=14+T+...+T"1)

Puisque 7 est faiblement mélangeante, la représentation tensorielle 7 ® T n’a pas
de vecteur invariant non nul. Par conséquent, par stricte convexité d’un espace de
Hilbert, 1 n’est pas une valeur propre de l'opérateur auto-adjoint 7.

Soit Er la résolution spectrale de T et m(-) := (E7(-)(,¢) la mesure spec-
trale associée. Comme 7 est faiblement mélangeante, m est supportée sur [—1, 1] et

m({1}) = 0. Ainsi,
L 5 1/2
= </_1 dm(t))

Pour chaque ¢ € [-1,1] \ {1}, % — 0 quand n — oo. Par le théoréme
de convergence dominée, l'intégrale ci-dessus tend vers 0 quand n — oo.
La seconde affirmation découle de la premiére en utilisant |[(b(g),&)|? = (b(g) ®

b(g),£ @ E). 0

14t+... 41
n

> w(h)(b(h) © b(h))

heTl

1
n _
Hr@Hn
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3.5. Concavité de la fonctionnelle d’entropie. Pour prouver le théoréme d’Ozawa,
nous aurons besoin d’examiner la concavité de la fonctionnelle d’entropie. Pour
toute fonction non négative p sur I', ’entropie est définie par

== plg)logp(g
ger
Lemme 3.6. Pour toutes fonctions non négatives p et q sur I', on définit

6(p,q):i=H (p‘;q> _ H(p);—H(q).

Alors :
lp(9)—a(9)|?
(1) 6(p,9) > Eger Stptariatan = O

(2) Pour toute fonction non négative f sur T,

> F@)p(g) —alg)l < | 83(p.a) > F(9)°(pl9) + a(9))

ger gel

1/2

(3) En particulier, ||p — qll1 < (86(p,q)|lp + qll1)"/>.
Démonstration. (1) Pour a,b > 0, on a

1 a+b. a+b_ |a—>b]?
—(al blogb) — 1 >
2(& oga+blogh) 2 o8 2 T 8(a+b) —

comme on peut le vérifier en utilisant le fait que (tlogt)” =t~! > (a +b)~! pour
tout t entre a et b. Appliquant cette inégalité terme a terme, on obtient :

p(g) — a(g)?
D2 2 Sog+ a(@) >

(2) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, en décomposant

ol — _Ipl9) —a(9)l
f(9)lp(g) —a(9)l = f(9)vp(g) + a(g) OETO
on obtient :
1/2 , 1/2
S H9)lp(s) — a0l < | 3 £(92 () +a(9)) 53@ 9) —alo)
gel ger ger g (g
1/2
< | > r@?wle) +ale) | (85(p.a)"?

gerl
(3) En prenant f(g) =1 pour tout g € I' dans (2), on obtient

1/2

lp—alli < | D (0(9) +alg) |  (86(p.)""*

gerl

= (86(p, q)llp + qll)""*
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Lemme 3.7. Pour toutes mesures de probabilité p et v sur I' et tout gg € I, on a
H(psv) — H(v) > 2min{p(e), 1(g0) (v, gov)-

ot (90v)(9) = (g5 ' 9)-

Démonstration. Posons A := min{u(e), u(go)} et observons que

/.

VT T o

(L*xv—Av— Agov)

est une combinaison convexe de translatées de v. Par conséquent, H(v') > H(v)
par concavité de I’entropie. Ainsi,

H(u*v)—Hw)=H (2Al’+2g°” +(1- 2/\)1/> — H(v)

> 2\ (H (”JFQW) - H(V)) (12N (H() - H(v))
> 208(v, gov).

O

3.6. Propriété Hpp de Shalom. La propriété Hpp introduite par Shalom joue
un role fondamental dans la preuve du théoréme de Gromov par la méthode d’Ozawa.

Définition 3.6. Un groupe I' est dit avoir la propriété Hpp si pour toute repré-

—1 .
sentation unitaire 7 telle que H (T, ) # 0, la représentation w n’est pas faiblement
mélangeante.

Remarque 3.5. Lire cette définition sous la forme : avoir Hpp c’est étre un
groupe docile vis-a-vis du fonctionnelle, une information sur la cohomologie réduite
(le fait qu’elle soit non-triviale) offre une information géométrique : il existe une
sous-représentation de dimension finie, ce qui est encore une fois remarquable car
I' peut-étre gros.

Voici maintenant la preuve détaillée du théoréme d’Ozawa, qui constitue 1’élé-
ment central de sa preuve du théoréme de Gromov.

Théoréme 3.8 (Ozawa). Soit T' un groupe discret de type fini avec croissance
d’entropie lente, c’est-a-dire qu’il existe une mesure de probabilité symétrique p a
support fini avec u(e) > 0 et le support de u génére T', telle que

liminf n(H (") — H(u™™)) < oo,

n— oo

ou H est la fonctionnelle d’entropie. Alors I' a la propriété Hpp.

Démonstration. Soit w: I' — U(H,) une représentation unitaire faiblement mélan-
geante. Nous allons montrer que tout cocycle y-harmonique b € Z1(T', 7r) est trivial,
. L —1
c’est-a-dire b = 0. Par le Théoréme 3.2, cela impliquera que H (', 7) = 0.
Soit b un cocycle p-harmonique pour 7. Pour tout g € I et tout vecteur unitaire
¢ € H,, nous voulons montrer que (b(g),&) = 0.
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Fixons g € supp(p) et un vecteur unitaire £ € H,. Puisque b est p*"-harmonique
pour tout n, nous avons pour chaque n € N :

(b(9), &) = <Z(b(9w) — ()™ (), §>

zel

= (b(x), &) (g™ — p™)(x)

zel

ol (g/ﬁ”)(:ﬂ) w™ (g~ lx) Par le Lemme 3.6 (2), nous obtenons :

b(9), &)1 <D [(b(), )| (g™ — p*)(x))|
zel’
1/2
S( g™ Y I(b(@), O (g + ) (w ))
zel

Notons que (gu*™ + p*")(z) = (9~ 1x) + p*"(x). Pour majorer cette somme,
observons que :

D Hb(@), P (gu™™ + i) (@) = Y 1), )P (g7 e) + D [(b(x), )P (2)

zel zel zel
_»jz: |2 *n +}§£:| 2 *n )
zel zel’

Puisque b est un cocycle, nous avons b(gz) = b(g) + 7(g)b(z). Donc :

[(blgx), &) = |(b(g) + m(9)b(2), )|
= |(b(g), &) + (b(x), m(9)"E)|?
< 2[(b(9), ) + 2[(b(=), 7(9)"€)I?
Ainsi :
pLEE (g™ + 1) (@) < 2[(b(9), §)1* +2)_ |(b(x &) 2 (x)
zel zel’
+)[(b(2), )Pu " (x)
zel’
< 2| F +_3§£:| 2 *n )
zel’

ol 77 est un vecteur unitaire quelconque (on peut prendre n = £ ou n = w(g)*§).
En substituant dans notre inégalité initiale :

[(b(g), E)I* < 83 (™", gp™™) <2l<b(9),§>l2 +3) I(b(x), 77>2u*"(93)>

zel
Par le Lemme 3.7, nous avons :
*7 *M A *M *7
S gp™) < H(H () — H(u™))

ott \g = 4min{u(e), u(g)} .

Donc :

|(b(9), €)7 < AAg (H (™) — H (™)) ( O +3Y o), m) P ))

zel



LE THEOREME DE GROMOV SUR LES GROUPES A CROISSANCE POLYNOMIALE 15

Réarrangeons cette inégalité :

(bl)- OFF (1= 83 (H (™) = H(u™) < 120 (H(u™ ) = H(u™)) 3 | (bla). 1) 2™ @)

Par I'hypothése de croissance d’entropie lente, il existe C' < oo tel que lim inf,, oo n(H (u**+1)—
H(u™m) < C.

Donc pour tout € > 0, il existe une infinité de n tels que n(H (p*" ™) — H (™)) <
C +e.

Pour ces valeurs de n suffisamment grandes, nous avons 8\, (H (u*" ™) —H (p*")) <
1/2, et donc :

L 1) — Hp)

B9, &) 7

D 1), m) P ()
zel’

< 24N (H(@™ ) = H(u™)) Y [(b(a), ) Pu" ()

zel

< 220 H0) S 40, ) P ()

n
zel’
D’aprés le Lemme 3.5, nous avons :

1 .
sup 3 (@) |(b(z), m)f* = 0
n€H, Inl <17
quand n — oo.
Par conséquent, pour tout € > 0, il existe n suffisamment grand tel que :

[(b(9),€)|* <&

Puisque £ > 0 est arbitraire, nous avons (b(g),&) = 0 pour tout g € supp(u) et
tout vecteur unitaire £ € H,.

Puisque supp(u) génére I' et que b est un cocycle, cela implique que b = 0.

Nous avons donc montré que pour toute représentation faiblement mélangeante

51 . . .
m,on a H (T',7) = 0. Cela signifie précisément que I' a la propriété Hpp. O

4. LA PREUVE DU THEOREME DE GROMOV VIA L’APPROCHE D’OZAWA

Dans cette section, nous présentons la preuve compléte du théoréeme de Gromov
en utilisant I’approche d’Ozawa, qui repose sur ’analyse des cocycles harmoniques
et la propriété Hpp introduite par Shalom. Cette preuve élégante utilise des ou-
tils d’analyse fonctionnelle pour établir un résultat de nature géométrique sur les
groupes.

4.1. Structure de la preuve. La stratégie de la preuve d’Ozawa peut étre résu-
mée comme suit :

(1) Montrer que tout groupe a croissance polynomiale a une croissance d’entropie
lente.

(2) Etablir que les groupes a croissance d’entropie lente possédent la propriété
Hpp (Théoréme 3.8).

(3) Utiliser le fait que les groupes a croissance polynomiale sont moyennables et
donc n’ont pas la propriété (T).
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(4) Appliquer le théoréme de Shalom pour obtenir une représentation unitaire
de dimension finie avec cohomologie réduite non triviale.

(5) En déduire l'existence d’un sous-groupe nilpotent d’indice fini.

4.2. Croissance polynomiale et croissance d’entropie lente. Nous commen-
cons par établir le lien entre la croissance polynomiale d’un groupe et sa croissance
d’entropie. Ce résultat n’est pas immédiat et constitue une étape importante de la
preuve.

Théoréme 4.1. Soit I' un groupe de type fini & croissance polynomiale. Alors T’
a une croissance d’entropie lente, c’est-a-dire qu’il existe une mesure de probabilité
symétrique p & support fini avec p(e) > 0 telle que

liminf n(H () — H(u*™)) < oc.
n— oo

Démonstration. Soit p une mesure de probabilité symétrique non dégénérée & sup-
port fini sur T avec u(e) > 0. Par la concavité de la fonction logarithme, on a

H(p™™)=> p"(g)log——— <log > o ():loglsuppﬂ -

*n — *n
= 1 (9) gesant e 1(9)
Puisque | supp p*"| = |(supp )"| & une croissance polynomiale, il existe d < oo
tel que
H (<™
d= liminfM < 00.

n—oo logn

Maintenant, pour tout d’ < liminf,, e n(H (™) — H(u*™)), on aurait

n—1 n—1 .
H(p™) = Z(H(,u*kﬂ) — H(p**)) > const. + Z 7= const. + d' log n.
k=0 k=1

Ainsi d' < d, ce qui implique que liminf,, o, n(H(p*"*1) — H(p*")) < d < oo.
Donc I' a une croissance d’entropie lente. [l

Remarque 4.1. I est probable que la réciproque soit également vraie, c’est-a-
dire qu’un groupe & croissance d’entropie lente ait nécessairement une croissance
polynomiale. En effet, si un groupe I' n’a pas une croissance polynomiale, alors
pour tout d > 0, on a liminf, . |S™|/n? = co. Par l'inégalité de Varopoulos, cela
implique *"(e) = O(n~%?). Puisque p*"(e) > u*"(g) pour tout n pair et tout
g €T (par Uinégalité de Cauchy-Schwarz), on obtient

d
H(u™™) > log > const. + 3 logn

pour n pair. Comme d peut étre arbitrairement grand, on aurait lim,_, . H(u*™)/logn =

oo, contredisant la croissance d’entropie lente.

4.3. Fin de la preuve du théoréme de Gromov. Nous pouvons maintenant
compléter la preuve du théoréme de Gromov en combinant les résultats précédents.

Théoréme 4.2 (Gromov). Tout groupe de type fini & croissance polynomiale contient
un sous-groupe nilpotent d’indice fini.
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Démonstration. Nous allons démontrer ce théoréme en suivant ’approche de Sha-
lom, fondée sur une récurrence sur ’exposant de croissance polynomiale et complé-
tée par le résultat d’Ozawa.

Etape 1 : La propriété Hpp. Soit I' un groupe de type fini & croissance poly-
nomiale. D’aprés le Théoréme 3.8 d’Ozawa, I' posséde la propriété Hrp, c’est-a-dire
que pour toute représentation unitaire 7 telle que il (I, m) # 0, la représentation
m n’est pas faiblement mélangeante.

Etape 2 : Base de la récurrence. Nous procédons par récurrence sur d € N,
en démontrant que tout groupe de type fini & croissance polynomiale d’exposant au
plus d est virtuellement nilpotent.

Si d =0, alors I est fini, donc trivialement virtuellement nilpotent.

Etape 3 : Hypothése de récurrence. Supposons le résultat vrai pour tout
groupe de type fini & croissance polynomiale d’exposant au plus d.

Considérons maintenant I un groupe de type fini & croissance polynomiale d’ex-
posant au plus d + 1.

a

Etape 4 : Existence d’un sous-groupe a abélianisation infinie. Obser-
vons que I', étant & croissance polynomiale, est moyennable. Par ailleurs, étant
moyennable et infini, I n’a pas la propriété (T).

Puisque T" est infini et moyennable, nous avons 1p < Ap et 1p ¢ Ap, o Ap
désigne la représentation réguliére gauche.

D’aprés le Théoréme 3.4, comme T" n’a pas la propriété (T), il existe une repré-
sentation unitaire 7 : I' — U(H) telle que T (T, ) #£0.

Comme I a la propriété Hpp, cette représentation m contient une sous-représentation
de dimension finie p : T' — U(V) avec il (T, p) # 0.

Fixons un cocycle harmonique non nul b € Har, (T, p), pour une mesure de
probabilité symétrique p & support fini avec p(e) > 0. Considérons l'action affine
a:T'—U(V) x V définie par a(g)(v) = p(g)v + b(g).

Alors «(T") est un sous-groupe infini moyennable du groupe linéaire U (V) x V.
Par Dalternative de Tits, soit «(T") contient un sous-groupe libre non abélien, soit
il contient un sous-groupe résoluble d’indice fini.

La premiére possibilité est exclue car I' est a croissance polynomiale. Par consé-
quent, il existe un sous-groupe H < a(I') d’indice fini qui est résoluble.

Posons A = a~1(H) < I'. C’est un sous-groupe d’indice fini de I' dont 'abélia-
nisation est infinie.

Etape 5 : Application du lemme de Milnor. Pour progresser, nous utilise-
rons le lemme suivant :

Lemme 4.3 (Milnor). Soit A un groupe de type fini & croissance sous-exponentielle.
Alors le groupe dérivé [\, A] est de type fini.

Comme A est a croissance polynomiale, donc sous-exponentielle, son groupe dé-
rivé [A, A] est de type fini.

Etape 6 : Décroissance du degré de croissance

Cette étape est cruciale et nécessite une analyse précise. Soit Ba(n) = {g € A :
lg| < n} la boule de rayon n dans A. Par hypothése, nous savons que |Bp(n)| <
ndtl cest-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que |Ba(n)| < Cn*! pour
n suffisamment grand.
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Considérons maintenant le quotient @ = A/[A, A]. C’est un groupe abélien de
type fini infini. Selon le théoréme de structure des groupes abéliens de type fini,
Q est isomorphe & Z" @ T ou r > 1 est le rang de @ et T est sa partie de torsion
(finie).

Puisque @ contient un facteur Z" avec r > 1, la boule Bg(n) de rayon n dans Q
satisfait |Bg(n)| < n”. En particulier, il existe des constantes c1,co > 0 telles que
can” < |Bg(n)| < can” pour n suffisamment grand.

Analysons maintenant la relation entre | Ba (n)|, |Bg(n)| et | Bia,aj(n)], ot By a)(n)
est la boule de rayon n dans [A, A].

Soit m: A — @ la projection canonique.

Lemme clé : Pour tout n, on a

[Ba(n)| < [Bq(n)| - [Bia,a)(2n)].

Preuve du lemme : Pour chaque g € Bg(n), choisissons un représentant g, € A
tel que m(gq) = ¢ et |gq] < n (c’est possible car 7 est surjective et préserve les
distances au sens que |g|g < |g|a pour tout g avec 7(g) = q).

Pour tout g € Ba(n), posons ¢ = n(g) € Bg(n). Alors g = g4h pour un certain
h € [A,A] car m(g) = 7(gq) = ¢-

Nous avons h = g; g, donc |h| < |g; [+ ]g| < n+n =2n. Ainsi h € Bjy 5)(2n).

L’application ¢ : Bg(n) x B aj(2n) — Ba(n) définie par ¢(q,h) = gqh est
surjective par construction. En effet, pour tout g € By(n), on a g = ¢(n(g), g;(lg)g).

Par conséquent :

|Ba(n)| < [Bg(n) x Ba,aj(2n)| = [Be(n)| - |Bia,a)(2n)]-

Ceci achéve la preuve du lemme. [J
En utilisant le lemme et les estimations sur |Bg(n)| et |Ba(n)|, nous obtenons :

Cn™ > |Ba(n)| > ein” - |Bja,a)(n/2))|

ol nous avons remplacé By 4)(2n) par By 5)(n) en ajustant les constantes.
D’ou :
C _
Bl < -

Analyse selon la valeur de r :

— Sir > 1, alors [Bjy ay(n)] S ntttm < nd

— En particulier, si 7 > 2, alors |Bjy 2j(n)| < n ™t

Dans tous les cas, I'exposant de croissance de [A, A] est strictement inférieur a
d + 1, 'exposant de croissance de A. Plus précisément, il est au plus d.

Etape 7 : Application de I’hypothése de récurrence. Maintenant que
nous avons établi que [A, A] est un groupe de type fini a croissance polynomiale
d’exposant au plus d, nous pouvons appliquer ’hypothése de récurrence.

Par cette hypothése, [A, A] est virtuellement nilpotent, c’est-a-dire qu’il contient

un sous-groupe nilpotent d’indice fini.

Etape 8 : Application du lemme de Tits. Pour conclure, nous utiliserons
le lemme suivant :

Lemme 4.4 (Tits). Soit T' un groupe dénombrable discret et ¢ : T' — Z un ho-
momorphisme de groupe. Si ker(p) est de type fini et virtuellement nilpotent, alors
soit I' est virtuellement nilpotent, soit I' a une croissance exponentielle.
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Comme nous 'avons vu a P'étape 6, le quotient @Q = A/[A, A] contient Z comme
facteur direct. Ainsi, il existe un homomorphisme surjectif ¢ : A — Z avec ker(¢) =
[A, A

Comme ker(p) = [A,A] est de type fini (étape 5) et virtuellement nilpotent
(étape T7), le lemme de Tits nous donne une alternative : soit A est virtuellement
nilpotent, soit A a une croissance exponentielle.

La seconde possibilité étant exclue car A est & croissance polynomiale, nous
concluons que A est virtuellement nilpotent.

Etape 9 : Conclusion. Puisque A est d’indice fini dans I' et que A est virtuel-
lement nilpotent, nous concluons que I' est également virtuellement nilpotent, ce
qui achéve notre démonstration. O

Remarque 4.2 (Perspectives et généralisations). Le théoréme de Gromov ouvre
de nombreuses perspectives de recherche que nous mentionnons & but d’exhausti-
vité et en toute humilité. Une direction naturelle concerne les groupes & croissance
intermédiaire, c’est-a-dire super-polynomiale mais sous-exponentielle. Le premier
exemple d’un tel groupe a été construit par Grigorchuk [7], répondant & une question
de Milnor. La classification de ces groupes reste un probléeme ouvert important [8].
Une autre question porte sur les aspects quantitatifs du théoréme : peut-on borner
explicitement 'indice du sous-groupe nilpotent en fonction de ’exposant de crois-
sance et du nombre de générateurs ? Des progrés ont été réalisés par Breuillard [9)].
En 2010, Kleiner a proposé une preuve alternative utilisant [’analyse harmonique
[10], et depuis, d’autres approches ont émergé comme celle de Shalom-Tao [11] qui
développe une version finie du théoréme, et celle de Breuillard-Green-Tao [12] basée
sur la structure des groupes approximatifs. Ces différentes méthodes établissent des
connexions profondes avec la théorie des opérateurs, la géométrie différentielle et
la théorie géométrique des groupes. Le théoréme de Gromov a également des ap-
plications importantes dans [’étude des variétés riemanniennes a courbure de Ricci
positive, via le théoréeme de décomposition de Cheeger-Gromoll [13]. Enfin, des gé-
néralisations & d’autres structures algébriques, comme les semi-groupes [14] ou les
groupes de Lie p-adiques [15], constituent des domaines actifs de recherche.

CONCLUSION

Au terme de ce mémoire, nous avons établi la preuve du théoréme de Gromov
sur les groupes a croissance polynomiale en suivant l'approche d’Ozawa fondée
sur I’analyse fonctionnelle. Cette méthode élégante repose sur I’étude des cocycles
harmoniques et la propriété Hgpp de Shalom.

L’intérét de cette approche réside notamment dans I'utilisation d’outils d’analyse
fonctionnelle pour résoudre un probléme de nature algébrico-géométrique. Le pont
ainsi établi entre différentes branches des mathématiques illustre la richesse et la
profondeur des méthodes contemporaines en théorie des groupes.

Plusieurs questions restent ouvertes dans ce domaine. Par exemple, peut-on ob-
tenir des bornes explicites sur I'indice du sous-groupe nilpotent en fonction de 'ex-
posant de croissance et du nombre de générateurs? La classification des groupes
a croissance intermédiaire, inaugurée par Grigorchuk, demeure également un pro-
bléme d’une grande richesse.
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