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1 Introduction

Distinguer deux fibrés vectoriels complexes sur un espace topologique n’est pas une chose aisée.
L'objectif de ce mémoire est d’étudier des invariants des fibrés vectoriels complexes, qui permettent
d’une certaine maniére de répondre a ce probléme.

Pour un espace topologique quelconque, la cohomologie singuliére est un invariant topologique,
dans le sens ou1 deux espaces ayant le méme type d’homotopie ont leurs groupes de cohomologie
isomorphes. De la méme maniére, pour une variété différentielle, 1a cohomologie de pE Ruam est
un invariant topologique. Cela motive a construire des invariants des fibrés vectoriels comme des
classes de cohomologie de sa base, qui seront des classes caractéristiques, c’est a dire des classes
qui vérifient la propriété de naturalité, que nous détaillerons dans le mémoire.

Dans le cas des fibrés vectoriels complexes sur une variété lisse, nous pouvons chercher a
construire ces classes caractéristiques dans sa cohomologie singuliére, ou dans sa cohomologie de
de Rham. Dans les deux cas, de telles constructions ont été faites : des classes caractéristiques

appelées classes de CHERN ont été définies dans la cohomologie singuliére, ainsi que dans la



cohomologie de pE Ruam de la base d’un fibré vectoriel complexe sur une variété lisse. Les classes
de CuerN dans la cohomologie singuliére sont définies par des méthodes de topologie algébrique,
en utilisant la classe d’EULER, tandis que les classes de CHERN dans la cohomologie de DE Ruam
sont construites a partir d’'une courbure sur le fibré vectoriel. Nous allons dans ce mémoire étudier
ces deux constructions, ainsi que leur équivalence.

Dans la premiére partie, nous allons étudier la construction des classes de Cuern dans la
cohomologie singuliére de la base du fibré vectoriel. Ces classes sont définies comme les uniques

classes vérifiant les axiomes de GROTHENDIECK, que nous présenterons.

Dans la deuxiéme partie, nous verrons la construction des classes de Cuern dans la cohomologie
de de Rham d’un fibré vectoriel complexe sur une variété lisse, via la théorie de CuErN—WEIL. Nous
montrerons également que 'image de ces classes par I'isomorphisme de Dt Ruam, qui identifie la
cohomologie singuliére a coefficients réels a la cohomologie de DE Ruam et que nous expliciterons,

est exactement les classes définies dans la premiere partie.

2 Construction de classes caractéristiques via les axiomes

de GROTHENDIECK

L'objectif de cette partie est de définir les classes de CHERN des fibrés vectoriels complexes en
utilisant la classe d’EuLer. Pour cela, nous allons dans un premier temps définir la classe d’EuLEr
d’un fibré vectoriel réel orienté, puis nous utiliserons la classe d’EuLER pour construire les classes
de CHERN.

2.1 Classe ’EULER

Considérons d’abord le cas des fibrés vectoriels réels orientés. En effet, comme nous le détaille-
rons dans la partie suivante, nous pouvons voir un fibré vectoriel complexe de rang complexe n
comme un fibré vectoriel réel de rang 2n, et 1a structure complexe induit une orientation canonique
sur ce fibré réel sous-jacent. Nous allons donc dans un premier temps construire des classes

caractéristiques pour les fibrés vectoriels réels orientés.

Dans cette partie, ¢ = (E, 7, B) est un fibré vectoriel réel de rang n au dessus d’un espace
topologique B. On note E I'espace total, 7 est la projection de E sur la base B du fibré.

Définition 2.1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On définit sur l’ensemble des bases
sur V une relation d’équivalence comme suit : deux bases B et B’ sont en relation si et seulement si
detg(B’) > 0. Cette relation a exactement deux classes d’équivalence, et une orientation sur 'V est

la donnée d’une de ces deux classes d’équivalence.

Définition 2.2. Une orientation sur ¢ est la donnée d’une orientation sur chaque fibre n~1(x)
pour tout x dans B, qui vérifie la condition de compatibilité locale, i. e., pour tout x dans B, il
existe un voisinage ouvert U de x et un homéomorphisme h: 12 (U) — U X R", ou 1 = p o h avec
p : UXR" — U la projection sur le premier facteur, et tel que Vy € U, h|;-1(,) : a7 1(y) = {y} xR
est un isomorphisme d’espaces vectoriels qui préserve l'orientation.



Cette définition de I'orientation se traduit en cohomologie.

Lemme 2.3. Pour V un R - espace vectoriel de dimension n, choisir une orientation sur V équivaut
a choisir un générateur de H"(V,Vy; Z), ot Vy désigne Uensemble des vecteurs non-nuls de V.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base directe de V. On consideére le simplexe A" = (0, eq,...,e,).
Notons 0 : A" — V la translation qui envoie le barycentre de A" sur Porigine. Alors, do est a
valeurs dans Vj, donc o est un élément de Z,(V,Vy;Z).
On peut vérifier a 'aide de la suite exacte d’homologie relative que [o] est un générateur de
H,(V,Vy;Z), et que changer l'orientation dans cette construction nous donne 'autre générateur.
Par dualité entre H,, (V,Vy;Z) et H"(V,Vy;Z), on obtient un générateur de H"(V,Vy; Z) caracté-
risé par l'orientation choisie sur V.

O

Lemme 2.4. Soit ¢ un fibré vectoriel réel orienté. Pour toute fibre F, notons ugp le générateur de
H"(F, Fy;7Z) déterminé par Uorientation sur F. Alors pour tout by € B, on dispose d’un voisinage
U de by dans B, et d’une classe de cohomologie u € H" (7~ (U), 171 (U)o; Z) dont la restriction a
chaque fibre F = n71(b) pour b € U est égale & urp, ou m~1(U)y désigne lensemble des vecteurs non
nuls de 7 1(U).

Démonstration. Soit by € B et U un ouvert trivialisant. Notons A: 77 1(U) — U x R* un homéo-
morphisme tel que Vy € U, h|;-1(,) : 77 1(y) = {y} x R” préserve l'orientation. Prenons b € B, et
notons F la fibre au dessus de b. Le diagramme suivant est commutatif :

*

H"(R",R%;7) 25 HY(UXR",UxXRY;Z) 2 YU, 1 (U)e; Z)

lid i i

* hl%
H"(R*,R%:Z) L5 HY({b} xR, {b} xR:;Z) —> H"(F,Fo;Z)

Ou 1 désignent des inclusions induites par I'inclusion de b dans U, et ’'application
p: (AXR", AXRf) — (R",R}) désigne la projection sur le second facteur pour A = U ou {b}.

En notant u’ la pré-image de ur par h|j o p*, qui ne dépend pas de F car ¢ est orienté, u défini
comme h* o p*(u’) vérifie la condition demandée.
m|

Le point clé de nos constructions a venir est le résultat qui suit.

Théoréeme 2.5 (Isomorphisme de Taom). Soit & un fibré vectoriel réel orienté de rang n, d’espace
total E. Pour toute fibre F, on note up le générateur de H"(F, Fy;Z) déterminé par lorientation.
Alors :

(i) les groupes de cohomologie H'(E, Ey;Z) sont nuls pouri < n;
(1) le groupe de cohomologie H"(E, Eq;Z) contient une unique classe u, appelée classe de THom,
dont la restriction ulp p,) est égale @ up pour toute fibre F ;
(iii) Vapplication y — y U u est un isomorphisme de H*(E;Z) dans H"**(E, Ey;Z) pour tout
ke

Démonstration. La preuve de ce théoreme est tres laborieuse, nous donnons ici les étapes clés de
cette preuve, mais nous renvoyons a la démonstration compléete faite par MiLNoR et STAsHEFF dans
la section 10 de la référence [MS74].



L’idée principale de la preuve de ce théoreme est d’utiliser les propriétés de la cohomologie a
coefficients dans un corps, plus particulierement ’exactitude du foncteur e ® K o1 K est un corps.
On utilise 'exactitude de ce foncteur pour montrer dans un premier temps le résultat suivant,

également da a Trowm :

Théoreme 2.6. Soit ¢ un fibré vectoriel réel de rang n, d’espace total E et de base B. Alors :
(i) les groupes de cohomologie H' (E, Ey; Z,/2Z) sont nuls pour i < n;
(1) le groupe de cohomologie H"(E, Ey;7./]27) contient une unique classe u, dont la restriction
ul(r r,) est égale a l'unique élément non-nul de H"(F, Fo; Z./2Z) pour toute fibre F ;
(iii) Uapplication y — y U u est un isomorphisme de H*(E;7.,/27) dans H"**(E, Ey; Z./27) pour
tout k € N.

On démontre le théoreme 2.6 en passant par ces 4 étapes :

— Etape 1 : cas ou ¢ est un fibré trivial.

— Etape 2 : cas ot B = B’ N B”, ou le résultat est connu pour les restrictions ¢|g/, &|p- et
¢lBnpr

— Etape 3 : cas o1 B est couvert par des ensembles finis (B;);<;<n, ol chaque restriction ¢|,
est un fibré trivial. On raisonne par récurrence sur N. I’étape 1 couvre le cas initial, et 'étape
2 sert pour I’hérédité.

— Etape 4 : cas général. La preuve du cas général se fait en montrant d’abord le résultat dans le
cas ol B est compact (ce qui découle directement de ’étape 3), puis un argument de passage
a la limite directe sur 'ensemble des compacts inclus dans B permet de conclure. C’est pour
faire fonctionner cet argument de passage a la limite que nous avons besoin de se ramener a

la cohomologie a coefficients dans un corps.

Pour démontrer le théoreme 2.5, les trois premieres étapes s’adaptent, donc on a de la méme
manieére la preuve dans le cas ou B est compact. On a également le résultat dans le cas o on
consideére la cohomologie non plus a coefficients dans Z. Mais la derniére étape demande un
argument supplémentaire car on ne travaille plus avec la cohomologie a coefficients dans un corps,
Pargument de passage a la limite ne fonctionne plus. L'idée est de se ramener a la cohomologie a

coefficients dans un corps en utilisant le fait suivant.

Lemme 2.7. Soit f : C — C’ est un morphisme de complexes de chaines, avec C et C’ des complexes
a coefficients dans Z.. Si pour tout corps K, f* : H*(C’; K) —» H*(C; K) est un isomorphisme, alors
f induit un isomorphisme f* : H*(C'; A) — H*(C; A) ot A est un anneau commutatif quelconque.

Nous pouvons utiliser ce lemme pour conclure dans le cas général.

On considére maintenant 'application H*(E, Eg;Z) — H*(E;Z) induite par I'inclusion cano-
nique (E,D) — (E,E)), que 'on note y — y|g; et on applique a la classe de THom u donnée
par le théoréme 2.5. Or, 77°: H"(B;Z) — H"(E;Z) est un isomorphisme, ce qui nous ameéne a la

définition de la classe ’EULER.

Définition 2.8. Soit ¢ un fibré vectoriel réel orienté de rang n. On appelle classe d’EULER de ¢ et
on note e(¢) l'image de u|g par Visomorphisme (n*)™1: H"(E;Z) — H"(B; Z), ot u est la classe
de TrHom de €.



On définit ainsi une classe caractéristique. En effet, la classe d’EuLER vérifie la propriété de
naturalité.

Proposition 2.9 (Propriété de naturalité). Soit ¢ un fibré vectoriel réel orienté de base B, ¢’ un
fibré vectoriel réel orienté de base B’, et f: B — B’ une application continue. Si f est couverte par

un morphisme de fibrés vectoriels qui préserve lorientation, alors e({) = f*e(’).

Démonstration. Comme f préserve l'orientation, pour tout x € B, en notant F' la fibre de ¢ au
dessus de x, f* envoie le générateur u|p € H" (F/,Fé;Z) sur u|lp € H"(F, Fy;Z), ou F’ est la fibre
de f*¢ au dessus de f(x). Ainsi, f*u satisfait la condition (i7) du théoréme 2.5. Par unicité, on a
bien f*u = u’, et donc f*e(&’) = e(¢). O

De plus, la classe d’EuLir vérifie la formule de sommation suivante.

Proposition 2.10. Soit ¢ et ¢’ deux fibrés vectoriels réels sur une méme base B. Alors, on a

e(¢@¢’) =e(d)Ue(d’), ete(s x¢’) =e(¢) xe(d).

Démonstration. Pour prouver la proposition, I'idée est de montrer dans un premier temps que
e(Ex &) = e(&) xe(’). Pour cela, on observe que u(¢ X &') = (=1)™u(¢) X u(¢’). Ensuite, on
conclut que e(& & ¢&’) = e(&)Ue(¢’), en remarquant que si d : B — B X B est ’application diagonale,
@& =d*(¢ x¢'). La preuve compléte est faite par MiLnor et StasHerrF dans l'article [MS74]. O

2.2 Classes de CHERN
2.2.1 Cadre et notations

On va maintenant définir des classes caractéristiques pour les fibrés vectoriels complexes.

Si ¢ est un fibré vectoriel complexe de rang complexe n, on définit le fibré vectoriel réel sous-jacent
¢ér comme le fibré vectoriel réel de rang 2n, tel que la fibre de {r au dessus de x € B soit celle de ¢
au dessus de x, vue comme un espace vectoriel réel de dimension 2n. On peut vérifier que ¢R est
muni canoniquement de trivialisations locales, qui en font bien un fibré vectoriel réel. De plus, la
structure complexe sur ¢ induit une orientation canonique sur ¢R.

En effet, pour F la fibre de ¢ au dessus de x € B, on note (ey,...,e,) une base de F. Alors
(e1,1eq,...,e,,l1e,) est une base de FR qui est la fibre de {g au dessus de x, et qui définit donc
une orientation sur FR. Cette orientation est indépendante de la base (ey,...,e,) choisie sur F
par connexité par arcs de GL, (C). Cette orientation canonique sur chaque fibre de {g vérifie la
condition de compatibilité locale, on a ainsi une orientation canonique sur ¢R.

2.2.2 Définition axiomatique

Soit B un espace topologique, et ¢ un fibré vectoriel complexe de rang complexe n au dessus
de B. Notre but est de trouver des classes dans I'anneau de cohomologie singuliére de la base du
fibré H*(B;Z), permettant de distinguer deux fibrés vectoriels complexes différents, tout en étant
calculables en pratique. Plus formellement, nous souhaitons définir des classes caractéristiques
(¢i);en qui vérifient les axiomes suivants :

(i) Pour tout fibré vectoriel complexe ¢ d’espace de base B, et pour tout i € N, ¢;(¢) € H*(B;Z),

avec co(¢) = 1et ¢;({) =0 pouri > n. Onnote c(¢) = 372, ¢i(¢), et ¢(&) est appelée classe
de CHERN totale de ¢.



(i1) (Naturalité) Pour ¢ et ¢’ deux fibrés vectoriels complexes, et pour tout morphisme de fibrés
vectoriels f: § —» &’,onaVie N,c; (&) = f*e;(&).

(ii1) (Formule de sommation de WaitNEY) Si ¢ et 77 sont deux fibrés complexes au dessus d’'un
méme espace topologique B, c({ ® 1) = c(&) Uc(n).

(iv) Pour le fibré universel y* de rang un sur CP*, c(y!) = 1 +e((y')g)-

L'intérét de construire de telles classes est qu’elles généralisent la classe d’EULER, et contiennent
plus d’information.

2.2.3 Construction des classes de CHERN

Soit B un espace topologique, et { un fibré vectoriel complexe de rang complexe n au dessus
de B, d’espace total E. Nous allons dans cette partie construire des classes caractéristiques qui
vérifient les quatre axiomes énoncés précédemment. Notre construction repose sur le théoreme
qui suit.

Théoréeme 2.11 (Suite de Gysin). Soit  un fibré vectoriel réel de rang n, d’espace total E et de base
B. On note Eg ’ensemble des vecteurs non nuls de E, et o : Eyg — B la restriction de la projection
7 : E — B. On peut lui associer une suite exacte longue

.
o

.5 H{(B;Z) = H*"(B;Z) = H*(Ey;Z) — H*\(B;Z) — - -- (1)

ouVUe:at>aVUe(d),ete(l) e H'(B;Z) est la classe d’EULER.

Démonstration. On part de la suite exacte longue de cohomologie associée a (E, Ey)
. H'(E,E0;Z) - H(E;Z) - H(Ey;Z) S H*(E,Ep;Z) — -+, (2)

et les isomorphismes Uu : H "(E;Z) — H (E,E(;Z) et 7* : H " (E;Z) — H'™"(B;Z) per-
mettent de remplacer H(E, Eo; Z) par H'""(B;Z) dans la suite exacte longue ci-dessus. O

Nous allons définir les classes de CHERN par récurrence sur n, en utilisant la suite exacte
de Gysin que nous venons d’introduire. Pour cela, nous devons construire un fibré complexe de
dimension complexe n — 1 au dessus de E(, que ’on notera &g. Soit v € Eg, on note F la fibre de ¢ a
laquelle v appartient, v est donc un vecteur non nul dans F. On définit la fibre de ¢y au dessus de
v comme l’espace quotient F/(Cv), qui est bien un C-espace vectoriel de dimension n — 1. On a
des trivialisations locales canoniques, on a donc bien défini un fibré vectoriel complexe de rang
complexe n — 1 au dessus de Eg. On reprend la suite exacte de Gysin sur ¢R :

S HB;7) % B (B;2) D H(Bo;Z) — H-2"\(B;
; ; 0;Z) = (B;Z) — ... (3)

et on observe que pour i < 2n — 1, H"2"(B;Z) et H'~2"*1(B;Z) sont nuls, donc Ty H!(B;Z) —
H'(E(;Z) est un isomorphisme.
Nous pouvons a présent définir les classes de CHERN.

Définition 2.12 (Classes de CHERN). Pour ¢ un fibré vectoriel complexe de rang complexe n sur B,
les classes de CHERN c;(&) € H?(B;Z) sont définies par :



(i) la classe supérieure c, (¢) est la classe d’Euler e(¢R);
(ii) pouri < n, ¢;(&) = (ﬂg)_lci(fo);
(i) pouri > n, ¢;(&) est nulle.

La somme c¢(&) = 1+¢1(E) +- - -+c¢, (&) est inversible dans 'anneau des séries formelles sur H*(B;Z.),
et est appelée classe de CHERN totale de ¢.

Vérifions maintenant que ces classes vérifient les quatre axiomes de la section 2.2.2.

Proposition 2.13 (Naturalité). Soit ¢ et ¢’ deux fibrés vectoriels complexes, et f: ¢ — & un
morphisme de fibrés vectoriels. Alors Vi € N, ¢; (&) = f*c;(&').

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence descendante sur i (le caractere récursif de
la définition des classes de CHERN permet de prouver ainsi beaucoup de propriétés), et on utilise la
proposition 2.9 qui donnait la naturalité de la classe d’EuLEr. MiLNOR et StasHEFF donnent les
détails de la preuve dans l'article [MS74]. O

Théoréme 2.14 (Théoréme de sommation de Whitney). Soient ¢ et ¢’ deux fibrés vectoriels com-
plexes sur un méme espace topologique paracompact B. Alors c(é & &') = c¢(&) U e(&).

La preuve de ce théoréme utilise le lemme suivant.

Lemme 2.15. 1! existe un unique polynéome Py, ,, (Cl, o, C, Ci, R C,’l) a coefficients entiers et a
n + m variables tel que pour tous fibrés vectoriels complexes ¢ et &’ de rang respectifs m et n, on ait

c(§®E') = Prp(cr($),. .., cnld), c1(&), ... enld)). (4)

La preuve du lemme 2.15 utilise ce résultat.

Lemme 2.16. L'anneau de cohomologie H* (G, (C>);Z) est anneau polynomial sur Z. généré
par les classes de CHERN (c;(Y"))1<i<n du fibré universel y", qui est le fibré tautologique de la
grassmanienne G, (C*).

L'idée est de prouver le lemme 2.15 pour les fibrés y]" et y; de rang respectifs m et n construits
sur G,,(C*) X G, (C*) de la maniére suivante : en notant 71 : G,,(C*) X G, (C*) — G,,,(C*) et
72: G (C) X G (€C*) — G, (C™) les projections canoniques, y|* = 77y™ et y5 = 7;y". La preuve
du lemme 2.15 pour les fibrés y7* et y; se fait en utilisant le lemme 2.16. Nous renvoyons a l'article
de MiLNor et StasHEFF [MS74] pour une démonstration du lemme 2.16.

On se rappelle ensuite que tout fibré vectoriel complexe ¢ de rang complexe ¢ et de base B est
isomorphe au rappel du fibré universel y? par une certaine application /: B — G4(C*), et on en
déduit le lemme 2.15 pour deux fibrés vectoriels complexes quelconques.

Ensuite, on montre par récurrence sur 'entier n + m que
Ppnn(Ciy...,CpyCp,...,Ch) =(1+C1+---+Cp)(1+C+---+C,), (5)

ce qui nous donne la formule de sommation de WHitNEY. Les détails de cette preuve sont faits par
MiLNor et StasHEFF dans Particle [MS74], ainsi que la démonstration compléte des lemmes 2.15 et
2.16.



Les classes ainsi définies vérifient les trois premiers axiomes de la partie précédente, et elles
vérifient le quatriéme par construction. Nous avons donc bien construit des classes caractéristiques
qui vérifient les quatre axiomes de la section 2.2.2.

Remarque 2.17. La démonstration du lemme 2.16 nous donne également le fait suivant : le
groupe de cohomologie H?(P"(C); Z) est isomorphe & Z, et 'isomorphisme envoie la classe de CHERN
c1(y!) sur —=1. Comme H*(G,(C);C) = H"(G,(C); Z) ®z C, et on a également que H*(P"(C); C)
est isomorphe a C, et 'isomorphisme envote la classe de CHERN ¢ (7/1) sur —1. Ce fait sera utile dans
la prochaine partie du mémoire.

2.2.4 Unicité des classes de CHERN

Soit M une variété lisse, et ¢ un fibré vectoriel complexe de rang complexe n sur M. Nous allons
voir que les classes de Chern sont en fait les uniques classes caractéristiques qui vérifient les
quatre axiomes de la section 2.2.2.

Pour pouvoir comparer les classes 0 (¢) € H};,(M)qui seront définies dans la partie suivante
aux classes de Chern ¢ (¢) € H*(M;Z), nous allons utiliser le théoréme de DE Ruam.

Théoréme 2.18 (Théoreme de D Ruam). Soit 2°(M) — QY (M) — --- le complexe de Dt Rruam
de M, et C°(M;R) — CY(M;R) — --- le complexe des cochaines singuliéres a coefficients réels.
Lapplication 7: Q*(M) — C*(M;R) définie par

VE € N,Vf € Q¥(M),Yo € Cr,(M;R), 7(f)(0) = /f

est un quasi-isomorphisme de cohomologie. Ainsi, H,,(M) = H*(M;R).

Démonstration. Nous renvoyons a la — tres jolie — preuve de Gustave BirLon [Bil18] qui utilise la

cohomologie des faisceaux, car elle est assez laborieuse et éloignée de notre sujet. O

Nous avons montré dans la partie précédente 'existence de classes caractéristiques qui vérifient
les quatre axiomes de la section 2.2.2. En fait, de telles classes sont uniques, comme I'indique le
théoréme suivant.

Théoréeme 2.19 (Unicité des classes de CHERN). Soit ( une suite de classes caractéristiques

’
¢)ien
qui vérifient les quatre axiomes de la section 2.2.2. Alors pour tout fibré vectoriel complexe &, pour
tout i € N, ¢;($) = ¢/ (S).

Démonstration. Le résultat est immédiat pour les fibrés de rang 1, par le quatriéme axiome. On
va se ramener a ce cas de la maniére suivante. Pour ¢ un fibré vectoriel de base B, on appelle
« splitting map » une application f: B’ — B telle que f*¢ est somme direct de fibrés de rang 1, et
f*: H*(B;Z) — H*(B’;Z) est injective. On affirme que tout fibré vectoriel complexe de rang n
admet une splitting map. Les détails sont montrés par Adel Rauman dans I'article [Rahi7]. On
peut se ramener au cas des fibrés de rang 1 en utilisant ce fait. Pour ¢ un fibré de rang n sur
B, on prend f: B — B une splitting map. On écrit f*¢é = 11 & --- & A,, ot les A; sont de rang
1. Le troisiéme axiome et le cas des fibrés de rang 1 nous donnent Vi € N, ¢;(f*¢) = ¢/(f*{). Le

deuxiéme axiome et 'injectivité de f* permettent de conclure. O



Remarque 2.20. Afin de comparer les classes de CHERN que nous avons définies dans cette partie
aux classes qui seront définies dans la partie suivante dans la cohomologie de De Ruam, nous devons
les considérer dans la cohomologie singuliére a coefficients réels et complexes, via les morphismes
H*(B;Z) —» H*(B;Z) ®z R = H*(B;R), et H*(B;Z)) —» H*(B;Z) ®7 C = H*(B;C). Le théoréme
d’unicité des classes de CHERN s’adapte pour la cohomologie a coefficients réels et complexes :

les classes de CHERN vues comme classes dans H*(B;R) sont les uniques classes qui vérifient les

axiomes de la section 2.2.2 dans la cohomologie a coefficients réels et complexes.

3 Construction géométrique des classes de CHERN

Cette partie part du constat suivant : soit un fibré vectoriel complexe différentiable de dimension n
(V,m, M). On peut lui associer un fibré dit « des repéres» (F(V), 7, M) dont la fibre au point p € X

est définie comme I'ensemble des isomorphismes linéaires de C* dans 7~ 1(p).

Ce fibré a une structure supplémentaire, notamment car le groupe linéaire agit transitivement
sur ses fibres. Nous allons étudier cette structure dite principale, puis définir sur les fibrés
principaux deux objets géométriques, les connexions d’EHrRESMANN et leur courbure associée.
Nous construirons a partir de ces objets des classes caractéristiques de fibrés vectoriels dans la
cohomologie de pE Ruam. Nous verrons que ces classes vérifient les trois axiomes de GROTHENDIECK,
ce qui permettra de conclure via le théoréme de pE Ruam qu’elles s’identifient aux classes de CHERN.

Notations Nous emploierons les notations suivantes :
— Pour tout couple d’éléments, on notera p; la projection sur le i¢ facteur, i € 1, 2.

— Lorsque c’est défini est sans ambiguité, pour un groupe G et g € G, on notera respectivement
R, et Lg les multiplications a droite et a gauche par g.

3.1 Connexion et courbure sur un fibré principal
g.1.1  Fibrés principaux

Définition g.1. Soit G un groupe de Lit. Un fibré G-principal est un triplet (E,n,M)oun: E - M
est une application différenciable de variétés différentielles. De plus, E est muni d’une action de G
a droite E X G — E telle que :

(i) Pour tout p € M, n~1(p) est une orbite de Uaction de G.

(ii) (Trivialisation locale) Tout point de M posséde un voisinage U et un difféomorphisme ¢p: 1~ 1(U) —

U X G tel que le diagramme
z 1(U) —f s UxG

N7

commute, et tel que ¢ soit G-équivariante, i. e.
P(xg) = p(x)g,Vx € 171 (U), g € G, (6)

ou G agit sur U X G par (p,g’)g = (p,g’g).



Exemple 3.1.1. Pour M une variété différentielle et G un groupe de LiE, le fibré M X G sur M muni
de la projection sur le premier facteur est G-principal.

Exemple 3.1.2. On peut vérifier que le fibré des repéres F (V) défini a partir d’un fibré vectoriel V
est GL (V)-principal.

Si 'on dispose d’'une représentation de groupe p: G — GL (), on peut, a partir d'un fibré
G-principal définir un fibré vectoriel, dont les fibres sont isomorphes a N :

Définition g.2. Soient G un groupe, (E, w, M) un fibré principal pour G et N un espace vectoriel
avec une action de G @ gauche G X N — N. On définit Ey = E Xg N = (E X N)/G le quotient pour
laction

(x,u)-g=(xg,g71u), Vx € E,Yu € N,Vg € G. (7
On note ny Uapplication induite sur En par la composition E X N — E L M.

En particulier, on peut retrouver un fibré vectoriel a partir de son fibré des repéres :

Proposition g8.3. Soit (V, 7, M) un fibré vectoriel complexe de rang n. L'espace V est isomorphe &
F(V) XGL, (©) Ccn.

Démonstration. L'isomorphisme est donné par ¢p: F(V)e — V, qui & [x, v] associe x(v). O

Lemme 3.4. Soit G un groupe. Soit (E,n, M) un fibré G-principal et soient (Ug, ¢q), (Up, ¢p)
deux trivialisations locales. Il existe une application différentiable go5: Uy N U — G, appelée

fonction de transition, telle que

Pa © 5" (p,a) = (p,8ap(P)a), V¥(p,a) € (UsNUp) XG. ®)

Démonstration.

(UaﬂUﬁ)XG—)ﬂ (UaﬁUﬁ)—) UaﬁUﬁ) X G

U, ﬂUﬁ

par ce diagramme, ¥,p5 = g 0 ¢;1 commute avec la projection sur le premier facteur. Donc pour
tout p € M, il existe gop(p) tel que ¥ap(p,e) = (p, gap(p)). Puis, par équivariance,

Vap(p,a) = (p, 8ap(p)a), Va€eG. (9)

Enfin, g4 est différentiable puisque 944 l'est. O

g3.1.2 Connexions sur les fibrés principaux

Soit un fibré G-principal (E, 7, M). Les vecteurs de 'espace tangent T'E peuvent étre envoyés
surjectivement sur TM via .. Certains vecteurs de TE sont envoyés par 7. sur le vecteur nul,
ils sont dits verticaux. On va vouloir définir une notion de « parallélisme ». Choisir une connexion
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signifie par définition choisir un supplémentaire H, & Ker (.),, dit espace des vecteurs horizon-
taux, qui varie contintiment selon x € M (dans un sens qui sera précisé plus loin), et qui vérifie
aussi une condition de compatibilité avec I'action de groupe :

(Rg)ast = ng; Vx € E, Vg € G (10)

On peut réécrire ce choix de maniere équivalente en utilisant ’action du groupe G. Considérons,
pour toutx dans E, L, : G — E, définie par L,(g) = xg, qui est injective. Elle induit une application
injective v, : ¢ — TE, ou g = T,G est l'algébre de Lie du groupe G et v, = (L,),, la différentielle
de L, en I’élément neutre de G. De plus, comme les orbites de G sont les fibres de 7, on montre

que Ker (7.,), = Im(v,). On a ainsi une suite exacte
085 TE 25 TyyM — 0, (11)

si bien que choisir un supplémentaire H, a Ker (7.), revient a choisir une application linéaire
wy: TyE — g telle que w, o v, = idg, via l'identification H, = Ker w,. On requiert de plus
que w, varie différentiellement selon x, i. e., que {w,,x € E} définisse une 1-forme différentielle
w € Y (E,G). On peut vérifier que la condition de compatibilité avec I'action de G équivaut alors

al’équation sur w :
(Rg) w = Ad (g_l) cw, VgeG, (12)

ou, pour tout g € G, Ad (g): g — g désigne la différentielle en I'identité de ’automorphisme de E
défini par x — gxg~!. Le morphisme Ad s’appelle la représentation ajointe de G.

Définition g.5. Une connexion sur un fibré G-principal (E, 7, M) est une 1-forme w € QY (E,G)
veérifiant :

(i) Vx € M, w, o v, =1idg;

(i) Vg € G, (Rg) w =Ad (g7}) o w.

Exemple 8.5.1 (Connexion dans le fibré trivial). Dans le fibré trivial (M X G, p1, M), on peut définir
une connexion wyc (dite de MAURER-CARTAN) par : (WMC) (p.g) = (Lg-1 © p2),, pour (p,g) € M xG.

L L _
¢ Mxa a2l a. (13)

En effet, on a bien (wmc) (p.g) © V(pg) = (Lg—l opgo L(p,g))* = (idg), = id,.

On peut généraliser les notions définissant les connexions aux formes différentielles de degré
supérieur et par rapport a des représentations de groupe différentes de la représentation adjointe :

Définition 3.6. (1) Soit V un espace vectoriel et soit w € Q%(E,V). On dit que w est horizontale
st elle s’annule dés que 'un de ses arguments est un vecteur vertical, i. e.,

w(Xy,...,X,)=0 (14)

pour tout k-tuples.
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(ii) Etant donnée une représentation p: G — GL (V), on dit que w est p-équivariante si
Ry'w = ,o(g_l) ow. (15)

En particulier, si p est la représentation triviale, w est dite invariante.
On notera Q*(E,V) l'espace des k-formes horizontales p-équivariantes de Q*(E,V).

Lemme 3.7. Soit (E,n, M) un fibré G-principal, et soit U = {U,},cs un recouvrement de M

ges € des fonctions de transition {g“ﬁ}a,ﬁez' Soit

0: G — GL (V) une représentation. Les k-formes horizontales p-équivariantes de Q*(E,V) sont en

avec des trivialisations {(,ba: Uy xG — E| Uzz}

bijection avec les collections de k-formes {a)a e QkU,, V)}ae 5 satisfaisant
Wp=POgapOWg. (16)

Démonstration. La donnée d’une forme @ € Q%(E,V) est équivalente a la donnée de la collec-
tion {@g}ges, OU Do = Pa’wlg), € 028U, x G,V), cest-a-dire de I'expression de w dans les
trivialisations. Nous procédons en deux étapes.

1. Soit 1: U, — U, X G Tinclusion ¢(p) = (p, e), montrons que (*: 2% (U, x G, V) — 2*(U,,V)
induit une bijection entre les k-formes horizontales p-équivariantes sur U, X G et les k-formes
sur U,. Etant donné w, € 2%(U,, V), il existe une unique forme @, € 2% (U, x G, V) telle
que ["@, = Wy, en effet :

— pour x = (p, e), @, est déterminée par w et I’horizontalité puisque

T.E = ker (1.4) @ t.p(TpM); €1)]

— et pour y = (p,g) = Ry (x), la p-équivariance implique que @, = p(g™!) o @, o (Rg);l.

Remarquons de plus que la forme @ définie par

D (pg) = p(g‘l) oW, 0Ty (18)

vérifie ces conditions, ce qui donne une expression explicite de la bijection. En effet :
— (@), = D(pe) 0 ts = ple™) owp = wp;
- (Rg*d))(p,g’) =D(pgg) © (Rg), =p(g ) oplg ) owpompo(Ry), =p(g") 0@
car 7..p o (Re), = 7o
— @ est horizontale.
2. Soient a,f € 2, posons U = U, NUp. Sur U X G on a wg = Wap" W, avec Yqap(p,a) =
((pa o (p[;l) = (p,8ap(p)) .. On consiere le diagrame suivant :

O U X G, V) - QkU,V) Gg — g
V/Dzﬁ*l l
O U %G, V) - QkU,V) D5 —> wp
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on a alors, Vp € M,

(@p),, = (FYap"@a),, (19)
= (@a) (p.gop(p)) © (Wap). 0 s (20)
= p(g;é(p)) o (Wa), 0 T © (Wagp), © L (21)
= p(8ah () © (a), (22)

puisque 77 o Yqp o L = idy.

Corollaire 3.7.1. Soient (E,, M) un fibré principal et V un espace vectoriel. Alors
7t (QM(M,V)) — QF(E,V) (23)

induit un isomorphisme sur les formes horizontales invariantes de E.

Démonstration. Pour @ € Q%(E,V), la collection de {wa € .Qk(Ua,V)} associée par le lemme
précédent vérifie wg = w, sur U et définit donc une forme w sur M. Par (18), la forme @ est le

pullback de w par 7. O

Ce lemme nous permettra de ramener des formes différentielles définies sur un fibré principal
sur des formes différentielles de ’'espace de base (et ainsi dans sa cohomologie de bpE Raam).
3.1.3 Forme courbure d’une connexion

Considérons une connexion w € Q(E, g), sur un fibré G-principal (E,7,M).Ona w A w €
0Q%(E,g ® g), et on définit [w, w] comme I'image de w A w par 'application linéaire

g®g —g
- —]: . (24)
= x®y > [x,y] §
Définition 3.8. La forme courbure F,, € Q*(E, g) d’une connexion w est définie par
R 1
F, % do+ E[a), w]. (25)

Cette définition est motivée par le fait que dans un fibré trivial, on a F,,, = 0; on dit en
conséquence que la connexion de MAURER-CARTAN est plate. L’'annulation de F,,,,, se déduit de la

proposition suivante.
Proposition 3.9. F, est horizontale et Ad-equivariante.

Démonstration. L'Ad-équivariance provient de celle de w. Pour I’horizontalité, soit x € E, soient
X,Y € T.E tels que X est vertical, il faut montrer que dw (X,Y) = 0. Comme les vecteurs
horizontaux et verticaux sont supplémentaires, il suffit de le montrer dans le cas ou Y est vertical,
et celui ou Y est horizontal. On ne détaille ici que le cas o1 Y est vertical, autre cas plus technique
se trouve dans [Dupogl. Si Y est vertical, il existe A,B € g tels que X = v,(A), Y = v,(B).
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Considérons A" le champ de vecteur sur E défini par A} = v, (A),Yy € E, et B* défini de méme.
On a

dw(A%, B) = A"(w(B")) - B"(w(A")) - w([A", B7]) (26)
= A*(B) — B*(A) - [A, B] (27)

=—[A, B] (28)

= —[w(A"),w(BY)]. (29)

O

Proposition g3.10 (Identité de Bianchi). On a :
dF, = [F,,w]. (30)
Démonstration. On différentie 'équation (25) définissant w. O

3.1.4 Dérivée covariante associée a une connexion linéaire

On se replace dans le cadre d’'un fibré vectoriel (V, 7z, M) et de son fibré des reperes E = F(V).
Le groupe linéaire GL,, (C) agit par 'action naturelle ¢ sur F(V). L'algébre de Lik est g = M, (C),
Pensemble des matrices carrées complexes d’ordre n, munie du crochet de Lie [A, B] = AB — BA,
pour A, B € M, (C).

Définition g.11. Pour (V, p, M) un fibré vectoriel, on appelle k-forme différentielle de M dans V
une collection de k-formes wp: Ty,M X --- X T,M — V, pour tout p dans M, qui est différenciable
dans le sens suivant : pour X1, ...,X; champs de vecteurs différenciables, w(Xq, ..., X}) donne
une section différenciable du fibré V. On notera Q% (M, V) l'ensemble de ces k-formes.

Fixons une connexion w du fibré des repéres. Nous allons construire a partir de la connexion un
opérateur V: I'(M,V) — QY (M, V) qui vérifie la régle de Leisniz. Pour cela nous allons :
— définir un opérateur V: Q°(E,C*) — QY (E,C");

— établir deux bijections afin de définir V par le diagramme suivant :

I'(M,V) — Q%E,C")

vl ¥

,QI(M,V) — QI(E? Cn)

Lemme g.12. Soit p: G — GL (V) une représentation, (E, w, M) un fibré G-principal, et (Ev, wy, M)
le fibré vectoriel associé. Il y a une bijection entre les fonctions p-équivariantes §: E — V et les

sections du fibré Ey.

Démonstration. Le lemme 3.7 donne pour % = 0 une bijection entre I'ensemble Q°(E, C") des fonc-
tions p-équivariantes sur E et {sa: Up —V|spg= p(gaﬁ)sa sur U, N Up pour tout f € Z}an' Or,
la donnée d’une section s € I'(M, Ey) est équivalente a sa donnée sur les trivialisations, et on
vérifie que les fonctions de transition sur Ey sont les p(g,lﬁ). O

Lemme 3.13. 1] existe une bijection entre Q*(M,V) et Q% (E,C"), pour tout k € N. De méme,
Q¥ (M,EndV) et Q%(E, M,,(C)) sont en bijection.
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Démonstration. Soit @ € 2*(E,R"). Pour p € M, on choisit x € 771(p). Pour X1,..., X} € T,M,
on choisit X3, ...,X; € T:E tels que 7.(X;) = X;. On pose w, (X1, ...,Xz) = x 0 @ (X1, ..., Xz).
La forme w est bien définie grace a I’horizontalité et a I’c-équivariance de @. De plus, la relation
@y =x"1o Wy-1(y) © 7T fournit Pexpression de la bijection réciproque de KM, V)a QkE,R"). O

Proposition g.14. Soit s € I'(M,V) et soit §: E — R" Uapplication qui lui est associée par le
lemme 3.12. Définissons V(§) = d§ + w(5) € Q1 (E,C"). Alors V(3) est horizontale et ¢-équivariante
et définit ainsi par le lemme 3.13 une 1-forme V(s) € Q1 (M,V).

Démonstration. On prouve I'invariance et I'z-équivariance, la preuve est dans le livre de Dupont
[Dupogl. O

L'opérateur V défini par la proposition ci-dessus est appelé dérivée covariante. On notera, pour
sel'M,V)et X eT,M,peM,Vx(s) = V(s)(X).
Proposition 3.15. L'opérateur V vérifie :

— Vx(s) est C®(M)-linéaire en la variable X ;

— Vx(s) est C-linéaire en la variable s et vérifie Vx(fs) = X(f)s+f(p)Vx(s), pour f € C*(M).

On appellera dérivée covariante toute application de I'(M,V) — QY(M,V) qui vérifie ces
propriétés.

Théoréme 3.16. Les connexions et les dérivées covariantes sont en bijection.

Démonstration. On montre que ces ensembles sont des espaces affines dont les espaces vectoriels

sont en bijection. Soient w( une connexion et V sa dérivée covariante associée. D'une part on a

{w — wp | w une connexion} = {w — wg | @ — Wy Ad-équivariante et (w — wg) o v = 0} (31)
= 2(E, My (C)). (32)

D’autre part

{V = Vy | V dérivée covariante} = {V — Vo | V — Vq dérivée covariante bi-C™ (M)-linéaire} (33)
={p: X(M)xT'(M,V) - I'(M,V) | ¢ C”-bilinéaire}  (34)
=~ QY (M,End(V)). (35)

La derniére bijection est construite ainsi : soit ¢p: X(M) X I'(M,V) - I'(M,V).Pour p € M,v €
TpyM et a € V,, on prolonge v en un champ de vecteurs X tel que X, = v et a en une section s
de V telle que s(p) = a. On alors définit & € 2'(M,End (V)) par 8,(v)(a) = ¢(X,s)(p) € V,.
On vérifie que O est bien définie en utilisant la bilinéarité de ¢ et une fonction cloche sur une
trivialisation au voisinage de p. La bijection réciproque est donnée en évaluant ¢ point par point.
Le lemme 3.13 conclut la démonstration. ]

Proposition g.17. Soit F,, € Q%(E, M, (C)) la forme courbure d’une connexion w et soit F,, €
0Q%(M,End(V)) sa forme correspondante par le lemme 3.13. Soit V la dérivée covariante associée a
w. Alors pour X,Y champs de vecteurs sur M et s section de Von a :

F,(X,Y)(s) = (VxVy - VyVx — Vixy])(8). (36)
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Démonstration. On trouvera la preuve dans [Dupog]. O

On peut donc réécrire connexion et forme courbure en termes de dérivée covariante, ce qui sera

utile pour certaines démonstrations a venir.

3.2 Classes de CHERN
3.2.1 Définition des classes de CHERN

Soit (V, 7, M) un fibré vectoriel et soit E = F(V) son fibré des repéres associé. Fixons w €
0Q1(E, g) une connexion sur E et soit F,, € 22(E, g) sa forme courbure associée. On peut définir,
pour tout & € N*, la forme FX 2 F,, A--- A F, € Q% (E, g®*), qui est encore une forme horizontale
et Ad-équivariante. Soit maintenant P € S*(g)* une forme complexe multilinéaire symmétrique
sur g X - -+ X g, que 'on identifie 4 sa forme canoniquement associée définie sur g® --- ® g. On a
P(Ft) € Q%*(E, ).

Définissons de plus sur S*(g)* I'action suivante de G :
g-P(Xi,...,X3) = P(Ad (g_l)Xl, ...,Ad (g-l)Xk),g €G. (37)

Soit I* (G) I'ensemble des formes multilinéaires symmétriques invariantes pour cette action. Alors
pour P € I*(@G), la forme P(Fak;) € Q% (E,C) est désormais horizontale et invariante. Par le
corollaire g.7.1, il existe un unique antécédent de cette forme dans 2% (M, C) par le pullback
mx: Q1(M,C) — QY(E), que I'on notera encore P(F¥).

Proposition 3.18. Pour P € I*(G), la forme P(Fa]ﬁ) définie ci-dessus est fermée, 1. e., vérifie
d(P(Fk)) = 0, et définit donc une classe dans la cohomologie de pE Rram.

Démonstration. Comme 7* est injective, il suffit de montrer que dans 2*(E, C), d(P(F%)) = 0, or

d(p(Fk)) = P(ark) (38)
k

Z (-1)%F,A---AdFy A---AF, (39)

= kP (dF A Fk 1) par symmétrie de P (40)

= kP([Fw, W Ff,_l) par I'identité de Bianch1 (41)

et F,, est horizontale tandis que [F,,, w] s’annule sur les vecteurs horizontaux (cela se montre par
le calcul). O

Proposition 3.19. La classe dans la cohomologie de pE Ruam de P(F, ij) est indépendante du choix
de la connexion w.

Démonstration. On utilise pour la preuve un lemme de PoiNcarg, la preuve se trouve dans le livre
[Dupogl. O
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On peut exhiber des formes multilinéaires symmeétriques invariantes. Nous introduisons a cet
effet un résultat algébrique. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et (e;);<;<, une base de
cet espace. Alors, pour P € S*(V)* et v = Y vie; € V,on a

n n
P(v,...,v) =P Zviei,...,Zviei) (42)
i=1 i=1
= Z v v Pler,...,e1,...,en,...,€,) (43)
i1+ +i,=k
qui est un polynéme homogeéne de degré & en les coordonnées (v1,...,v,). On peut vérifier que

Papplication

Sk(V): - C[X]*

P —P:(x1,...,%0) — P(Z?:l Xi€iy ...y 2r_; Xi€;) (44)

”

est en fait un isomorphisme d’espaces vectoriels, oit C[X]* dénote I'ensemble des polynoémes a
coefficients complexes homogenes de degré k.

On revient au cadre G = GL,(C),g = M,(C). Pour A € M,(C), considérons a présent le
développement du polynémeen A € C :

n

1
det(/lln - .—A) - Z/l”‘ka(A) (45)
217 pry

Les applications Cp, ainsi définies sont des polynémes homogenes de degré k en les coefficients de
A, qu’on peut donc voir comme des applications multilinéaires symétriques en A. Ils sont de plus

invariants, puisque le déterminant est invariant par changement de base.

Définition g.20. Soient (V, 7w, M) un fibré vectoriel de dimension n, w une connexion sur son fibré
des repéres, et F,, sa forme courbure. On définit pour tout 1 < k < n la k° classe de CHERN du fibré
par la classe [Cj,(FL)| € H%(M;C).
3.2.2 Axiomes de GROTHENDIECK

Théoréme 3.21. Les classes de CHERN ainsi définies vérifient les axiomes de GROTHENDIECK.

Démonstration. (i) (Naturalité) Soient (V, 7, N) un fibré vectoriel, et f : M — N une application
différentiable de variétés différentielles. Considérons le pullback de F (V).

FREV) — F(V)

n| I»

M—L N

On peut vérifier que f*F (V) est isomorphe a F(f*V). Soit w une connexion sur F(V), o’ =

—%
[ w est alors une connexion sur f*F(V). On a ensuite

Fy=do' +w' Ao =F F,, FY=FFt ¢, (Ff;) -7'c, (F,{i) , 46)
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car ces opérations agissent seulement sur les coefficients de ’espace d’arrivée. Enfin, il
reste a vérifier que (p})~ 1}?FC;?, (F%) = f*(x*)"*Ci(f%). Or, on a par définition du pullback
fop=mof,doncp'f =f n*, dou f*(x") ' = (p) o f .

(11) (Formule de sommation de WuitneY) Soient V7, Vy deux fibrés vectoriels de dimension n1,
ng sur M. Soit V := V1 @ Vs, un fibré vectoriel de dimension n = nq + ng. Soient E; = F(V;),
i € {1;2} et E := F(V), et soient w1, ws deux connexions sur E; resp. E5. On associe a
w; la dérivée covariante V;: I'(M,E;) — QY M,E;). Alors V := V, @ Vo: '(M,E) —
0Q1(M,E) est une dérivée covariante a laquelle correspond une connexion @ sur E. De
plus, on peut associer aux formes courbures F,, leur forme Fw,- € Q2(M,End(V;)) qui
vérifient F,, (X,Y)(s) = ((Vi)X(Vi)Y - (Vi)y(Vi)x — (Vi)[X,Y])(S)- De méme, F,,(X,Y)(s) =

((v1 ® V) x (V1 ® Va)y — (V1 ® Va)y (V1 @ Vo) x — (V1 & vz)[X,Y])(s). Donc F,, = F,y, @ F.,.
Fixons des bases locales de V; et Vo, nous pouvons identifier End (V) avec 'espace des
matrices carrées, et donc F,,, et F\, comme matrices carrées de 1-formes, soit :

F, 0
F, = ! .
) [ 0 sz] (47)

Or pour A; € M,,(C), Ay € M,,(C),et 1 € C,on a

1 (A O 1 1
det (/11 5 [ o Az] = det (/Unl - 2—HiA1) det (an E z—mAg) (48)
Donc
VIS E<n,Ch(A)= ) Ci(A1)C;(Ay), (49)
i+j=k

et sil'on note ¢ une variable, et C;(A) = Y., C» (A)t* comme une série formelle de ¢, on a
Ci(A) = C(A1)Ci(Az) . (50)

On conclut en appliquant cette égalité a Fl]z et passant a la classe de cohomologie.

(ii1) (Fibré universel) Considérons le fibré tautologique ©(—1) sur I'espace projectif P" (C). L’espace
de base est ’espace projectif IP*(C), ’espace total est O(-1) = {(l,x) |l € P*(C),x € I},
le fibré des reperes est I'ensemble {(I,x) | I € P*(C),x € [\ {0}} = €1\ {0}, le groupe
est GL; (C) = C7, et la représentation adjointe est triviale. On vérifie que la forme de
01(Cc™*1\ {0}, C) définie par

_ xzidz

e ) (51)

est une connexion. On calcule sa courbure

= |4((Z dz dzl)lzl - (Z Z dz,-)(zn: 2 dz_j))_ (53)

-1 i=1
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On calcule alors C1(F,) = —ﬁFw, puis son image par l'isomorphisme de DE Ruam

/ Ci(F) = -1. (53)
P (C)

On a la valeur —1 pour toute dimension n, puis on montre qu'on peut passer a la limite
sur P*(C). Si I'on combine la remarque 2.17 avec I'isomorphisme de Dt Ruam, on a un
isomorphisme H[?R(]P""(C),C) =~ H?(C®,C) = C. En effet, cet isomorphisme est donné
par intégration sur P} (C), qui est un sous-espace de P*(C). Donc, pour preuve que C(F,,)
correspond a la classe d'EuLEr e(y’) via 'isomorphisme de Dt Ruaw, il suffit de vérifier que
/]pl(C) Ci1(Fy) =-1.

O

Ainsi, les deux définition des classes de CHErN coincident via H) (M, C) = H*(M,C) et donc
via H'p (M) = H*(M,R).

4 Conclusion

Nous avons vu deux constructions des classes de Chern, classes qui permettent de distinguer
des fibrés vectoriels. L’équivalence des deux constructions montre en particulier qu’a partir d’'un
objet géométrique a priori "rigide", on peut construire un invariant topologique. Les classes de
Chern forment ainsi un pont entre topologie algébrique et géométrie différentielle.
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