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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous proposons de revisiter la preuve par
NasH du théoréme de DE GIORGI-NASH sur les solutions d’équations
paraboliques dans R™.

Ces solutions sont de la forme T : RT x R™ — R vérifiant

T =V - (CVT) (1)

ou C' = C(t, x) est une matrice symétrique positive.

Comme son nom l’'indique, ce théoréme a été prouvé dans un premier
temps par le mathématicien italien Ennio DE GIORGI, puis indépendam-
ment par John Forbes NAsSH l'année d’aprés. Les travaux de Nash sont
grandement motivés par la physique en particulier dans I’étude des fluides,
la plupart des domaines de la mécaniques des fluides sont régies par des
équations paraboliques. La physique prend aussi une grande part dans
I'inspiration et I'intuition de NASH pour construire sa preuve. En effet, il
introduit & plusieurs reprises des objets physiques tels que 'entropie et
I’énergie d’une solution. Il s’inspire aussi & plusieurs reprises de BOLTZMANN
notamment lorsqu’il introduit le logarithme d’une solution. Initialement,
la compréhension des équations paraboliques devait servir pour I’étude
de I’équation de NAVIER-STOKES cela n’a pas suffit puisque c’est encore
aujourd’hui un probléme ouvert. Il a cependant eu de grand succés, entre
autres, pour la résolution du dix-neuviéme probléme d’Hilbert sur les
minimiseurs de fonctionnelles.

Théoréme (DE Giora (1957), NasH (1958), Moser (1961)). Si T
est solution de définie pour t > to telle que |T'| < B, et C(z,t) vérifiant
Sp(C(z,t)) C [c1,c2] pour presque tout x avec ca > c¢1 > 0, alors, pour
tous t1,t2 > 0 et v1,22 € R”,

1
‘$17$2| a |t27t1| za/(1+a)
T —-T <AB —_ —_
| (tlyzl) (tz,l’z)‘ A {|:(t1_t0)1/2 + t1 — to
(2)

A et o sont des constantes a priori qui ne dépendent que de c1, c2 et n.

Durant toute la durée de la preuve, NASH n’étudie que les solutions
fondamentales (objet défini ci-dessous), ces solutions étant plus simples a
appréhender et & controler. Il passe d’une solution classique & une solution
fondamentale trés facilement, ce qui ne restreint donc pas la preuve. Celle-ci
se découpe en trois grandes parties.



La premiére partie se concentre sur I’étude du moment d’une solution
fondamentale. NAsH introduit pour cela I’énergie et I’entropie d’une so-
lution, concept utilisé principalement en physique a cette époque. 1l va
minorer 1’énergie d’une solution et utiliser cette minoration pour controler
I’entropie. Il va ensuite encadrer le moment en fonction de ’entropie et
pouvoir en déduire la premiére étape de la démonstration le moment croit
en racine de t. Il utilise dans cette partie en particulier I'inégalité de Nash
qui est particuliérement novatrice.

Dans un second temps, NASH emprunte & nouveau des idées tirées de la
physique en intéressant au logarithme des solution. Il va étudier comment la
moyenne du logarithme contre la gaussienne évolue. L’idée particuliérement
novatrice ici est d’étudier le log d’une solution, la démonstration est plus
classique. Elle reste néanmoins trés formatrice sur les différents arguments
utilisés en théorie des équations aux dérivées partielles. Il utilise alors
son controle du logarithme de la solution pour estimer ’écart entre deux
solutions fondamentales.

Dans la derniére partie, il va utiliser ces deux résultats pour en déduire
la continuité en espace et en temps des solutions . Il va pour cela utiliser
un argument classique dans 1’étude des équations aux dérivées partielles, il
va procéder a un argument itératif et utiliser & chaque étape I’estimation
de ’écart entre deux solutions.

On remercie Cyril IMBERT pour son aide précieuse tant pour la compréhension

de l’article que pour la rédaction de ce mémoire.
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1 Résultats préliminaires

On réduit la démonstration du théoréme au cas ot les coefficients C;;(x,t) de la
matrice A sont uniformément C™ en t et il existe r¢ tel que pour tout |x| > ro,
Cij = (c1¢2)28;—;. Ces hypothéses permettent de garantir existence de solutions
fondamentales (voir [Dressel| et [Eidelman]). On suppose aussi que les solutions
considérées sont bornées a t fixé.

Définition 1.1 (Solution fondamentale d’une équation aux dérivées partielles).
On appelle solution fondamentale T' d’une équation aux dérivées partielles une
solution de l’équation définie pour t > to vérifiant

/n T(z,t)dz = 1

et tel qu’il existe un point xo tel que T converge en tant que distribution quand t
tend vers to vers 0y, le dirac en xo.

On note S la fonction qui pour ¢ > ¢y vaut
S(Iat7x05t0) = T(I,t)
ou T est la solution fondamentale convergeant vers d, en to.

Proposition 1.2. S vérifie alors pour tout t' >t

T(x,t) = S(x,t, 2’ )T (', t')da’ (3)
RTL

pour toute solution T de I’équation.

Théoréme 1.3 (Inégalité de POINCARE pour la gaussienne). Dans R™, on
pose u(v) = e~ V1. Soit f de carré intégrable par rapport & u, dont les dérivées
partielles d’ordre 1 existent et sont de carré intégrable par rapport & u, et telle
que sa moyenne est nulle ([o, fdp=0). Alors

2 2
2 / Paps / |9 fPdn. (4)

Théoréme 1.4 (Inégalité de NasH). Soit f € LY(R™) telle que f soit de carré
intégrable et toutes ses dérivées partielles d’ordre 1 existent et le soient aussi.
Alors

171272 < Kl VAl 1115 (5)
ot

) 14+n/2

Ki — 9p—l+2/n (1 + g )\n‘Sn—1|—2/n

avec Ay, = inf [||Vgll2/|lgll2] pour les g sphériques symétriques d’intégrale nulle
(An > 0 par le théoréme .

Proposition 1.5. Soit ¢ : R — R conveze, et T solution de I’EDP . Alors
©(T) est sous-solution de (1)), i.e. 3y(p(T)) < V- (CVp(T)).



2  Contréole du moment

Dans toute cette partie T' désigne la solution fondamentale associé & §y au temps
nul.

Définition 2.1. On appelle et on note M le moment de la solution T i.e.

Mﬁ%:/HMT@JMx.

On définit l’entropie QQ d’une solution par

Q=- /n log(T)T'dzx .

Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2. [ existe deux constantes ki et ko telles que
vt € RT, kvt < M(t) < ko't . (6)

On commence par minorer ’entropie ) puis par encadrer le moment M a l'aide
de 'entropie. La premiére étape est 1’étude de ’énergie E = fRn T?dz de la
solution.

Lemme 2.3. [l existe une constante k dépendant de ¢1 , co et de la dimension
telle que pour tout t € RY, E vérifie

E < kt—"/? (7)

Démonstration. On cherche a trouver une inéquation différentielle vérifiée par
E. On a

E, = 2/ T%dx = 2/ TV - (CVT)dx

ol la derniére égalité découle de . Une intégration par parties sur le dernier
terme donne

B,=-2 | V(I)CV(T)dx
]RTL

puisque C est symétrique on a VX € R", ¢;|X|? < X - CX < | X|? donc
: [ealaids
—Et 2 281/ |VT| dx 2 26172/’”
" Knl Tl
o la derniére inégalité est I'inégalité de NASH (|1.4)) appliquée & T. On a ||T||; =1
et ||T||2 = E donc
—E, > kE'=

ol k ne dépend que de n, ¢; et c3. On en déduit I’équation .



Corollaire 2.3.1. La solution fondamentale vérifie la méme estimation i.e. il
existe k dépendant uniquement de n, ci et co tel que pour tout t € RT on a

T(z,t) < kt™"/? (8)
ce qui se traduit pour ’entropie par

Q> K + % log(t) (9)

ot k' est une constante dépendant uniquement de c1, co et n.
On essaye a présent de comparer le moment et ’entropie de 7.

Lemme 2.4. On peut relier l’entropie et le moment de la maniére suivante
M > keQ/™ (10)
ot k est a nouveau une constante ne dépendant que de c1, co et n.

Démonstration. Une étude de fonction sur « — zlog(z) + Az pour X fixé montre
que ylog(y) + Ay = min zlog(x) + Az = —e~*~1. On utilise cette inégalité pour
€T

y=T(x,t) et A =al|z| + b . En intégrant sur x on obtient

—Q+aM+b:/ 1og(T)T+a|x\T+dex>—/ ealel=t=1qz  (11)
Rn

n

Un changement de variable dans la derniére intégrale donne

—/ e*“m*b*ldx:—e*b*la*"/ e 17ldg .
n

La derniere intégrale est une constante que I’on note I5,. On prend alors a = J7
et et = %:a"‘ L’équation (11]) devient alors

—-Q+n+b>-1,
ce qui se traduit par
nlog(M)+n > Q + nlog(n) —log(C) .
On en déduit 241 O

On montre un dernier lemme avant de passer & la démonstration du théoréme
2.2)

Lemme 2.5. Les dérivées temporelles du moment et de [’entropie vérifient

dQ dM\?



Démonstration. La dérivée @ de Q vérifie

d
% - 7/n(1 + log(T))T,dz

=— /n(l + log(T))V(CVT) (d’apres 'équation (T)))
= V(log(T))CVTdx (avec une IPP)
Rr
= V(log(T))C?(Tdm)
Rn
= . V(log(T))CV (log(T))(Tdz) .

Ona X cCX > X -C?X = |CX]|? donc en utilisant I'inégalité de CAUCHY-
SCHWARZ :

%2 > [ 1oV (os(T)2(Tdx)
at = Jan

> / ) |OV (log(T))|*(Tdx) - / Tdz

n

> | [ levtosmyiras) 2

2
Z[/ |CVT|dx] .
RTL

On majore maintenant la dérivée % de M

<‘ﬁ‘t4>2 _ </R 2|V - (CVT)dx>2 _ ( [ Vel cvm)
< (/R V]| CVT|dx>2 - (/R |CVT|dx>2

<C2@~

dt

2

On peut maintenant passer a la démonstration du théoréme [2.2] :

Démonstration du théoreme[24 En combinant les lemmes 2.4] et [2.5] on déduit
que M et @ vérifient :

¢
ke@®/m < M(t) < / 02%(10 du
0

oll k est une constante. Le corollaire [2.3.1] nous donne I'existence d’une constante
k' telle que nR = @ — k' — 2 log(t) est une fonction positive sur R*. On a



% =ndf 4+ 2 Pour aet a+b positifs, onaa—l—bga—l—b—k%:(\/ﬁ—l—

donc vVa+b< va+ %. on en déduit que

b
on)?

t " R(u)
<@+Rt\[—/ du avec une [PP
s | e ( )
t
<V2t+ R(t)\/g (car R est positif) .
On a ke@/" = k\/te® donc
rn_M
ke < — <V2+V2R.
Vit
Or
lim—=— =400
+o/2(1+ R)
donc il existe une constante Rj dépendant uniquement de k tel que
k
V R > Ry, \/§(1+R)<56R

donc en utilisant les deux inéquations

k k
kel < e+ sup (V2(1+ R)) = =™ + V2(1 + Ry)
2 R<Ry 2

donc e et donc R sont bornés par une constante dépendant uniquement de k.
Finalement % est bornée en haut et en bas par des constantes dépendant
uniquement de ¢, co et n. O

3 Controéle de la moyenne du logarithme

La solution T' continue d’étre la solution fondamentale §p en temps nul.

Définition 3.1. On pose U(&,t) = t3 T(\Vt,t) Soit 6 >0 On définit
Gs :/ log(U (&) + 8)e € de .

Pour la suite on note du = e_|f|2d§.
Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 3.2. Pour § > 0 suffisamment petit, il existe une constante c
dépendant uniquement de c1, co et n tel que :

Gs = —c\/—1log(9d) . (13)



Commencgons par regarder quelques propriétés élémentaires de U.
D’abord, d’aprés 'inéquation :

VE, Vi U<Lk.
De plus

Proposition 3.3. U vérifie

n </ €[Ude < ky |

ol ky et ko sont les constantes du théoréme [2.9
De plus U vérifie ’'équation

U, (€, 1) = nU(E,t) + & - VU(E, 1) +2V - (CVT) . (14)

Pour établir le théoréme [3.2] on cherche a ce que Gs résolve une inéquation
différentielle.

ors . . . dGs L.
Proposition 3.4. La dérivée 3> vérifie

Qtdd—ci‘s > klog(0) — nGs — k'NH + H (15)

ot H > 2¢y 5, [Viog(U + 6)*dp et k , k' sont des constantes.
Démonstration. On utilise ’équation pour dériver Gy :

4G ¢.VU V(CVT)
29 [ Y g dut2 [ VD
dr ”/RHUM P T+s M ), U

noté H, noté H, noté Hs

dp

On a H; > 0 et, par intégration par parties, Hy > —nGs + nt"/?1log(0).
Evaluons Hj : on vérifie (IPP et CAUCHY-SCHWARZ) que

Hg 2 -V 4n627r”/2H + H
ot H =2 [, Vlog(U 4 6)CVlog(U + §)du = 2¢1 [g, |V1og(U + 8)[2dp. O
Le reste de la preuve se concentre sur ’étude de H.

Proposition 3.5.
H> (k—kGs)?*,

avec k et k' ne dépendant que de cq, co et n.



Démonstration. On pose f = log(U+0)—n~"/2Gjs. Cette fonction est d’intégrale
nulle sur R™. On lui applique le théoréeme de POINCARE pour la gaussienne
(théoréme [1.3) :

H > 201/ |Vf|2d/¢ > 401/ fgd,u
Rn R‘n
H>4q/‘mgU+®—w”WGd%p.

Regardons la quantité U~ [log(U 4 6) — 7= "/2G5)? pour U > 0 : elle tend vers
linfini quand U — 0, s’annule puis atteint un maximum local avant de s’annuler
a linfini. Notons U, ce maximum ; on a log(U,. + 6) — 7~ "/2Gs = 2U./ (U, + 0),

d’ou U, < Uy dgf exp(2 + 77_”/26'5). Comme U décroit aprés Uy et que U est
bornée (uniformément en temps) par un k, la quantité est minorée pour U > Uy
par [log(k 4 6) — kn~"/2G5]%. On a donc

1

H>461
on &

log(k + &) — kr /2G> U*dp (16)
on U* = U - 1ysy,- Pour § < 1, G5 < 0 donc Uy = Uy(Gs) deviendra
suffisamment petite pour que la quantité de droite dans (16) soit non nulle.
Pour § suffissmment petit, log(k 4+ &) — kn~"/2G5 est positive, si bien que
[log(k) — kr~™/2G5]? < [log(k + &) — kn~"/2Gs)? et on simplifie I'inégalité
au-dessus en

> (k- k’Gg)Q/ Udp (17)
o k et k' sont de nouvelles constantes découlant des anciennes (donc dépendant
uniquement de ¢, co et n).
Désormais, le seul obstacle est I'intégrale. On va chercher a la minorer par une

constante.
1
Urdp > =
/ Loz

pour ¢ €]0, 0], avec do(c1,ca,n) > 0 suffisamment petit.

Lemme 3.6.

Démonstration. On pose A = fRn U~*d€.
On remarque d’abord que f£<2k2/>\ U*d¢ > %, avec ko la constante introduite
dans le théoréme et réutilisée dans la proposition puis on déduit

A
/ U*du = / U* exp(—£2)d¢ > exp(—(2k‘2/)\)2)§
en ne considérant I'intégrale que pour £ < 2k /A, soit exp(—£?) > exp(—(2ka2/A)?).
Reste encore & minorer A, ce qui revient a majorer 1 — \ = fRn Ud¢, avec U
défini comme égal & U — U™, ou encore U - 1{y<y,1- On montre d’abord que la
fonction Uplp(,,) pour p bien choisi est un maximisant.



On pose N = supp(U). Soit B = B(0, p) telle que 5 1€]Uod& = k2. On va montrer
que [z Updp > [ Udp. On découpe

/Ud,u—/UOdu:/ (U—Uo)d,u—l—/ Udp — Updp .
N B NNB N-B B—N

D’une part
) _p2 R _p2
Odp < =— €|Ude < °
N-B P JN-B P

(ks — /B k0.

D’autre part

e r"

S
Updp > < / €Upde = < (hy / €|Uode) .
B—N 14 B—N P BNAN

On a utilisé dans ces deux inéquations le fait que tous les éléments intégrés sont
supérieurs (resp. inférieurs) a p. On remarque que Uy — U > 0 sur NN B : on
N 2 N

établit de méme [y (Uo — U)dp > = [ €l(Uo = U)d€. En combinant les
inégalités, on obtient [\ Udp — [ Usdp < 0.

On peut maintenant supposer pour la suite que U = Uolp(o,p) ou p vérifie
f|£|<p |€|Ugd€ = ko. Un calcul direct montre que p est proportionnel & U()_l/(”+1).
On a alors en général

1—\= / Ud¢ < V(boule,(0,1))p"Uy

D’aprés 'expression de Uy, 1 — A décroit avec §, donc A est borné par en-dessous.
Pour G; suffisamment négatif, A > 1/2 et on a bien le lemme O

On déduit alors la proposition du lemme et de l'inéquation (en
divisant par 2 les constantes k et k'). O

On trouve enfin I'inéquation différentielle :
Proposition 3.7.
dGs dGj

= > — _ 2 (.
R TI ) B  T nGs + klog(0) + (k — kGs)” — k'(k — kGj)

> kG2 + klog (o)
pour —Gs suffisamment grand.

On pose alors G1(c1,ca,n) tel que si G5 < Gy, alors Gy est suffisamment petit
pour que la proposition soit vérifice. Soit Ga(cy, ca,n,8) = —Vk(—log(d))"/?,
et G3 = min(Gl, GQ)

On a que Gs > (3, car sinon on peut montrer que G5(t) — —oo quand ¢ — 0
alors méme que G > 7"/ log(d). Pour § suffisamment petit, Go < G (qui ne
dépend pas de §) et donc G5 > G5 = Ga, ce qui conclut la preuve du théoréme
0.2

10



4 Estimation de I’écart

Dans cette partie, nous utilisons le résultat précédent pour estimer 1’écart entre
les valeurs que prennent deux solutions fondamentales, ce qui permet aprés
d’obtenir le résultat sur la continuité en espace; en particulier nous établirons le
résultat suivant :

Théoréme 4.1. Soient 11 et Ty deux solutions fondamentales de sources res-
pectives x1 et xo ent =0, définies pour t > 0. Pour tout t > 0,

min (T, To)dz > ¢ ('5”1\;{”2') , (18)

ot ¢ est une fonction a valeurs dans ]0,1] continue décroissante.

Rn

La démonstration de ce théoréme repose surtout sur le résultat précédent et sur
une série de manipulations élémentaires sur les minima et maxima.

Démonstration. On adapte les notations de la partie précédente : soient & =
z;/VE et Uy = t"2T;(v1€,t) pour i € {1,2}. En appliquant le théoréme
pour ces deux solutions,

/ ele=eil® log(U; 4 0)d¢ = —cy/—log(d)

pour i € {1,2}.
En sommant les deux termes

F10g(Umax +0)dE+ [ Flog(Umin + 8)dE = —2¢1/— log(5)
Rn Rn

avec [*(€) = max; el$=&il” et fe = min; el§=&l1%,
La premiére intégrale vérifie

flog(Upax + 0)d€ < (U + Usz)d€ < / (U +Uz)dé =2
R

n

R™

Quant a la seconde,

/ flog(Umin + 6)d€ < log(é) /]R ) fd¢ + max[f] / ) log(1 + % Jde

1
< wlog(d) + 5 / Upind€

n

avec w = [p, fd¢ = Jgn min; elé=&il’qe.
Remarquons que les approximations sur les deux intégrales sont trés brutales,
ce qui se justifie par le peu d’informations que l'on exige de ¢ & la fin. La

11



clé est la derniére inéquation faisant ressortir fRn min(Uy, Us)dE, qui est égal a
f]R" min (7, T2)dz. 11 suffit maintenant de combiner les inéquations pour obtenir

min(71, Tz)dz > 8 {_2 — wlog(d) — e/~ 1og(5)} . (19)
R’n
Cette expression est vraie pour n’importe quel § suffissamment petit. On choisit
0 = 6(w) tel que lexpression est vraie et la partie de droite est strictement
positive (la partie entre crochets étant un polynome de degré 2 en /—log(d)
avec w > 0 comme coefficient dominant). De plus w peut s’écrire comme fonction
de [& — &]. On peut donc écrire

win(T3, To)ds > (e - &l) = (2221

ou ¢ est une fonction a priori qui est strictement positive, décroissante et continue.
¢ est déterminée par les constantes c1, co et n. O

R

5 La continuité en espace

Ici, nous établirons le résultat suivant :

Théoréme 5.1. Sous les hypothéses du Théoréme de DE GIORGI-NASH, pour
z, ' € R, at>ty>0 firé, on a

|T(z,t) — T(2',t)| < BA; (%) (20)

avec Ay et « des constantes qui ne dépendent que de c1, co et n.

On fixe donc t > 0 pour toute cette partie.
L’idée est d’exploiter I’écriture de T avec les solutions fondamentales (équation

). On travaille donc ici sur les solutions fondamentales T7 et T utilisées

précédemment. La plus grande partie de la preuve visera a minorer A(t) dlef

%fRn T1 — Ts|dz. Observons que

Alt) = 5/ [Ty + Ty — 2min(Ty, Ty)|da

<1 - ollar — aal /D) "L il — wal V) |

Introduisons d’abord quelques notations : soit T, = (T4 —Ts) 4 et Tp = (Th —T2) -
les parties positive et négative de 71 — T5. On voit que [,, Todz = [, Tpdr = A.
Soit (1, 7,1) = Tu(a, 1)y (2, £)A(t).

Lemme 5.2. Pour x’ € R" et t’ > t,

Ty (2 t") — To(a ') = // (S’ ¢ x,t) — S(a', ¥, z,t)|x(x, Z,t) de dT .
n Rﬂ.
) ()

12



Démonstration. On pose T, (z',t',t) la solution bornée de (1) sur t' > t telle
que T (-, t,t) = T,(-,t). On définit de méme T} (', ¢, ¢).

Tr (2t t) = Stz )T, (z,t)dz = // Stz t)x(z, 7, t)dzdz ,
R™ .

et de méme pour T}

On remarque ensuite que 17 — T5 et T,y — T} sont toutes deux solutions de
pour t' > t égales par définition en ¢’ = ¢. Par principe de superposition
Ty — Ty =T — T} pour t' > t. On réécrit ensuite

Ty (1./, t/) - TQ(xlv tl) = T; (xlv t/a t) - Tb*(‘r/v t/a t)
[ 186\t - S@ s (a0 deds
R™ xRR™
ce qui conclut la preuve du lemme. O

Cela permet d’écrire

1
5/ T4 — Tolde’ < ///[S(x’,t’,x,t) 8@t E 0]de X (2, 7, 8) de dF |
R’Il

On en déduit les deux corollaires-clés suivants :

Corollaire 5.2.1. Pourt >t,

At < //ann 1 (jt’;—xjf) x(z,Z,t)dz dz . (22)

Corollaire 5.2.2. En particulier, A(t") est décroissante.

On cherche ensuite a évaluer la vitesse de décroissance de A. On va pour cela
utiliser un argument itératif et construire une suite de temps ¢, sur laquelle
A décroit géométriquement. L’intérét d’un argument itératif réside dans la
possibilité d’écrire la différence des solutions & un temps ¢’ > ¢ > 0 en fonction
de la différence en t (équation (22))). On perd alors moins d’information et de
controle sur les solutions entre ¢t et ¢’ qu’entre 0 et ¢'.

On prend un réel quelconque d € R} et on pose € = ¢(d), on définit 0 =1 — §.
Le but ici est de construire une suite de temps ¢, tel que A(t,,) = o™. On procéde
pour cela par récurrence. La fonction A étant décroissante et continue il suffit
pour trouver ¢, de trouver un temps ¢’ tel que A(t') < o™, ¢'il existe (on montre
par la suite que c’est le cas). Le cas n = 1 est facile, en effet

— _
A(””l ”52)@/) dmzml )y —1e<1- S ot

d? |21 —x2|?
\/ a2

Pour la suite de la preuve on fixe t,, tel que A(t,) = ¢™ et on cherche a prouver
Iexistence de ¢,,41.
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Définition 5.3. On pose x¢ = % et M, = fRn |z — zo|Todx le moment par
rapport au barycentre des sources. On définit My de maniére similaire. Enfin on
pose M, = max[M,(t,), My(t,)] .

L’idée ici est de concentrer notre travail 1a ou le poids des solutions est le plus

fort. On cherche donc un rayon p tel que f|$*$o\<ﬁ To(z,t,)dx > %

Lemme 5.4. p= =3 2Ma convient.

Démonstration. On a

,0/ T,dx < / | — xo|Tedx < / | — zo|Tedx < M,
la—zo|>p lz—zo0|>p R"

M, o 2M,,

On veut donc =< %- donc p = =7 convient. O

On définit T, (z) = Tu(z,tn) - 1jz)<, de méme pour Ty. On définit de plus

Yo (,7) = B on remarque que xu(2,2) = X(2,2,4) si |z — z0 < p et

Proposition 5.5. Pourt’ > t, A vérifie

A') < o™ [i + iw (UTLLLMTLMH . (23)

t/

Démonstration. On utilise I'équation (22)) en ¢’ et en ¢,

xr — x| - )
e f] o (G e
// ( |z — Z| ) [x(z,Z,t,) — xn(z,Z)]dx dZ
R xR" t/ _ t
// ( jiaia )xn(x,x)dxdx.
R xR™ tl _ t

Dans le premier terme on a v (\‘;%) < let x(x,Z,t,) — xn(z,Z) = 0 donc

Pour le deuxiéme terme, pour que X, soit non nul il faut que |z — zo| < p et
|Z — zo| < p; en particulier | — Z| < 2p. Or v est croissante donc

) e

|z—Z| 2
¢(\/t'—tn <Y \/t’itn

//"X]R" ( |gch’:;| )X”(x’x)dxdm <Y (%) //ann Xn (2, 7)dadi .
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On a donc

A(t) < //RR (@, 7, t)dedT — [1 — (\/fpﬁ)] //RWL Yon(@, ) dar dZ
T - (%)}a—n /]R T (z)dz /R T(z)dz
e (G ) (5)

N

O

Proposition 5.6. Grice a la proposition précédente on peut avoir une estimation
de l’écart entre t,, et t,41

(24)

o"d

4M,\?
tn+1 < tn +

En particulier t,, existe et est fini pour tout n.

. 2 .
Démonstration. On pose t' =t,, + (‘f%g) dans I’équation . On a alors

R N
< o3+ 2ld)] = o"[3 + 11—
< Jn(]. _ 7) — Un—i—l ,

donc par décroissance de A t,,1 < t'. O

On est maintenant ramené a étudier la suite (M,,) que 'on va essayer de majorer.

Proposition 5.7. On rappelle (Théoréme qu’il existe une constante ko
dépendant uniquement de c1, co et n tel que pourt, t' et x

/ |z" — x| S(a', ¥z, t)dx’ < kvt —t .
M, est alors a croissance géométrique vérifiant

Mngmzm<1+4§2) : (25)
Démonstration. On a
To(2' t) = (Th (2, t') — Ta(2', ) 1
— (T3, V1) — Ty (2, 1))
STy (2t t)

= Stz )T, (z,t)dx
R’!L
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donc
M, (") = / |2" — o | Ty (2, t")da’
< // |z" — x| S(2', ', 2, t) Ty (x, t)da'da
ﬂan
< // (|2 — |+ |x — zo|)S(2', ', 2, t) Ty (z, t)dz' da
R™ xR™

= / |z — 20| Ty (z, 1) < S(a:’,t’,m,t)dx’) dz
n RTL

—I—/ To(z,t) (/ |z" — xS(x’,t’,x,t)dx’) dx
g/ | — 29| To(z, t)da + kovt' — t/ T, (x,t)dz
= M,(t) + ke A(t)VE — ¢ .
On utilise la derniére inégalité pour ¢ = t,41 et t = t,, on a donc

LAM,

ond

Ma(tn+1) < Ma(tn) + koo

On a la méme inéquation pour M, donc en passant au max des deux cotés de
I’inéquation on obtient

4
Myir < M, (1+§2) .

Il reste a calculer My. En ¢t = 0 les solutions fondamentales sont des dirac donc

T — T
M (0) = |a1 — ao| = | = 5 :

On a le méme résultat pour My(0) donc My = [*5*2|. On en déduit la proposi-

tion O

On écrit maintenant la somme des (t,+1 — t,), et on déduit

Proposition 5.8. Il existe deux constante n et ( dépendant uniquement de

c1,co,d et n tel que
123

— < (" 26
|Z‘1 _x2|2 C'f] ( )

On controle trés bien A sur les t,, et grace a sa décroissance on va en obtenir un
controle global.

Proposition 5.9.

log(o)

A(t) <o (t) . (27)

|1 — 22[?
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Démonstration. On pose n(t) entier tel que

e < ¢

< n(t)+1 .
~N |Z'1 _1.2|2 ~ CTI

On a t,) <t d’aprés I'inéquation et A(t) < A(tnw)) = o™®) . De plus,
d’aprés la définition de n(t), on a

1og (rtsr )
log(n)

o™ <ol exp {log(o) log (t2>] .
log(n) |21 — 22|

On pose a = —2log(o)/log(d). o dépend des données du probléme et de d, et
en choisissant bien la valeur de d on peut optimiser la valeur de «a. Il n’est pas
ici question de déterminer une valeur optimale de «, on peut donc choisir d
arbitrairement (par exemple d? = c;, rendant ainsi « fonction de ks et ¢;/co).
On a montré que

n(t) > ~1

)

donc

O

/n 1S (2, b, 21, to) — S(,t, 3, o) |dz < A, (%)

avec A1 = Aj(cy, ca,n). Il s’agit d’une simple réécriture de I'inéquation ([27)).

Son équation adjointe s’écrit

Concluons désormais la preuve de la continuité en espace : on considére T'(z,t)
solution de vérifiant |T'| < B définie pour t > ty. Pour tous x1,xo € R™,

T (x1,t) — T (x2,t)| < | [S(z1,t,z0,t0) — S(x2,t, 20, t0)|T (z0, to)dzo|
Rﬂ.

< B |S(x1,t, z0,t0) — S(xa,t, z0, to)|dxo
Rn

< BA, ('ﬁ') .
— 00

On a bien montré le théoréme (.11
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6 La continuité en temps

Cette partie conclut la preuve du théoréme de DE GIORGI-NASH. Il s’agit de
prouver ici le résultat suivant :

Théoréme 6.1. Avec les notations du théoréme de DE GIORGI-INASH, et pour
tousz €R" et t' >t > tg, on a

¢ — ]
] (28)

|T(z,t) — T(x,t')| < BAs {
t—to

avec As = As(cq,ca,n) et o le méme que celui obtenu dans la partie précédente.
Ce résultat est en fait assez direct a partir de la continuité en espace.

Démonstration. T (x,t) désigne une solution de bornée par B > 0 pour t > tg.
Soient t' >t >ty et x € R™. On écrit

T(z,t) —T(x,t') = S(x,t', 2, t) [T(x,t) — T(7,t)]dz ([ S=1)
R™ R
|T(z,t) — T(x,t")] < . S(z,t', 2, t) |T(x,t) — T(7,t)|dz

< | St x4y, t) |T(x,t) = T(x+y,t)|dy .
Rn

Si on utilise ici la continuité en espace tel quel, on aura un probléme avec le |y|®
qui apparait dans I'intégrale. On choisit donc de diviser I'intégrale fR" Sz, t', x+
y,t) [T (x,t) — T(x + y,t)|dy en deux domaines, |y| < p (on notera l'intégrale
sur ce domaine I1) et |y| > p (on notera U'intégrale I5), avec un p > 0 que 'on
choisira plus tard pour minimiser la somme.

D’une part :

p (e}
I, = / Sz, t',x+y,t)|T(z,t) — T(x+y,t)|dy < BA; ()
lyl<p Vi —to

en utilisant la continuité en espace et le fait que fR,L S =1
D’autre part,

I, = / Sz, t',x+y,t)|T(x,t) = T(x+y,t)|dy
ly|=p

2B
< 2B MS(x,t’,x +y,t)dy < —ko/t — o .
lylzp P P

Cette écriture est assez artificielle et tire seulement parti du fait que |y|/p > 1
sur le domaine considéré. On a aussi utilisé la borne supérieure de la moyenne,
qui fait partie du résultat de la premiére partie.
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En sommant on obtient :

P 2B

|T(£E,t> — T(x,t/)| < BAlW + 7k2\/t — 1o . (29)

On choisit p qui minimise la somme, soit celui qui réalise
Ay p® Tt = 2y (t — )2 (t — t)*/2 .

En substituant p par sa valeur, on obtient

a

t—t]20-)
|T(z,t) — T(z,t")| < BAs { } ,
t—1o
ok a/(14+a) . )
avec Ay = (1 + «a)A; (aA21) qui ne dépend que de ¢y, ¢y et n. O

Le théoréme de DE GIORGI-NASH se déduit en prenant A = max(A;, Az).
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