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1 Introduction

Pour marquer son territoire, le chevreuil se frotte aux arbres pour y laisser une marque et son
odeur. Ces marques sont perceptibles par les autres animaux jusqu’a une distance de 5 metres. Il
doit donc créer une grille de marques adaptée, pour recouvrir la forét de sorte a ce qu’aucun point
de son territoire ne soit a plus de 5 metres d’'un arbre de la grille. Comment doit-il faire? Et si
du haut de son intellect animal limité il choisissait une grille au hasard, quelle est la probabilité
qu’il réalise une grille adaptée ? Dans ce mémoire, nous nous proposons de présenter et d’expliquer



Particle New bounds on the density of lattice coverings (2022) par Or Ordentlich, Oded Regev et
Barak Weiss. Celui-ci répond a notre derniére question sur le chevreuil en montrant un résultat
probabiliste sur les recouvrements d’un espace en n dimensions par des réseaux euclidiens.

Nous commencerons par introduire rigoureusement ce qu’est un réseau, et munir cet 1’espace
des réseaux d’'une structure et d’une loi de probabilité (sections 1.1, 1.2, 1.3). Un fois ces bases
posées, nous pourrons énoncer clairement le résultat que nous voulons démontrer (section 1.4).
Ensuite, nous présenterons l'intuition globale de la preuve (partie 2), pour motiver les outils que
nous utiliserons dans les deux derniéres parties (partie 3), pour démontrer le théoreme (partie 4).

1.1 Généralités sur les réseaux

Dans toute cette partie, nous fixons n,r € N* des entiers non nuls, nous travaillons dans R".

Un réseau euclidien est :

Définition 1 (réseau euclidien). Soit (e;)1<;<, une famille libre de R™. Le réseau euclidien engendré
par la famille (e;) est :

Lei<i<r = {Z Aieis (Ni)i<i<r € Z"}. (1)
k=1

En posant B = (eq, ..., e,-) la matrice de la famille (e;), devient :
L(ei)lgiér = {BX,X € Zr} = BZ". (2)

Un réseau euclidien hérite naturellement de la structure de groupe de Z : c’est un groupe additif
commutatif.

Puisque nous travaillons dans R™, nous nous permettrons d’appeler réseau un réseau euclidien
sans ambiguité.

Remarque 1. On appelle r le rang du réseau. En pratique, on ne parlera dans ce mémoire que de
réseaux de rang n, ou n est la dimension de ’espace.

La famille (e;) est appelée base du réseau, elle n’est pas du tout unique. Deux matrices B, B’ €
GL,(R) engendrent le méme réseau ssi 3U € Gl (Z), B’ = UB

Une base d’un réseau L est une base de Vect(L), mais la réciproque est fausse, cela est di au fait
que Z n’est pas un corps.

Définition 2 (Sur-réseau). Soit L, L’ C R™ des réseaux de rang n.
L’ est un sur-réseau de L ssi L C L'.



FIGURE 1 — Le réseau bleu est un sur-réseau du réseau gris, et ces deux réseaux sont de rang 2 dans
le plan.

Définition 3 (Domaine fondamental). Soit (e;)1<i<n € R™ une famille libre et L le réseau engendré
par B (défini par (I))). Le domaine fondamental subordonné a (e;) de L est :

Plen(L) ={>_ miei, (w:)1<i<n € [0,1["}. (3)
k=1

FIGURE 2 — Réseau en deux dimension et un domaine fondamental en rouge

Remarque 2. La définition du domaine fondamental est étroitement liée au choix de la base, ce
qui est particulierement désagréable. Nous allons donc définir une quantité, invariante par choix de
base : le covolume.



Définition 4 (covolume). Soit L un réseau, et B une base de L. Alors |det(B)] est appelé covolume
de L.

Remarque 3. Le covolume est une grandeur indépendante de la base choisie. En effet, si B, B’
sont des bases de L, alors 3U € GL,(Z), B’ = UB et det(U) = £1.

Remarque 4. Le covolume est aussi la mesure de I’espace fondamental (pour la mesure de Les-
begue). Cela se montre en fixant une base B du réseau, et en orthogonalisant cette base, par Gram
Schmidt, nous obtenons : det(B) =[]\, [|b:||, ce qui nous donne le résultat.

Il existe donc plusieurs fagons de voir un réseau : soit nous nous intéressons & une base, soit
nous oublions la base pour ne voir que la structure de groupe. Micciancio et Goldwasser montrent
dans [Mic02] que les réseaux sont exactement les sous-groupes discrets de I’espace euclidien :

Propriété 1 (réseau euclidien, définition équivalente). Soir L C R™, L est un réseau ssi :

0el
Ve,y€ Lyx—y €L (4)
inf, yer,azy d(x,y) > 0,avec d la distance euclidienne.

Remarque 5. Le rang du réseau est la dimension de Vect(L)

1.2 Recouvrement euclidien

Définition 5 (Recouvrir). Soit L un réseau, et K un convexe. On dit que (L, K) recouvrent R"™ ssi
R*=L+K.

Voici un exemple de recouvrement a ’aide de boules, toujours en deux dimensions :

FIGURE 3 — Recouvrement a I’aide de boules (de rayon ‘/75) et du réseau 72
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FIGURE 4 — Recouvrement plus fin de R? & I’aide de boules, mais avec un réseau différent.

On peut s’intéresser au volume nécessaire d'un dilaté de la boule de rayon 1 pour recouvrir
I'espace. Pour la figure (3, ce volume minimal est environ 1,57 (i.e.7). En comparaison, le réseau de
la figure [4], aussi de covolume 1, permet de recouvrir I'espace avec des boules de volume 1,23 seule-
ment. Nous voyons qu’en fonction du réseau, il faut plus ou moins dilater un convexe d’intérieur
non vide (ici la boule de rayon 1) pour recouvrir tout ’espace.

Le but de ce mémoire est de montrer que, pour tous les convexes d’intérieur non vide et pour
beaucoup de réseaux, il suffit de dilater un peu le convexe pour qu’il recouvre l’espace (théoréme
2) . Pour réussir a formaliser ce résultat, il faut quantifier ce que ”beaucoup de réseaux” veut dire,
pour se faire, nous allons munir ’espace des réseaux d’une loi de probabilité.

1.3 Ensemble des réseaux et mesure de Haar-Sigel

Dans cette partie, nous allons munir I’ensemble des réseaux d’une structure pour le munir d’une
loi de probabilité.

Définition 6 (Réseaux de covolume c). Posons £,, . 'ensemble des réseaux de R™ de covolume c.

En particulier, nous nous intéresserons a des réseaux renormalisés, de covolume 1.

On peut voir l'ensemble des réseaux de covolume 1 comme le quotient SL,(R)/SL,(Z). En
effet, un réseau de rang n comme un ensemble gZ" avec g inversible et de déterminant 1 (c’est le
covolume), et on remarque que guZ™ = gZ"™ si u € SL,(Z).

Théoréme 1. On identifie £, 1 & SL,(R)/SL,(Z) via I'isomorphisme :

¢ : SLp(R)/SLn(Z) — Lna
cl(B) — L(B) (5)

Cet isomorphisme permet de munir I’ensemble des réseaux d’une topologie : la topologie quotient.



Nous pouvons donc considérer £, ; comme un groupe quotient grace a I'isomorphisme ¢~ vers
SL,(R)/SL,(Z). Pour parler de probabilité, nous devons munir cet espace d’une mesure finie. Dans
tout ce mémoire, nous allons utiliser la mesure de Haar-Sigel, contruite dans [Sgl45] par Siegel. Cette
mesure est invariante par translation dans SL, (Z) et finie. Nous choisissons de la renormaliser pour
qu’elle soit une mesure de probabilité.

Remarque 6 (notation). On notera, jusqu’a la fin de ce mémoire, p,, 1 ou p, la mesure de proba-
bilité de Haar-Siegel sur L, 1, et p,, . la mesure correspondante sur £, ..

1.4 Résultat

Définition 7. Soit L un réseau de R™, K un borélien convexe de R™. Posons :
Ok (L) = inf{vol(AKL),A > 0, \K + L = R"} (6)
ot vol() est le volume d’un borélien, calculé grace a la mesure de Lebesgue.

Voici maintenant le résultat principal de 'article, dont nous présenterons une preuve dans la
section 4.

Théoreme 2. Il existe des constantes strictement positives ci, ca, c3 et ¢4 telles que pour tout
n>1 MEe [03n2, C4n3} et IC convexe borélien d’intérieur non vide,

fint (@K(L) > M) < e (7)

Ce résultat est un résultat asymptotique sur la dépendance en M et n de la probabilité, les
constantes ne seront pas explicitées. Elles peuvent I’étre si besoin, ce travail fut effectué par Rogers
dans [Rogh8]. On remarque que la borne ne dépend pas de la forme du convexe K. Le résultat est
donc tres général, mais n’est pas optimal pour tous les convexes.

Remarque 7. Ce résultat affirme que plus un convexe est gros, plus la probabilité qu’il ne permette
pas de recouvrir I’espace est faible, avec une dépendance exponentiellement décroissante en le volume
du convexe. Cette majoration est plus faible & mesure que n augmente, donc plus I'espace est de
haute dimension plus il est difficile de le recouvrir.

Nous pouvons énoncer un corollaire remarquable de ce théoreme, dont nous ne détaillerons pas
la preuve (celle-ci se retrouve dans [Ord22]).

Corollaire 3. Il existe une constante strictement positive c telle que pour tout n > 1 et K borélien
convexe d’intérieur non vide,

inf {Ox(L),L € L1} < cn’. (8)

Ainsi, pour tout convexe, il existe un réseau suffisamment bien adapté pour recouvrir I'espace
a I'aide d’un dilaté du convexe de volume seulement quadratique en n la dimension de I'espace. De
nouveau, ce résultat est général car ne dépend pas de la forme du convexe, et améliore une borne
générale précédemment trouvée par Rogers [Rogh9], mais est moins bonne qu’une borne trouvée
pour le cas des boules, en n(log(n))¢ ([Rogh9]).



2 1Idée de la preuve

Le but de cette partie est de motiver les outils que nous allons utiliser pour démontrer le
résultat, et de donner les grandes idées de la preuve. Elle n’est volontairement pas rigoureuse. Une
démonstration détaillée est donnée dans les parties suivantes.

Soit L C R™ un borélien convexe d’intérieur non vide. Nous cherchons donc a montrer que pour
beaucoup de réseaux L, L + AC = R"™ pour A pas trop grand. Le défi est de réussir a trouver une
méthode qui permette de construire beaucoup de L tels que L + AKX = R", et un critere pour savoir
si L + AKC recouvre R".

Nous commencerons par remarquer que L + AMC est un espace périodique en chaque direction
du réseau, donc que nous pouvons nous ramener a une étude du domaine fondamental. Dans ce
domaine fondamental, nous cherchons a savoir si AXC couvre tout ’espace. Il faut non seulement que
MK soit de volume pas trop petit (ce qui n’est pas trop difficile & demander, étant donné que nous
pouvons encore le dilater et que K est d’intérieur non vide), mais ce n’est pas suffisant. Comme le
montre les deux figures ci-dessous, il est possible de construire des convexes de grand volume qui
ne couvrent pas le domaine fondamental en entier :

FI1GURE 5 — Ensemble de grand volume dans le domaine fondamental, mais qui ne possede pas pour
autant toutes les directions

En effet, dans cet exemple, nous avons construit un convexe de volume proche de 1, mais qui ne
couvrait pas tout I’espace... car ils ne possédait pas toutes les directions! Cette remarque nous invite
naturellement a étudier la propriété < posséder toutes les directions > | il s’agit du probleme de
Kakeya.

2.1 Le probleme de Kakeya

Définition 8 (Probleme de Kakeya). Le probleme de Kakeya se demande quelle est aire minimale
d’une région de R™ dans laquelle on peut faire tourner continiiment une aiguille de taille 1 d’un
tour complet.

Une région (d’aire non minimale) trés simple est donnée par le cercle :



FIGURE 6 — Solution la plus simple, d’aire 5 ~ 0,785
source : accromath.uqam.ca

Des solutions plus optimales ont été trouvées par la suite :

- LY

FIGURE 8 — Solution convexe d’aire ~ 0,577

FIGURE 7 — Solution convexe d’aire = 0, 704
source : accromath.ugam.ca

source : accromath.uqam.ca

De nombreuses améliorations non convexes ont été proposées :

v vV

FIGURE 9 — Solution d’aire =~ 0,412 FIGURE 10 — Solution d’aire = 0, 392
source : accromath.ugam.ca source : accromath.ugam.ca

Jusqu’a ce que Besicovich fabrique un ensemble de Kakeya d’aire arbitrairement petite a ’aide
de fractales :



—
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FIGURE 11 — Ensemble de Besicovitch
source : accromath.ugam.ca

Ce résultat compromet la réussite de notre intuition d’utiliser des ensembles de Kakeya pour
voir si K possede toutes les directions : en effet, si K peut étre aussi petit qu'on veut, nous ne
pourrons pas le dilater par une constante en étant strs qu’il recouvre tout I’espace. Il nous faudrait
une minoration du volume de K... ce qui n’est pas le cas!

De récentes recherches dans ce domaine [KLSS11] ont montré que les ensembles de Kakeya sur
de corps finis (des [, avec p premier, vus comme des espaces vectoriels) avaient des cardinaux
minorés par une constante. Si nous pouvions passer de R™ a F, notre piste a plus de chances
d’aboutir!

2.2 La correspondance de Hecke

Ce passage du continu au discret s’appelle la correspondance de Hecke [COUO1]. Elle nous
permet travailler avec un nouveau réseau dans Fj. Une étude des ensembles de Kakeya dans Fy
nous permet de dire que pour K’ C Fy, st K " est grand, il y a beaucoup de 2-plans dont tous les
translatés rencontrent K’ (i.e., K’ est grand dans toutes les directions!). C’est cette propriété qui
nous permettra, entre autres, de conclure que L + MK = R"”, en fabriquant K’ & partir de K.

2.3 Théoréme de Rogers

Pour appliquer cette propriété, encore faut-il trouver un K’ de volume assez grand. On exploite
pour cela un résultat antérieur, dii & Rogers (dans[Rog58]). Il nous assure que pour beaucoup de
réseaux, L + K recouvre une grosse partie du domaine fondamental. En projetant cette propriété
dans F}), cela veut dire qu’on peut trouver un K ', qui dépend de J, qui soit trés grand.

3  Outils

Dans cette partie, nous allons définir les outils introduits précédemment et démontrer les pro-
priétés fondamentales qui nous permettrons de démontrer @



3.1 Critere élémentaire

Commengons par énoncer un critere élémentaire, qui permet d’affirmer qu'un réseau et un
convexe recouvrent R™. Pour cela, nous allons nous intéresser au tore R™/L, ou L est vu comme un
sous groupe distingué (puisque abélien) de R™.

Remarque 8 (notation). Nous appelons 7y, := R® — R™/L la projection de R™ sur le tore, et
my, : la mesure de probabilité de Haar sur le groupe additif R™/L

Propriété 2 (Critere élémentaire). Soit J C R™ un convexe borélien d’intérieur non vide. Si
my(r(J)) > 5, alors L +2J = R"

Démonstration. Comme une mesure de Haar est invariante par translation par un élément du
groupe, pour tout € R"/L, on a mp(x + np(—J)) = mp(rp(—J).
Or, mp(mp(—=J)) = mp(r(J)) (propriété héritée de la mesure de Lebesgue). Ainsi,

1

mL(l"FTFL(—J)) = mL(wL(J)) > 5
Ormy(R/L) = 1,donc (x+7mp(—=J))N7p(J) # 0 i.e. il existe 21, 20 € w1 (J) tels que x— 21 = 25.
Donc © = 21 + 29 € w1, (2J), et ce pour x quelconque dans R™/L . D’ou L + 2J = R™. O

3.2 Théoréeme de Rogers

Pour un réseau L € L,, soit T, def R™/L le tore quotient, soit my, la mesure de probabilité de
Haar sur Tp, et soit 7, : R™ — Ty la projection sur le quotient R™\ L. Soit Vol(-) la mesure de
Lebesgue sur R™. Pour un ensemble mesurable J C R, et un reseau L C R, soit

e(J, L)1 —my (71.(J))

De maniere équivalente, £(J, L) est la densité de points de R™ pas couverts par L + J.
Soit également

2
n= nndéleog <1Z> — 3logn.

Rogers a alors montré, dans [Rogh8§] :
Théoréme 4 (Rogers). Il existe une constante croy > 0 telle que, pour tout n € N, pour tout
ensemble mesurable J C R™ avec

V< Vol(J) <

on ait

/[: (J7 L)d.un(L) - eiv < CRog * e .

Ce théoreme se réécrit, en utilisant 'inégalité de Markov :

Corollaire 5. Avec les mémes hypotheses et notations, pour tout £ > 0,

pn {L €Ly (J,L)>K}) < % (e™V + croge™)

10



Remarque 9. Il nous assure donc que pour beaucoup de réseaux, L+ J recouvre une grosse partie
du domaine fondamental. En projetant cette propriété dans Iy, cela veut dire qu'on peut trouver
un K’, qui dépend de J, qui soit tres grand.

N’oublions pas que ce théoreme est une amélioration car il permet de dire que la probabilité
que L + A\J recouvre tout 'espace est grande, et non que L + AJ recouvre presque l'espace. Il reste
donc & montrer que L + AJ vérifie les hypotheses d’une propriété élémentaire pour en déduire le
résultat.

Dans ce mémoire, nous utiliserons une adaptation du corollaire [5| :

Théoréme 6. Soit J un convexe borélien d’intérieur non vide de volume V. Alors :
Pr(e(J,L) > e V/?) < coe™"/?

-V/2

avec cp := 1 + CRrog, en utilisant K = e et en se souvenant que V < 7.

Démonstration. Idée de la preuve (tirée de [Rog5h8], théoreme 1) :

Soit J un borélien de mesure finie, L un réseau de déterminant 1. On note «(L,-) la fonction
caractéristique des points qui ne sont pas dans L + J.

On note p la fonction caractéristique de J. On peut alors utiliser une série infinie d’inclusion-
exclusion pour trouver que :

n (71)]c k
a(da) =1+ = > [[wle+o).
k=1

91,9 €L T=1
distinct

On va ensuite simplifier cette somme en restreignant les sommes aux ensembles de points ne se
trouvant pas dans un sous-espace affine de faible dimension.

On integre ensuite sur ’espace des réseaux, en utilisant des résultats antérieurs de Siegel, Schmidt
et Rogers pour encadrer des intégrales.

Lorsque V est petit (i.e. inférieur & n) alors les termes d’ordre élevés décroissent rapidement, ce
qui permet de conclure. O

3.3 Correspondances de Hecke

Dans cette partie, nous allons étudier comment passer d’un réseau sur R™ a un réseau sur [y}, ot
p est un nombre premier et I, est le corps a p éléments. On notera 7, := gZ" — g(JFp)n la réduction
modulo p des coordonnées. Pour ce faire, nous étudierons un cas particulier des correspondances
de Hecke, étudiés notamment dans [COUO01]. Ces correspondances seront des sur-réseaux associés
a un réseau L, p plus fins que lui selon deux directions, avec p un nombre premier. Leur étroit
lien avec les plans de F)) nous permettra d’utiliser le résultat lié au probleme de Kakeya discret ou
interviennent ces mémes plans.

Pour la suite, définissons donc les notions suivantes :
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Définition 9. Soit L C R" un réseau. Posons Aj2(L) = {L’ sur-réseau de L tels que L'/L =

(Fp)*}.

Cette définition a le défaut de n’étre pas constructive, et pour mieux appréhender cette no-
tion, nous donnerons une caractérisation utile, faisant intervenir les plans de F). La définition des
gragsmaniennes nous permettra de la formaliser :

Définition 10 (grassmannienne de rang r). Soit K™ espace vectoriel sur le corps K de dimension
n € N*. La grassmannienne de K" de rang r, notée Gr, ,(K) est :

Gry(K) = {F < K", dim(F) = r}

Cette caractérisation nous permettra de démontrer le résultat suivant, qui est I'objet de cette
partie.

Théoreme 7 (Correspondance de Hecke). Choisir L' € £,, ;-2 selon la distribution s, ,~2 revient
a choisir indépendamment S € Gr,, 2(F,) selon la distribution uniforme, L = gZ" € L,, 1 selon i, 1
et poser L' :=p~'gm(9).

Prenons un exemple de réseaux L et L’ pour mieux visualiser :

FIGURE 13 — On prend p = 2
et S le plan vert (d’équation
y = z), au sein du domaine
fondamental

FIGURE 14 - Le nouveau
réseau L' = Sm; ' (S) est alors
un sur-réseau de L

FIGURE 12 — Le réseau de
base le plus simple, L = Z",
et alors g = I3

On peut donc bien se ramener a une correspondance de Hecke choisie au hasard avec
, M
Pr @K(L)SM = Pr (“))C(L)S -
p

avec le membre de droite selon la loi de probabilité produit de la loi uniforme sur la grassma-
nienne de rang 2 et de la loi de p,,,; d’apres le théoreme.
Enoncons la caractérisation attendue :

Lemme 8. Soit L = gZ™ € L,,1 , avec g € SL,(R). Alors :
Apo (L) = {pilngjl(S) 1S € GrpoFy)}
Démonstration. En effet, 'inclusion réciproque s’effectue en remarquant que L C p~* 9T, L(s) c %L

et donc p~'gm, 1 (S)/L = %S >~ (F,)2.

12



Démontrons I'inclusion directe. Pour L’ € A, 5(L), ona L' /L = (F,)? donc pg~' L' /pZ" = (F,)?,
d’otr :
p(pg ™ L) /mp(PL") 2= (Fp)?, e myp(pg L) = (F,)*
Or 7,(pg~'L') est un ensemble de combinaison linéaires & coefficients dans IF,, de vecteurs linéairement
indépendants, donc il est de dimension 2 et 35 € Gr,, o(F,) tel que

mp(pg L) =S
O

Preuve du théoréme. Dans cette démonstration, nous notons C.(L,, ,~2) I’ensemble des fonctions
sur £,, ,—2 a valeurs dans R continues & support compact.

Gréce a la caractérisation des correspondances de Hecke , nous montrons plutot 1’égalité de
distribution suivante :

Vfe Cc(‘cn,p*2)a/f dun,p*2 :/<Jif Z f(LI)>d,un,1

en,(r)

En remarquant que ¢ : f — [ (Jif > f (L’)) dpin,1 est une forme linéaire positive, le
Lren, (L)

théoréme de représentation de Riesz donne I'existence d’'une mesure de Radon v sur L, ,— telle
que ¢ = [+ [ f dv. Montrons que v = fi,, 2.

On définit f; := 1, avec (Ki)ieN une suite exhaustive croissante de compacts de £,, ,-2. On a
la convergence simple f; — 1, car £, ,-» est de mesure 1.

Comme + > fi(L') €[0,1] et converge vers 1 pour tout L, on a par convergence dominée

L', (L)

o) / L djiny = 1

o(fi) = /1 dv

par convergence simple. Donc v est une mesure de probabilité.
Par unicité a dilatation preés de la mesure de Haar, il reste & montrer que Vg € SL,(R) et
VA C L, 2, v(gA) = v(A). De facon équivalente :

Vg€SLn(R),VfGCc(ﬁn’pq),/fog dz/:/f dv

En effet, on a

[fogav= (le > f(gL’)>dun,1(L)

~[(x X @)

LA, 2(gL)

13



ST e fro

LA, 2(gL)

3.4 Probleme de Kakeya

Dans toute cette partie, nous noterons ¢ = p™ avec n € N*,p premier F; un corps a q éléments.
Nous regarderons Fy' comme un Fg-espace vectoriel de degré n.

Nous rappelons la définition :

Définition 11 (grassmannienne de rang r). Soit K™ espace vectoriel sur le corps K de dimension
n € N*. La grassmannienne de K" de rang r, notée Gr, ,(K) est :

Gr,, »(K) = {F < K",dim(F) = r}
Définition 12 (e-ensemble de Kakeya de rang r). Soit K C . K est un e-ensemble de Kakeya
de rang 1 ssi [{l € Gry, (Fy), 3z € Fy, I + 2 C K}| > €|Gry, - (Fy)|.

Remarque 10. Un l-ensemble de Kakeya est appelé ensemble de Kakeya. Il est aussi possible de
définir les ensembles de Kakeya pour un espace vectoriel E sur un corps infini de la fagon suivante :
K C E est de Kakeya ssi Vi € Gr,, ,(E),Jz € E,l+ 2 C K.

Le but de cette partie est de montrer I'inégalité :
8> (1 —¢€)|Grp,2(Fy)|

avec S = {S € Gr, o(F,), Vo € Y, (x + S) N K' # 0}, pour K’ C Fy, sous certaines hypotheses.
Nous allons nous intéresser a des encadrements de cardinaux d’e-ensembles de Kakeya de rang
r quelconque, pour en déduire, dans le cas r=2, la minoration voulue.

Le premier lemme permet de construire, a partir d’un e-ensemble de Kakeya, un d-ensemble de
Kakeya dont on peut controler le cardinal.

Lemme 9. Soit 0 <€ < § <1, K C Fy un e-ensemble de Kakeya de rang r. Alors il existe A C Fy
un d-ensemble de Kakeya de rang r tel que :

w‘fim

n
A= T

Démonstration. Pour K’ C Fy, on pose :

Bgr ={S € Gr, . (F,),3z € F;,S+2 C K'}

Cet ensemble permet de déterminer si K’ est un e-ensemble de Kakeya : c’est le cas ssi [Bg/| >
€|Gry, - (Fy)]-

Soit g € GL(F), S € Gry, - (Fy). Notons que S € Bk ssi gS € By

Soit N' C GL,(F}) un ensemble fini de matrices inversibles. Posons :

AN K = | 9K’
geN
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Alors
JAWN, K| < IN|IK et | ) 9Bxr C Ba.xn
geN

Nous allons construire notre d-ensemble de Kakeya A comme un certain AN, K). Il suffirait de
trouver un N C G L, (F}) qui vérifie :

log(1 —0)
Wl < fm] et ‘gLJ\/gBKl 2 0|Gry  (Fg)|

Nous allons montrer qu'un tel ensemble existe par une méthode probabiliste. Plagons nous sur
Q= GLn(IFg) et on tire indépendamment N = Hiiﬁ:g] matrices, notées g1, go,...gn selon la
loi uniforme. VS € Gr, (F,),Vi € 1 ; N posons EZS Péveénement S ¢ ¢;Bk. Les (Eg)lgiSN sont
indépendantes et identiquement distribuées, donc

N
Es = () E} véifie Pr(Es) = Pr(E§)N
=1

Puis : Bl
Pr(BY) =Pr(gi'S ¢ Bg)=1— — =L _ <1—¢
( S) (gl ¢ K) ‘Grn,r(ﬂ?q)‘
Car K est un e-ensemble de Kakeya. D’ou :
Pr(Es)<(1—-eN <1-4

Par définition de N. Donc

N

E(UoBeh) =E( Y Tgeyr o) = 3. (1— Pr(Es)) 2 8Gr..(F,)|

i=1 S€Gr. - (Fy) S€Grp. - (Fy)

Nous en déduisons qu’il existe A qui vérifie les propriétés demandées. O

Nous aurons aussi besoin d’une minoration du cardinal d’un e-ensemble de Kakeya. Cette mi-
noration est forte quand e est proche de 1, et assez faible si € est proche de 0. La démonstration de
ce lemme est faite dans par Ordentlich, Regev, et Weiss dans [Ord22], elle est inspirée de celle de
Swastik Kopparty, Vsevolod, Shubhangi Saraf et Madhu Su-dan dans [KLSS11].

Lemme 10. Soit 0 < § <1, K C F,™. Si K est un d-ensemble de Kakeya de rang r, alors :

g
K| > (1+ (g 5)q )= gn
Lemme 11. Soit 0 < e <1, K C Fy. Si K est un e-ensemble de Kakeya de rang r, alors :

|K|>e(l+2(q—1)¢g ") "q"
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Démonstration. Notons que si € > 1/2, le lemme est prouvé par . Il reste & montrer le cas ol
€ < 1/2. Sans perte de généralité, supposons que 0 < € < 1/2. Pour e < ¢ < 1,

|K| > ((llooi((i_(g")—l(l + %)—nqn

En effet, si par 'absurde 'inégalité nétait pas vérifiée, on pourrait fixer par @D un Jd-ensemble de

Kakeya A tel que :

log(1 —0)

Al < [7=—=
log(1 —¢)

ce qui contredit (I0). En choisissant § = 1/2, nous avons :

(q — 1)q_T)—n n

K] < (1+ 5 q

log(1 —0) log(2) log(2) log(1—90) 1
Noei o | = [ — 1 <1- — < — < -
g(l —e¢) log(1l —¢) log(l—¢) " log(l—¢) €
Ce qui conclut, en injectant ce résultat dans I'inégalité du début, avec § = 1/2. O

Lemme 12. Soit K C Fj un e-ensemble de Kakeya de rang r=2, alors |q£n| > ee—2n/4,
Démonstration. |K| > e(1+42(q—1)g~?)""¢" par (11)). Puis

(1+2(g—1)g )" = (1 +2/q—2/¢")" < (1+2/q)" = (1 +2/q)"/?)*"/7 < &2/

O
Théoréme 13. Soit K’ C Fy tel que ‘f;,:‘ > 1 —ee 2"/ alors
S ={S € Grn,2(F,),Vz € F}, (x + S) N K' # 0}, K' C Fy, 9)
vérifie :
S| > (1 — e)|Grn,2(IFZ)| (10)
Démonstration. En considérant K = IFZ\K !, nous avons l'inégalité demandée ssi K est un e-
ensemble de Kakeya. Si, par I’absurde, ce n’était pas le cas, serait contredit. O

4 Preuve du théoreme
Dans toute cette partie, nous fixons p un nombre premier tel que n < p < 2n, K un convexe

borélien d’intérieur non vide et M > 0. Nous préciserons au fil de la preuve 'intervalle auquel M
doit appartenir.
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4.1 Préliminaires

Choisissons aléatoirement, d’une part, L C R" un réseau de covolume 1 selon p, 1, avec
g € GL,(R) une base du réseau et d’autre part, S € Gr,, o(F,) selon la distribution uniforme.

Posons L' = p_lgwljl(S), et remarquons que L C L' C %L. De plus, par , nous avons :

Pr (@,C(L) < M> =Pr (G)K(L’) < g) (11)

Notons tout au long de la preuve, nous identifions par isomorphisme F} et WL(%L).
Puisque nous avons dilaté le réseau, nous allons aussi devoir travailler avec un convexe dilaté.
Ainsi, définissons J :

2\ -n
J dilaté de K, de volume V, avec V := p_2(1 + 7) M (12)
p
Il serait plus agréable de travailler en sachant que le réseau L et le convexe J recouvrent déja une

grande partie de R™. Nous pouvons supposer cela grace a . Plus précisément, nous considererons
plutét dans cette partie la probabilité conditionnelle :

Pr (e,C(L) <M

E(Jv L) < eV/2> >1- 6067V/2 >1-— 006762]\/[/”2 (13)

Ainsi, supposons dorénavant que L vérifie :
e(J,L) < e V/? (14)

On sait que cet événement a une probabilité supérieure & 1 —coe™V/2 > 1—cge—2M/ n* par définition
de V (|12)), ce qui est de l'ordre du résultat attendu.

Le lemme sur les ensembles de Kakeya nous permettra de préciser le fait qu'un J assez
grand sera grand selon toutes les directions. Rappelons ce théoréme, en gardant en téte que K’
est qualitativement une discrétisation de J dans le domaine fondamental. Pour K’ C F} tel que

K’ —2
—‘pn‘ > 1 —ege 24,

Pr(Vme]FZ,(:z:+S)ﬁK/7é(/)> >1—¢

en remarquant qu’il nous donne une minoration d’une probabilité sur le choix de S selon la distri-
bution uniforme sur Gry, 2(F,). C’est ce que nous voulons, et en définissant bien les et K’, nous
devrons trouver une condition Vo € ¥, (z + S) N K’ # () impliquant Ox (L') < pMQ.

Pour obtenir le résultat voulu, nous devons avoir un ¢ de I'ordre de e~V/2 (d’apres la remarque

, B 2 )
précédente : cpe™V/? < coe=2M/n7),

4.2 Choix de K’

Par le choix de p et ¢ de I'ordre de e~V/2, nous devons, pour appliquer trouver K’ tel que

‘f,,:‘ >1—eY/2. Or 'hypothese de Rogers nous donne :

mp(rp(J) >1—e V/? (15)
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On voudrait donc naturellement définir K’ := Iy N 71 (J), on voudrait ‘f—;‘ > mp(rn(J)).

Cela n’est pas étre vrai dans le cas général, car on peut construire des ensembles de grand
volume qui ne rencontrent pas un certain ensemble discret, mais on peut montrer :

EIuER"/L,z% | (w+TFy) N7 (J) = mp(rr(J)) (16)

En effet, supposons par 'absurde que Yu € R"/L, p% | (u+TFp)N7wp(J) [<mp(rp(J)). Alors :
1
— > Ay ()=o) < mp(mp(]))
p z€Fy

Donc en intégrant contre la mesure my, on a

]% Z mp(rr(J) —z) < mp(rp(J))

z€Fy

Or par définition de la mesure de Haar, my,(wr(J)—x) = mp (7 (J)), donc my(wr(J)) < mp(7p(J)) :
c’est absurde.

Posons alors
K':= (u+Fp)nry(J) —uCFy . (17)

4.3 Utilisation du théoreme de Kakeya
|K]

K
Nous avons donc -

= mg(mp(J)).
Nous appliquons donc avec € := e~ V/2e2n/P < 27 V/2 (qui est bien de l'ordre escompté)
ce qui nous donne :

Pr(Va:G]FZ,(:E—&-S)ﬂK/#(Z)>>1—€ (18)

ie Pr(VxeFZ,(u—!—x—&—S)ﬁwL(J);é@)>1—5 (19)
Montrons que cet événement implique Ox (L") < %.

Soit y € u+ . L’événement dont il est question donne I'existence d'un s € S tel que y — s €
7w (J), donc y € wr(J) 4+ S. Ainsi, dans tout l'espace, comme L' = 77;1(5) (remarquons que
Iidentification de WL(%L) avec [Fj nous permet de remplacer %gS par S et donc simplifier la
définition de L), on a

1
u+-LCL +J
D

On rappelle que par le critere élémentaire , puisque nous pouvons supposer que V > 2log?2
et donc my (rp(J)) >1—e~"/2 > 1 nous avons L +2J = R™.
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Donc ) )
R”:u+§(L+2J) cL'+ (1+p)J

Donc
2\" M
Or(l) < (1 ; ) y-M
p p
Ainsi, par tout ce qui précede, on a montré

4.4 Conclusion

Ainsi, on a :
Pr (@)C(L) < M) > Pbr ((@K(L) <M)n(e(J,L) < ev/2)>

o (o0 < 1) = e onin) < 1

Donc, par et :

e(J,L) < e_V/Q) Pr (g(J, L)< e—V/Q)

Pr <6,¢(L) < M> > (1—coe V/?)(1 - e2e7V7?) (21)

Donc
co M

Pr <@;¢(L) < M) >1—cre V2 >1—cle” 2
par choix de V et de p, avec par exemple ¢; = ¢y + €2.

Finalement,
co M

Pr (@K(L) > M) < cre” T (22)

our M € [esn?, can®], avec ¢, ¢o, c3 et ¢4 indépendants de n, K et M. O
p ) ) ) p
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