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1 Introduction

Dans un espace euclidien E, on appelle réseau un sous-groupe R C F contenant une Z-base qui est
aussi une R-base de E. De maniere équivalente, c’est un sous-groupe discret tel que Vectg(R) = E.
Ou encore, un sous-groupe discret et libre de rang dim E. Enfin, c’est aussi un sous-groupe discret tel
que E/R soit compact (homéomorphe a T¢ ~ (S1)?, ou1 d = dim E).

Parmi ces jolies (et utiles!) caractérisations, I'une se généralise :

Définition 1. Soit G un groupe localement compact. Un réseau cocompact dans G est un sous-groupe
A discret tel que G/A est compact.

L’étude des réseaux cocompacts dans les groupes de Lie, ou plus généralement dans les groupes
localement compacts, constitue encore aujourd’hui un domaine de recherche actif. Il s’agit d’une théorie
assez riche. Par exemple, I'existence d’un réseau cocompact dans un groupe localement compact G
implique nécessairement que G est unimodulaire, c’est-a-dire que ses mesures de Haar & gauche et &
droite coincident. Il y a également de nombreux résultats connus sous le nom de théoremes de rigidité,
dus & Calabi, Weil, Mostow, Margulis..., qui disent, grosso modo, que la structure d’'un groupe de Lie
est en grande partie déterminée par ses réseaux. Les réseaux cocompacts jouent un réle important
dans d’autres domaines des mathématiques. Dans la théorie géométrique des groupes, les réseaux
cocompacts fournissent de beaux exemples de groupes discrets ; en géométrie différentielle, le quotient
d’un groupe de Lie par un réseau cocompact est précisément ce que ’on appelle un espace homogene
compact (de méme dimension que le groupe de Lie) ; ils sont aussi cruciaux dans I’étude des systemes
dynamiques homogenes.

Dans ce mémoire, on cherche des réseaux cocompacts dans SLg(R). La question est intéressante
car on pourrait penser & SL4(Z), qui est bien discret, mais qui se trouve étre non cocompact, bien
qu’il soit de "covolume fini" (c’est la définition d’un réseau non nécessairement cocompact, mais on
ne va pas utiliser cette notion). Il va donc falloir chercher d’autres groupes discrets. Le cas d = 2
est particulierement d’intérét, car SLy(R) (plus correctement, PSLo(R)) correspond au groupe des
isométries du demi-plan hyperbolique de Poincaré H. Donc la classification de ses réseaux cocompacts
(sans torsion, pour que le quotient soit lisse) est en effet celle des surfaces hyperboliques compactes
(i.e. les surfaces de Riemann compactes) qui possedent H comme revétement universel (i.e. qui ont
genre >1). On verra qu’'une réponse a cette question est donnée par des algebres de quaternions sur
@, ce qui est peut-étre surprenant : on a une réponse arithmétique & une question qui, & premiére vue,
ne semble vraiment pas liée & la théorie des nombres! Pour d général, on n’a plus cette connexion avec
la géométrie hyperbolique, mais la construction de réseaux cocompacts est similaire : il faut utiliser
des méthodes arithmétiques, en cherchant certaines algebres non commutatives sur Q de dimension
d?.

Expliquons brievement la démonstration. Dans la section 2, on montre des préliminaires matriciels
et topologiques utiles pour la suite, notamment le critere de Mahler qui peut tester la compacité d’un



sous-ensemble fermé de ’espace des réseaux d’un espace euclidien. La preuve du critere de Mahler est
basée sur la décomposition K AN du groupe général linéaire sur R et les ensembles de Siegel. Cette
partie s’appuie sur Borel [2, Chapitre 1] et Benoist [1, Section 2.2-2.3].

Dans la section 3, on construit des sous-groupe discrets de SLy(R) en supposant 'existence de
certaines constructions arithmétiques et algébriques. On montre que ces sous-groupes sont des réseaux
cocompacts en injectant les quotients dans un certain espace des réseaux, ce qui nous permet d’utiliser
le critere de Mahler. Pour faire cela, il faut montrer que cette injection réalise un homéomorphisme
sur son image. Des outils importants incluent les puissances extérieures et les représentations. Cette
partie s’appuie sur Benoist [1, Section 2.5-2.7].

Dans la section 4, on montre comme annoncé I'existence des constructions utilisées dans la section
précédente. L’idée est de construire une Q-algebre D appelée I'algebre cyclique associée & une extension
cyclique L de Q et un nombre premier p. Un bon choix de L et p nous permet de montrer que cette
algebre satisfait des propriétés souhaitées (a division et telle que D ®g R ~ My(R)). Les ingrédients
cruciaux sont le théoreme de Dirichlet de la progression arithmétique et une étude soigneuse de
Parithmétique des extensions cyclotomiques de Q. Cette partie s’appuie sur Benoist [1, Section 2.7] et
Molin et Rairat [3, Section 4.2].

2 Préliminaires matriciels et topologiques

2.1 Topologie quotient

On commence par une proposition sur les quotients topologiques des groupes.

Proposition 1. Soient ' C G C GL4(R) des sous-groupes avec T’ discret dans G. Alors la topologie

sur G/T est a base dénombrable et g,I’ —+> g si et seulement s’il existe une suite (Yn)nen € iy
n—-+0oo

telle que gnyn —— g.

n—4oo
Démonstration. G est & base dénombrable car sa topologie est induite de celle de My(R). Ensuite,
Iimage d’une base dénombrable d’ouverts de G par la projection canonique 7 (qui est ouverte) est
une base dénombrable de G/T.

Passons a la caractérisation de la convergence. Pour I'implication réciproque c’est clair car étant
donné une telle suite v, et un voisinage ouvert V de gI', & partir d’'un certain rang ¢,v, € 7r_1(V)7
soit donc 7(g,) € V.

Pour la réciproque, choisissons un voisinage W de 1 dans G tel que I'N W = {1} (T est discret),
puis par continuité de (x,%) — 2 'y en g, un voisinage U de g tel que U~'U C W. A partir d’'un
certain rang ¢g,I' € 7(U) donc il existe v, € " avec g,7v, € U. Pour un voisinage quelconque V de
g maintenant, le méme raisonnement donne & partir d’un certain rang un 7, tel que g,v, € VNU.
Mais par définition de U, 7, 'y, € TNW et v, = /. La suite ~,, convient donc. O

Remarque. Notons qu’ici 'hypothese discret n’est pas nécessaire mais simplifie la preuve (évite un
procédé d’extraction diagonale), et c’est dans ce cadre seulement que nous en aurons besoin Cela
permet d’utiliser les caractérisations séquentielles des notions topologiques.

2.2 Décomposition K AN et ensembles de Siegel

Notation. Dans toute la suite, étant donné d > 1, on notera K := O4(R) le groupe orthogonal en
dimension d,
ay

A= a1y... 0, >0

Qnp



et

N =
1

La décomposition suivante, appelée décomposition K AN ou décomposition d’Iwasawa de GLg(R),
s’avérera trés utile dans la suite. Etant classique, on ne la reprouve pas.

Proposition 2. Avec les notations précédentes, I’application produit

KxAxN — GLy(R)
(k,a,m) +—  kan

est un homéomorphisme. Sa restriction & K' x A* x N, ou K' := K NSLyg(R) et A' :== ANSL4(R),
induit un homéomorphisme sur SLq(R).

Définition 2.

— Si s,u > 0, on note
As:={a€ Ala; <sapyr, Vi}

ainsi que
Ny :={u e N||a;| <u, Vi <j}.
— On appelle ensemble de Siegel de GL,,(R) tout ensemble de la forme
Gou=K- A, N,
ou s,u > 0.

On définit récursivement la notion de famille admissible, qui nous sera utile dans le cadre de la
proposition suivante.
Définition 3. Soit A un réseau de R%. On appelle admissible une famille (f1,.--,fa) € A9 telle que :
1. fi est de norme minimale dans A \ {0} ;

2. l'image (fa,..., fq) de (f2,..., fq) par la projection canonique A —— A/Zf; est une famille
admissible de A/Zf; vu comme réseau de R?/Rf; ~ R4™!;

3. pour tout i > 2, f; est de norme minimale parmi les vecteurs de f; = f; + Zfi.

Interprétons cette définition dans le cas de la dimension d = 2 : une famille (fi, f2) de A est
admissible si f; est de norme minimale non nulle, (f2) est une famille admissible de A/Zf1, et fo

est de norme minimale dans fp + Zf;. Ceci équivaut a |f1| minimale non nulle et |(f1, f2)| < =|f1]?

avec | f2| minimale. En effet, quitte & renormaliser, on peut supposer |fi| = 1. Avec u un vecteur
unitaire dirigeant (Rf;)*, en écrivant fo = Af; + pu, les points 2 et 3 signifient A et p vérifient
M4 p? < X2 (u+ k)2 pour tout k € Z, ie. |u| = |(f1, f2)] < 1/2, et |A| minimal.
Lemme 1. Soit A un réseau de R%. Alors :

1. il existe une famille admissible de A ;

2. Une famille admissible de A en est une base ;

3. Sike K et(fi,...,fs) €A est une famille admissible de A, alors (kfy, ..., kfq) est une famille
admissible de k(A).



Démonstration. Les deux premiers points découlent immédiatement de la définition récursive du ca-
ractére admissible. On procede également par récurrence sur d > 1 pour le troisitme point. Soit donc
ke K et (f1,...,fq) une famille admissible de A.

— Dans le cas d = 1, il n’y a que le point 1 & vérifier, ce qui est immédiat puisque

= i k = |k
somin ol = min kol = min o] =[] = k£

— On suppose le résultat au rang d — 1 > 1. Comme précédemment le point 1 est bien vérifié, et
similairement pour le point 3. L’action de k sur R? induit une isométrie R? /Rf1 — 5 R /REf1
qui envoie A/Zf; sur k(A)/Zkfi, de sorte que, par hypothese de récurrence, (kfa, ..., kfq) =
(¢(ka), ..., ¢(kq)) est une famille admissible de ¢ (A/Zf,) = k(A)/Zkf,. Ceci démontre le point
2 et conclut.

O

On dispose maintenant de la décomposition suivante, qui est le résultat principal nécessaire & la
démonstration du critere de Mahler.

2
Proposition 3. Sis> — etu

1
g3 sy

on a la décomposition
GL4(R) = &4, - GL4(Z).

1
Démonstration. Pour des raisons d’inclusion, il suffit de traiter le cas ot s = ﬁ et u= 3

On peut faire I'interprétation géométrique suivante a cette décomposition : étant donné un réseau
A de R4, A possede une base vérifiant certaines inégalités de norme.

Soit g € GLg(R) ainsi que A := g(Z?) le réseau défini par g. On procede par récurrence sur d > 1.
Le cas d = 1 est clair. Supposons maintenant le résultat au rang d — 1 > 1.
Le réseau A possede une base admissible (f1, ..., f4) d’aprées le Lemme 1. Soit g = kan la décomposition
KAN de g, et v € GLy4(Z) telle que y(e;) = ¢ 1(fi) € Z% pour tout i. Quitte & changer g en g,
on suppose que g(e;) = f;. On va montrer qu’alors g € 6% 1. D’apres le Lemme 1, il suffit de

=
traiter le cas ot k = I;; on aura que k~'(A) admet (k' f1,..., k™' f;) comme base admissible, que
k7 'g(e;) =k~ f; donc k™1g € 6% 1 puis enfin g € 6% 1 (qui est stable par multiplication & gauche
3’ 3’

par tout élément de K, par définition).
On aalors [f1 |-+ | fa] =g =an ou

1

Par hypothese de récurrence, on a |n;;| < — pour tout 2 < i < j < d et a; < a;41 pour tout

1

1l < 5.
2
Or, on a par définition, |f;| < |f; + kfi| = |f; + kei| pour tout k € Z, ce qui se réécrit, en passant

au carré et réduisant, (f;)7 < ((f;)1 + k)? d’ott le résultat avec k = +1. Il reste ensuite & montrer

2
V3

1
2 <i < d-1. 1 sagit d’abord de montrer |n; ;| < 3 si j > 1, ou autrement dit que |(f;)

[\

2
ap < Woka Ceci provient du fait que |fi| < | f2|, ce qui se réécrit

at <aniy+ai <a?/4+ a3

qui équivaut au résultat souhaité. O



2.3 Le critére de Mahler

Définition 4. Si F est un R-espace vectoriel de dimension finie, on définit R(E) [l'espace des
réseaur de E. GL(E) agit naturellement et transitivement sur cet espace, que 1'on identifie donc
a GL(E)/ Stab(A) (out A est un réseau quelconque).

On munit R(E) de la topologie quotient associée (qui ne dépend pas du choix de A).

Définition 5. Pour £ = R% muni de sa structure euclidienne canonique, on définit deux fonctions
sur 'espace des réseaux R(F) :
La systole s(A) = UEI/I\I{I{IO}H’UH ;
— Le covolume cov(A) = | det(B)| ot B est une base (quelconque) de A.
Ce covolume est bien indépendant de la base choisie : si B et B’ sont deux bases de A, la matrice
de passage de B & B’ est un élément de GL4(Z) et a un déterminant égal & +1.

Lemme 2. s et cov sont continues.
GL4(R) — R
g — | det(g)]

variante par GLg(Z), donc définit bien (par la propriété universelle des quotients) une application
continue sur R(R?).

Démonstration. Pour le covolume, il suffit de voir que est continue et in-

_ GL4(R) = R*
Le cas de la systole est un peu moins évident. Comme il est clair que g — ing |||
r€gZi—0

passe au quotient par GL4(Z), il suffit de montrer sa continuité.

Constatons tout d’abord qu’un réseau est discret et fermé donc VR > 0,¢Z% N B(0, R) est fini.
C’est pour cette raison que ’on peut écrire un min dans la définition de la systole.

Soit donc g € GL4(R), zg tel que s(g) = ||zo|| et € > 0.

Par continuité de h — ||haxo||, il existe un voisinage U de g tel que

Vh € U,s(h) < ||hao|| < s(g) +e.

Pour I'autre inégalité soit R = 2s(g). Il existe un nombre fini de 2 € Z% tels que gz € B(0, R). On
peut donc choisir U’ un autre voisinage de g tel que pour chacun de ces z et h € U’, ||hz|| > s(g) —e.

Enfin par continuité de h ~ ||hg™" — 1]|, il existe U” dans lequel ||hg™' — 1| < 3 Mais alors si
heU" et ||gz|| > R,

_ 1
[1h]| > llg]| = [1hg™" = 1l[lg2ll > 5llg2ll > s(9)-

On obtient bien que pour h € UNU' NU", |s(g) —s(h)| < e. O

Théoréme 1 (Critere de Mahler). Soit X € R(R?). Alors X est relativement compacte si et seulement
si les deux conditions suivantes sont respectées :

— inf s(A) > 0;
AeX

— sup cov(A) < 4o0.
Aex

En d’autres termes, les covolumes des éléments de X sont uniformément bornés et on dispose d’un
voisinage U de 0 dans R? tel que UN A = {0} pour tout A € X.

Démonstration.

— Supposons X relativement compacte. Alors le résultat est vrai par la continuité de s et de cov
et le théoreme des bornes atteintes.



— Supposons les deux conditions respectées. Par la proposition 3, on peut considérer un ensemble
de Siegel & = K- A, - N, tel que GL4(R) = 6GL4(Z). L’application induite de I’action transitive
de GL4(R) sur R(R?)

CLq(R) 2 R(RY
g > g2

qui est continue par définition de la topologie assignée a R(Rd), reste donc surjective lorsque
restreinte & &. Puisque Stab(Z?) = GL4(Z), on identifie R(R?) ~ GL4(R)/GL4(Z).
Soit

S = {966 |g-GLd(Z) GY} = ! (Y)QG.

Il suffit de montrer que S est compacte. En effet, on aura alors X = ((S) compacte par continuité
de ¢. Puisque S C My(R), il s’agit de montrer que S est  une partie fermée et bornée. La fermeture
est claire, par continuité de ¢ et le caractere fermé de X et de &. Reste & montrer la bornitude.

Par hypothese, on a § > 0 tel que pour tout g € S, n}ll\r}{ }||g(z)|| >det C > 0 tel que
TEZ 0

|det(g)| < C. Ecrivons, pour g € S, g = k-a-nou k € K,a € A;,n € N,. On a donc
a1 = |gler)]| > d et a;---aqg < C. On en déduit

d—1i 1 1
a; <sai41 < ... <5 "ag et a; > Sz—lal > 31_15
puis
1 1 1
C’Za1~~-ad25g(5~~§17_25~ad=5 m@d

ce qui montre que les a; sont bornés indépendamment de g. Comme les élément de N, sont
bornés, que la décomposition K AN est un homéomorphisme, il vient que S est bornée, ce qui
conclut.

O

3 Réduction au critére de Mahler

Dans cette section on admet l’existence d’une sous-Q-algebre D de M4(R), avec les deux propriétés

suivantes :

(1) D est une algebre a division,

(2) D ®g R ~ My(R), ou de maniere équivalente, D admet une Q-base qui est aussi une R-base de
My (R).

On dit aussi qu’une sous-Q-algebre satisfaisant la condition (2) est une Q-structure de Mg(R).

L’existence d’une telle D est non triviale. Elle est une conséquence de la description du groupe de
Brauer de Q et elle est donc liée avec des résultats profonds de I’algebre et de la théorie des nombres.
On laisse la preuve de son existence & la section suivante. On verra dans cette section comment
construire des sous-groupes discrets de SL4(R) & partir d’une telle D, et on peut montrer que ces
sous-groupes sont cocompacts en utilisant le critere de Mahler.

On admet aussi le fait que D admet un ordre, i.e. un sous-anneau O de D qui est libre comme
Z-module et tel que O ®z Q ~ D. Encore, c’est équivalent & dire que O admet une Z-base qui est
aussi une Q-base de D. En combinant ceci avec la condition (2) de D, on voit que O est un réseau
du R-espace vectoriel My(R). En effet, toute Q-algebre & division de dimension finie admet un ordre,
cette affirmation sera montrée dans la Section 4 (Proposition 11). Il faut remarquer que ni le choix
de D ni le choix de O ne sont canoniques : il y a plusieurs D et O que l'on peut choisir, et donc ils
correspondent & différents réseaux cocompacts de SLg(R).



3.1 Une injection
My(R), en tant que R-algebre, admet une loi de multiplication R-bilinéaire et associative :

Md(R) X Md(R) — Md(R)
(A,B)— AB

qui induit un morphisme de R-algebres, appelé "la multiplication & gauche" :

@ : My(R) — End(Mg4(R))
A+— (B AB)

ot End(Mg(R)) = Endg(Mg(R)) est 'anneau des endomorphismes du R-espace vectoriel M4(R). On
vérifie aisément que ® est une injection. Effectivement, si A # 0, alors il existe z € R? tel que
Ax # 0. Alors AB # 0 pour B la matrice dont tous les colonnes sont formées par les coordonnées
du vecteur z. Si on munit Mg(R) et End(M4(R)) de la topologie induite par une norme, on voit que
® est un homéomorphisme sur son image par le théoreme d’application ouverte. La restriction de
® a GLg(R) induit une injection de groupes GL4(R) — GL(M,(R)), car ®(A) est inversible si A
l'est. Réciproquement, si ®(A) est inversible, on a que ®(A)~*(I;) donne Iinverse de A, donc A est
inversible. En d’autres termes, det(A) # 0 si et seulement si det(®(A4)) # 0. Ce fait nous suggere la
proposition suivante.

Proposition 4. Soit A € My(R). On a det(®(A)) = det(A)? et tr(®(A)) = dtr(A).

Démonstration. Mg(R) admet une décomposition en sous-espaces invariants par rapport a ®(A) :
My(R) = Vi & Vo + ... ® Vg, ou V; représente le sous-espace de la i-itme colonne. On conclut en
observant que 'action de ®(A) sur chaque V; est isomorphe & l'action naturelle de A sur R O

Notons G le groupe {A € GL4(R) : det(®(A)) = 1}. C’est un groupe qui ressemble & SLg(R),
mais qui est plus naturel & considérer lorsque ’on fait usage de l'injection ®. D’aprés la proposition
précédente, on sait que G = SL4(R) si d est impair et G = GLI(R) = {A € GL4(R) : det(A) = +1}
si d est pair.

Revenons & la construction de réseaux cocompacts. Comme on a dit précédemment, il existe un
réseau O de My(R) qui est aussi un sous-anneau. De plus, ses éléments non nuls sont de déterminant
non nul, car il est contenu dans 'algebre & division D. Le fait que O est un anneau nous donne un
résultat plus fort, qui dit que le déterminant de ses éléments est uniformément minoré :

Proposition 5. Soit A € O\ {0}, alors |det(A)] > 1.

Démonstration. Choisissons une Z-base de O (qui est aussi une R-base de M4(R) car O est un réseau).
Comme O est stable sous multiplication matricielle, la matrice de ®(A) par rapport a cette base est
dans GLg42(Z). Donc det(®(A)) € Z. On conclut par la Proposition 4 et le fait que det(A) # 0. O

Rappelons que le groupe GL(My(R)) agit transitivement sur l'espaces des réseaux R(Mg(R)).
Comme O est un élément de R(M4(R)), on peut identifier R(M4(R)) a ’espace quotient GL(M4(RR))/ Stab(O),
ou Stab(0) = {u € GL(M4(R)) : v - O = O}. L'image réciproque de Stab(O) par <I>|G est GNO.
Effectivement, si ®(A)-O = O, on a particulierement A = ®(A)(I;) € O. Donc ® induit une applica-
tion injective ® : G/G N O — GL(Mg4(R))/ Stab(©). Cette application est continue car ® l'est et par
la propriété universelle de la topologie quotient.

®(G/G N O) est un sous-ensemble de GL(Mg(R))/Stab(©Q) ~ R(Mgy(R)), donc on peut tester
sa compacité par le critere de Mahler. Comme ®(G) C SL(My(R)), cov(P(A) - O) = cov(O) pour
tout A € G, donc le covolume des éléments dans ®(G/G N O) est uniformément borné. Supposons par
Pabsurde que l’on a fi‘régs(@(/l) - O) = 0. Alors on peut trouver deux suites (A,), € G, (Oy), € O\{0}

telles que A,,0,, — 0. Or on sait que |det(A,O,)| = |[det(O,)| > 1 grace aux Propositions 4 et 5.
C’est une contradiction, donc fi‘ng s(®(A) - O) > 0. Donc ®(G/GNQO) aréussi les deux tests du critere
€

de Mahler. Ainsi on a montré :



Proposition 6. ®(G/G N O) est relativement compact.

Notre but est de montrer que GNO est un réseau cocompact, mais la Proposition 6 n’est pas suffi-
sante. Il faut encore montrer deux choses : (1) ®(G/GNQO) est fermé, et (2) P est un homéomorphisme
sur son image. C’est ce qu’on va faire dans les deux sous-sections suivantes.

3.2 Puissances extérieures et représentations

Rappelons quelques faits sur les puissances extérieures. Pour un espace vectoriel V' défini sur un
corps quelconque, on peut définir son algebre extérieure (AV,+,A) comme le quotient de 'algebre
tensorielle (T'V, +,®) par l'idéal homogene engendré par les éléments de la forme v ® v, Vv € V.
C’est une algebre graduée : AV = @renA*V, ot AFV (appelé la k-itme puissance extérieure de V') et
engendré par les éléments de la forme v A ... Avg, olt v, ...,vx € V. Si V est de dimension finie n, on

a AFV =0 pour k > n et dim ARV = (Z) pour k < n. Dans ce dernier cas, toute base eq, ..., e, de

V donne une base {e;, A... Ae;, 1 1 <iy < ... <ip <n}de AFV. Les A* sont des foncteurs en le sens
que si f: V — W est une application linéaire, on peut définir A¥f : A¥V — A¥W comme I'unique
application linéaire telle que A* f(vy A ... Avg) = f(v1) A ... A f(vg). Lorsque f est injective on a que
AP f Dest aussi, car f injective implique Iexistence d’une rétraction g : W — V telle que g o f = Idy,
alors A*g o A¥f = Idywy par fonctorialité. On peut donc identifier A*V comme un sous-espace de
AFW. Si f est un endomorphisme sur un espace vectoriel V' de dimension finie n, alors A" f est égale
& la multiplication par det(f) sur la droite A"V. Ceci fournit une interprétation (remarquablement,
sans utilisation d’une base) du déterminant.

Proposition 7. Soient V un espace vectoriel, W un sous-espace vectoriel de dimension finie n. Soit
g € GL(V). Alors W est un sous-espace invariant de g si et seulement si AW est un sous-espace
imvariant de A"g.

Démonstration. Une implication est claire. On montre 'implication qui est plus difficile. Supposons
que A"W est un sous-espace invariant de A™g. Par I’absurde, on suppose qu'il existe w € W tel
que g(w) ¢ W. Etendons w en une base el = w,eg,....,e, de W. Comme e A ... A e, engendre la
droite A" (W), on peut écrire A"(g)(e1 A ... Aen) = key A ... A e, pour k une constante. On sait que
glw)Neyr A...Ne, # 0 car g(w) ¢ W. Alors

kgw) Aer A ... Aep = g(w) AN g(er A ... Aep) = A" g(w Aw Aeg... Aey) = 0.
Ceci implique que k£ = 0. Mais c’est impossible car
O0#er A Aey =A"g (A g(er Ao Aep)) = kA g el A Aey).
Ainsi on a une contradiction. O

Une fagon puissante d’étudier un groupe est d’étudier ses représentations. Dans notre cas, on veut
étudier la relation entre GL(Mg(R)) et ses sous-groupes ®(G) et Stab(O).

Lemme 3. Il existe une R-représentation de dimension finie V de GL(Mg4(R)) et un vecteur v € V
avec les propriétés suivantes :

(1) Stab(v) = ®(G),
(2) Stab(O).v est fermé discret dans V.

Démonstration. GL(Mg(R)) agit sur End(Mg(R)) par multiplication (i.e. composition) & gauche.
Cette action fait End(Mg(R)) une R-représentation de dimension d* de GL(My(R)). Remarquons que
®(My(R)) € End(My(R)) est un sous-espace vectoriel de dimension d?. Les éléments de GL(Mg4(R))
qui laissent le sous-espace ®(M4(R)) invariant sont ceux de ®(GL4(R)). Effectivement, si v € GL(Mg(R))



satisfait u.®(My(R)) = ®(My(R)), alors particulierement on a v = uold = u.®(Iy) € ®(My(R)). Donc
u € GL(Mg(R)) N ®(Mg(R)) = ®(GL4(R)).

On peut alors appliquer la Proposition 7. Considérons la représentation AdQEnd(Md(R)). Par la
Proposition 7, les éléments de GL(M4(R)) qui laissent la droite Ad2<I>(Md(R)) invariante sont encore

ceux de ®(GL4(R)). On voit aussi que 'action de ®(A) pour un A € GL4(R) sur AdZ@(Md(R)) est
égale a la multiplication par le déterminant du action de ®(A) sur ®(My(R)), qui est exactement

la méme chose que det(®(A)). Donc on a que pour tout élément non nul v € AT (®(Mgy(R)), son
stabilisateur Stab(v) = {®(A) : A € GLy(R),det(®(A)) =1} = &(G).

Choisissons une Z-base Ei,...,Eq de O. Clest aussi une R-base de My(R). On prend V =
AdQEnd(Md(R)) et v =C(E) N ... ND(Esp) € Ad2<I>(Md(R)). Ce qui précede montre la propriété
(1), il reste & montrer la propriété (2). Soit u € Stab(Q). Pour 1 < i,j < d?, on a u.®(E;)(E;) =
uo ®(E;)(E;) = uw(EE;) € O = @%ilek car E;E; € O et v € Stab(O). Donc la matrice
de u.®(F;) par rapport a la base Ej,...,Ez est de coefficients dans Z. De maniere équivalente,
u.®(E;) € ®r<jr<a2ZE; @ E}, ici on a utilisé I'isomorphisme End(Mg(R)) ~ My(R)* @ Mg(R).
Donc,

Ad?

wo=ud(E) A ANuwD(Ep)e | €D ZEy C &b ZEj jy A . NEj ok
1<j,k<d? 1<g1,K1500 0042 kg2 <d?

(on utilise E;, pour noter E; ® Ey). Alors le dernier terme ci-dessus est bien str un réseau dans V,
et donc son sous-ensemble Stab(Q).v est fermé discret dans V. O

3.3 Fin de la preuve
Proposition 8. ® est un homéomorphisme sur une partie fermée de GL(Mg(R))/ Stab(O).

Démonstration. On sait déja que ® est une application continue injective. Il reste & montrer que ® est
fermée. G/GNO et GL(Mg(R))/ Stab(O) sont & base dénombrable par la Proposition 1. En particulier,
ils sont des espaces séquentiels, i.e., leur topologie est déterminée par les suites convergentes. Soit F'
un fermé de G/G N O et (uy,), une suite dans ®(F) qui converge vers h € GL(Mg(R))/ Stab(©). On
peut écrire u,, = i)(g*n) = ®(g,) pour g, € G. D’apres la Proposition 1, la convergence implique qu’il
existe v, € Stab(O) tels que ®(g,)vn — h. On prend l'inverse et on agit sur v € V' comme dans le
Lemme 3. On obtient

vt =y10(g ) v — A,

Or les v, L v sont contenus dans une partie fermé discret de V, ce qui force Yr Lo =h"tvpourn
assez grand. Donc on a (toujours pour n assez grand)

Yuh ™! € Stab(v) N Stab(O)h~! = &(G) N Stab(O)h 1.
Ceci implique que
(k™D (b 17! € ®(G) N Stab(O) = &(G N O).

Donc on peut écrire y,h ™! = ®(k,g~ ') avec k, € GNO et g € G (on peut prendre par exemple
g tel que ®(g~') = y,,h~! pour m assez grand fixé). Alors ®(g,k,g " )h = ®(g)y. — h, ie.
D(gnkn) = ®(g). On a donc g, k, — g car ® est un homéomorphisme sur son image. En projetant sur
G/GNO, on obtient que g, = gnk, — §. Comme F est fermé, g € F et donc h = liTILn u, = ®(g) € ®(F)

par la continuité de ®. Ainsi on a montré que ®(F) est fermé et on a fini. O

En combinant les Propositions 6 et 8, on a montré :



Proposition 9. GNO est un réseau cocompact de G.

On a presque fini. Si d est impair on sait que G = SL4(R) et donc on a bien construit un réseau
cocompact de SL4(R). Mais si d est pair ce n’est pas le cas. Cela ne pose pas de probleme parce que
dans ce cas-1a SLi(R) n’est qu'un sous-groupe ouvert d’indice 2 de G = GL? (R).

Théoreme 2. Soit d € N. Si T' C GLE(R) est un réseau cocompact, alors T N SLy(R) est un réseau
cocompact de SL4(R). En particulier, SLz(R) N O est un réseau cocompact de SLg(R).

Démonstration. T'NSLg(R) C SL4(R) est clairement un sous-groupe discret, donc il suffit de montrer
que SLg(R) /T NSL4(R) est compact. SLy(R) est un sous-groupe ouvert de GLE (R) donc application
naturelle SL4(R) — GL;[ (R)/T est ouverte. En passant au quotient, on obtient une application ouverte
et injective SL4(R)/T' N SLg(R) — GLF(R)/T. Donc SL4(R)/T' N SL4(R) est homéomorphe a son
image SL4(R)I'/T. Or on sait que son image est fermé car SL4(R) est un sous-groupe d’index 2, donc
distingué, donc SLg(R)T = SL4(R) ou GLT(R), qui est dans les deux cas bien fermé dans GLT (R).
La derniere partie du théoreme découle de ce qui précede et de la Proposition 9. O

4 Constructions algébriques et arithmétiques

Il s’agit maintenant de démontrer le résultat admis dans la partie précédente pour arriver & une
preuve complete :

Proposition 10. [l existe O C My(R) vérifiant les 8 propriétés suivantes :

- O est un sous-anneau.

- O admet une Z-base qui est aussi une R-base de M4(R) (O est un réseau de Mg(R)).
- Tout élément non nul de O est inversible (dans Mg(R)).

Pour démontrer cela, nous passerons par I'intermédiaire de Q. En revanche nous n’utiliserons pas
du tout les outils de la théorie du groupe de Brauer et adoptons une méthode plus élémentaire.
Mais commencons par donner une définition générale.

4.1 Ordres

Dans cette partie, sauf mention explicite du contraire toutes les algebres seront de dimension finie.

Définition 6. Soient A C K, A anneau et K corps, et Bx une K-algebre. On dit que By C B est
une A-structure de By si :

— B est une sous-A-algebre.
— B4 admet une A-base qui est aussi une K-base de By .
Si A = 7Z, une Z-structure est appelée un ordre.

Il est & noter qu’alors toute A-base de B4 est aussi une K-base de Bg.
Exemple. M;(Z) est un ordre dans My(Q).

Avant de reformuler notre proposition en termes d’ordre, remarquons que l'on dispose de la pro-
position suivante :

Proposition 11. Toute Q-algébre de dimension finie admet un ordre.

Démonstration. Soit D une Q-algebre de dimension finie n, avec eq,...,e, une Q-base, et e; = 1p. Par
n

N1
finitude il existe N € N5q tel que e;e; € @ NZek, V1 <i,j <n. Alors O = @NZek admet une

k=1 k=1
Z-base Ney,...,Ne, qui est aussi une Q-base de D et on a de plus

N1
Ne;-Nej = NQeZ-ej S NQ@NZek =0
k=1
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pour tout 1 < 4,7 < n, ce qui montre par bilinéarité la stabilité de O sous multiplication. Z1p + O
forme alors un ordre de D. O

Autrement dit, pour prouver I'existence de notre ordre dont tous les éléments sont inversibles (dans
M4 (R))), il suffit de montrer I'existence d’une Q-structure a division de Mg(R). Il sera plus agréable
par la suite de travailler avec un corps au lieu d’un anneau, pour avoir des arguments de théorie de
Galois, etc.

Définition 7. Si A est une k-algebre et © € A, on note m, € Li(A) la multiplication & gauche par
x. On définit alors Tra(x) = tr(my) et Na(zx) = det(my).

Exemple. Si z € k, alors Tra(z) = dimy (A)z et Na(z) = z8meA),

Proposition 12. Soit k C K des corps, By une k-structure de Bx et © € By. Alors Trp, (x) =
T‘rBK(x) et NBk(m) = NBK(m)'

Démonstration. 1l suffit de constater que les matrices de m, € Ly(Bg) et m, € Lig(Bk) dans une
k-base de By qui est aussi une K-base de By sont identiques. O

Dans toute la suite, on s’intéresse & présent plus particulierement au cas ot K = R et Bx = My(R).
k C R est un sous-corps quelconque.

Proposition 13. Pour x € My(R), Try,r)(z) = dtr(z) et Ny ry(x) = det ().

Démonstration. C’est une simple reformulation de la proposition 4 que I'on rappelle ici. O
Proposition 14. Soit A est une k-structure de Mg(R) et x € A, alors le polynome caractéristique de
x est a coefficients dans k.

1 1
= ETer(R)(a’) = g’I‘I'A(a) S k'
Par les relations de Newton les coefficients de x, s’expriment comme polyndémes & coefficients entiers
en les tr(z*), donc sont dans k. O

Démonstration. D’apres les propositions précédentes, pour a €, tr(a)

Corollaire 1. Avec les méme notations, si x est inversible dans My(R), son inverse est dans A.

4.2 Les quaternions "généralisés"

Dans toute cette partie on prend a,b € Q" que I'on ajustera plus tard. L’idée est de construire
I’algebre & division requise dans le cas d = 2. Pour cela, nous généralisons la notion de quaternions.

Les quaternions de Hamilton sont usuellement définis par H = { g —uv> ,u,v € C}. Via la base

10 i 0 0 -1 0 —i . .
1= (0 1),1 = (0 1),.] = (1 0>,K =1J = (Z 0), on vérifie qu’ils forment une R-

structure a division de Ma(C). Mais ici on veut une Q-structure & division de Mz(R), il va falloir
ajuster les choses.

a,b
Q
est cette fois ci I'automorphisme de Q(v/a) et 1 = (1 O) I = <\/& 0 ) J = (O b) K=

0 1 0 —Va 10
w-( % ")

Définition 8. On définit ( ) = {<u b;)) ,u,v € Q(va)} = Vectg(1,1,J,K), ot la conjugaison

v

11



&b
Q

b
(a@ ) est bien une Q-structure de M,(R). Si de plus a et b sont entiers Vectz(1,I,J,K) forme un

ordre.
Il reste maintenant & ajuster a et b afin d’obtenir une algebre & division. Pour cela, observons que
le déterminant se calcule comme suit :

Si a > 0, on a bien une inclusion ( ) C M2(R). Comme il est clair que 1,1, J, K sont R-libres,

det(z1 + yI + 2J + tK) = 2% — ay® — b2? + abt®.

11 s’agit donc de trouver a et b tels que ce déterminant soit non nul dés que (z,y, z,t) # (0,0,0,0),
a’

Q

ce qui montrera que ( ) est a division d’apres le corollaire 1. Or on dispose de la proposition

suivante :

Proposition 15. Si a est premier impair et b n’est pas un carré modulo a, la forme bilinéaire
(z,y,2,t) — det(zl 4+ yI + 23 + tK) = 22 — ay® — bz? + abt® n'admet pas de zéros rationnels non
triviauz.

Démonstration. Supposons 2% —ay® — bz +abt® = 0, (x,y, z,t) # 0. Quitte & multiplier par le produit
des dénominateurs on peut supposer que x, ¥, z,t sont entiers. Quitte a diviser par leur pged on peut
les prendre premiers entre eux.

— Si (x,2) # (0,0) mod a, on obtient une solution non triviale & I'équation u* — bv* = 0 dans
Z/aZ. Cest absurde car b est non carré modulo a.

— Si (x,2) = (0,0) mod a, (2,t) # (0,0) mod a car les z,y, z,t sont premiers entre eux. Diviser
par a I'égalité 2* — ay® — bz? + abt® = 0 et la réduire modulo a : (z,t) donne aussi une solution
non triviale a ’équation u? — bv? = 0 dans Z/aZ et on obtient la méme contradiction.

O

Des exemples de Q-structure & division de My(R) existent donc. On peut par exemple imaginer
3,2

Q)'

que 'on a choisi D = (

4.3 Outils en théorie des nombres

On veut a présent généraliser 'exemple des quaternions & une dimension d quelconque. Pour ce
faire, certains outils supplémentaires vont étre nécessaires, & commencer par

Théoreéme 3 (Dirichlet). Soit a,n € Z premiers entre euz. Il existe (une infinité) de premiers p =a
mod n.

Démonstration. Admis ici. O

Nous utiliserons aussi des notions générales sur ’arithmétique des corps de nombres et leur anneau
d’entiers.

Si K est un corps de nombres, on définit O son anneau d’entiers algébrique. On sait que c’est un
anneau, mais il va en falloir un peu plus pour le comprendre. En particulier on veut montrer :

Théoreme 4. Ok est un groupe libre de rang n = [K : Q.
Avant de le démontrer, faisons quelques observations.
Proposition 16. Si x € K, il existe d € Z* tel que dx € Ok.
Démonstration. K étant un corps de nombre, z est algébrique d’ou 'existence de ag, ..., an—1 € Q tels

que 2" + ap_12" 1 4+ ...+ ag = 0, et il suffit de choisir d tel que da; € Z, Vi. O

12



En particulier, si on prend ey, ...,e, une Q-base de K, quitte & les multiplier par un entier on
obtient le

Corollaire 2. il existe une Q-base de K constituée d’éléments de Ok .

Le dernier ingrédient utile pour démontrer le théoreme est la trace Trx. Comme K admet une base
dans Ok, on en déduit que pour z € Ok, Tri (x) € Z. De plus la forme bilinéaire sur (z,y) — Trg (zy)
est symétrique et non dégénérée car si x € K vérifie Try (zy) = OVy € K ,en posant X" +a,_; X" +
... + ag son polynéme minimal, —nag = Trg (z(2" ' 4+ ap_12" 2 + ...+ a1)) =0 et z = 0.

Démonstration. (du théoreme)
Soit e, ..., e, une Q-base de K dans O. Soit €], ..., e, la base duale définie par TrK(el-ej-) = 0ij.
On a alors 'encadrement

1
Vectz(e1, ...,en) C Og C ﬁVeth(eT, e €0,

La premiere inclusion est évidente, et la deuxieme vient du fait que si x € O s’écrit E el dans

K2
la base duale, en multipliant par e; et prenant la trace : nA; = Trx (e;z) € Z.

O est donc coincé entre deux groupes libres de rang n : c’est une groupe libre de rang n. O

Remarquons que dans cette preuve, la difficulté n’est pas de sortir un sous-groupe libre de rang n
de Ok, mais plutdt de montrer pourquoi O est libre de rang < n. En fait, méme le fait qu’il soit de
type fini n’est pas évident.

Donnons une preuve alternative de ce résultat, reposant justement sur la notion de réseau et dont
I’approche sera utile par la suite.

Soit r le nombre plongements réels K — R et s le nombre de paires de plongements complexes
K — R'ZR" xC?

— (0i(@)):
seule fois chaque paire de morphismes complexes. ® est donc un morphisme de groupes Q-linéaire,
injectif.

Ainsi, O = ®(Ok) en tant que groupes. Or, nous allons voir que ®(Ok) est un sous-groupe
discret de R™, soit donc un sous-réseau qui sera donc libre de rang < n.

conjugués K — C, avec donc n = r + 2s. Soit ¢ : , oll on ne compte qu’'une

Proposition 17. ®(Ok) est un sous-groupe discret de R™.

Démonstration. Montrons que l'intersection de ®(Of) avec une boule B(0, R) est finie. Mais en effet
si x € Ok vérifie |o(z)| < R pour tout morphisme o : K — C, alors son polyndéme minimal p, qui
est de degré < n, admet pour racine seulement des o(x). D’apres les relations racines-coeflicients, on
peut borner les coefficients de p par une constante ne dépendant que de R.

Or, p est & coefficients entier car x € Og. Il n’existe donc quun nombre fini de polynoémes
minimaux possible pour x, donc un nombre fini de x vérifiant les conditions. Cela permet bien de
conclure que ®(Of) est discret. O

Remarque. Ok est donc un ordre dans K : mieux, c¢’est I'ordre maximal, dans le sens o1 tout ordre
O est inclus dans Og.

Enfin, un dernier résultat nous sera utile sur le comportement des nombres premiers dans les
extensions cyclotomiques :

Proposition 18. Soit L,, la n-iéme extension cyclotomique et p un premier dont la classe dans Z/nZ
génere (Z/nZ)*. Alors pOy, est un idéal premier de Of, .

13



Démonstration. Soit m un idéal maximal de O, contenant pOp, . L’objectif est de montrer que
pOr, = m. A cette fin il suffit de montrer 'égalité des indices |Or, /m| et |Or, /pOp, |- En effet, ce
dernier est bien fini et vaut p™, ot m = [L,, : Q] = ¢(n) car O libre de rang d.

Quand & Op,, /m, c’est un corps fini de caractéristique p, c’est donc un extension de F,, de degré

f < m. Supposons par I'absurde que f < m. Alors Vo € Op, /m, 2’ — =0 En particulier pour
w racine primitive n-ieme de l'unité, w € Ofn done w?’ =1 —1 =0 mod m. Mais par hypothese sur

p, pY #1 mod n donc wP’ =1 est une racine de I'unité différente de 1. Or, en dérivant le polyndéme
X™ — 1 puis ’évaluant en 0 on obtient la formule

n—1

H(l—wi) =n.

i=1

On a donc n =0 mod m, mais m N Z est un idéal strict de Z contenant pZ : c’est pZ. Comme p
est premier & n par hypothese, c’est absurde. O

Remarque. En observant cette preuve, on remarque que l'on utilise de 1'égalité [L,, : Q] = ¢(n)
seulement 'inégalité triviale [L, : Q] < ¢(n) : on n’utilise donc pas irréductibilité des polynomes
cyclotomiques (ce qui n’est pas si important car on utilise le calcul de Gal(L,/Q) dans la partie
suivante, mais mérite d’étre noté).

4.4 Construction d’une algebre a division sur

Place maintenant a la construction générale de la proposition 10.

Etape 1 : On commence par choisir une extension cyclique L de Q, réelle et de degré d.

Pour construire une telle extension, commencons par choisir ¢ = 1 mod 2d premier avec le
2

théoreme de Dirichlet. Soit ¢ = exp(—) et L, = Q(¢) la g-itme extension cyclotomique. L, est
q
galoisienne de groupe de Galois (Z/qZ)* = Z/(q — 1)Z (car q est premier).
La conjugaison complexe 7 est un morphisme d’ordre 2 de L,, donc par correspondance de Galois,
Z/(g—1)Z

-
d’un groupe cyclique), et réelle par définition. <>

Par construction de ¢, d||G| on peut donc prendre H le sous-groupe de G d’indice d. Il correspond
donc & une sous extension L = (L;)H , réelle, de degré d et de groupe de Galois G/H, donc cyclique.
Dans la suite on fixe o un générateur de son groupe de Galois.

L est une extension de Q galoisienne de groupe de Galois G = cyclique (car quotient

Etape 2 : On construit a présent un surcorps non commutatif de dimension d sur L.

A cette fin, considérons les "polynomes non commutatifs" sur L : L*[T] définis par la loi de
multiplication VI € L, Tl = o(1)T. On en déduit que T% = ¢%(1)T = IT, donc pour p € Q (que nous
choisirons plus tard), T% — p est dans le centre de L*[T)], donc I'idéal engendré est un idéal bilatere.

On prend alors D = L*[T]/(T% — p), qui est (en tant qu'ev) de dimension d sur L avec comme
base naturelle B = (1,T,...,7%!) (on note encore T la classe de T dans le quotient). C’est donc bien
une algebre de dimension d? sur Q, et de centre Q. Avec la proposition 11, on sait qu’on peut choisir
un ordre dans D. Mais si p € Z, on peut en choisir un disingué : O = Vectp, (1, ..., T,

Remarque. Dans cette construction, L est appelée une "algebre cyclique".

Etape 3 : On dispose donc de cette algebre de la bonne dimension, mais on veut la voir comme une
algebre de matrice. Or, faire agir D par multiplication & gauche sur elle méme donne un plongement
dans Mg2(Q), et ce n’est pas ce que l'on veut. La multiplication & gauche n’est pas L-linéaire (a
cause du défaut de commutativité) et de permet donc pas d’avoir un plongement dans My(L). En
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revanche la multiplication & droite par un élément de D est bien L-linéaire et donne une inclusion
D - My(L)
d — (z+— xd)
résoudre ce souci on peut composer ¢ avec la transposition, ce qui revient a faire agir D non pas sur
lui-méme mais sur son dual Ly (D, L). On obtient, en faisant le calcul, le plongement

. (via la base B). Mais le produit se fait & 'envers : i(zy) = i(y)i(z). Pour

D — My(L)
lo I Iy O
pO’ld,1 Ulo Ull O’ld,Q
l[) + ...+ ldfle_l — po—Qlde po_Qldfl 0'210 0'2de3
po?~ Uy po?ly potTly .. 0%l

Ainsi ©(0) est un groupe libre de rang d?, qui s’avere étre discret dans My(R) pour la méme
raison que ®(Ok) dans la Proposition 17, qui montre que Ok est un ordre dans K. ©(0O) est donc
bien un ordre de My(R), et donc ©(D) en est bien une Q-structure.

Remarque. On aurait pu travailler aussi directement avec ¢ au lieu de © car toutes les propriétés de
D qui nous intéressent sont stables par renversement de la multiplication.

Etape 4 : On cherche a présent a ajuster le parametre p, que I'on suppose a présent premier, pour
obtenir une algebre & division. Il suffit pour cela, d’apres le corollaire 1, de montrer que le déterminant
det ®(d) est non nul des que d # 0. Ecrivons d = Iy + ... + lg—1T% 1, et supposons pour l'instant que

1. de O,

2. ZO ¢ pOL.

Alors det ®(d) = loo(l)...c% (o) mod pOy. Si p reste premier dans Op, ce déterminant est non
nul mod p donc est bien non nul. Pour cela il suffit, comme L C L,, que p reste premier dans Op,_ .
D’apres la proposition 18, il faut que p génere (Z/qZ)™, mais (Z/qZ)* est bien cyclique (on rappelle
que q est premier) et le théoreme de Dirichlet permet bien de choisir un tel p.

Montrons que quitte & multiplier d par un inversible, on peut supposer que nos conditions sont
remplies.

1. La premiere est facile : par la proposition 16 on peut multiplier d par un entier suffisamment
grand et tous les [; € Of.

2. Pour la deuxieéme, remarquons que Oy, étant libre sur Z, un élément non nul de Oy, ne peut pas
étre divisible par des puissances arbitrairement grandes de p. Quitte & diviser d par la bonne
puissance de p, on peut supposer que d € O mais que 'un des I; ¢ pOy,. Si lon note ¢ le plus

petit tel indice, ﬁd vérifie bien la condition requise.

D est donc bien une algebre a division.

a,b
Remarque. Comme on le voit bien dans la version matricielle de D, 'algebre (6) est un cas

particulier d’algebre cyclique de dimension 22, avec L = Q(v/a) (réelle, cyclique de degré 2), puis T
correspond & J et p correspond & b.

5 Conclusion
On a montré existence des réseaux cocompacts dans SLg4(R). On voit que les méthodes utilisées

proviennent de domaines mathématiques divers — topologie, géométrie, algebre et arithmétique — et
illustrent une fois encore combien les mathématiques constituent un ensemble profondément unifié.
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Une question naturelle est la suivante : est-ce que tous les réseaux cocompacts de SLy(R) peuvent
étre construits via cette méthode ? La réponse est positive pour d > 2. Un théoréme célebre de Mar-
gulis, beaucoup plus difficile, affirme que pour la plupart des groupes de Lie, leurs réseaux cocompacts
peuvent tous étre construits par la méthode arithmétique décrite dans ce mémoire. Ce théoréme révele
un lien plus profond entre les groupes de Lie et la théorie des nombres. Il a pour corollaire les théoremes
de rigidité mentionnés dans I'introduction.
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