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1 Introduction

Le but de ce mémoire est d’étudier des propriétés de bornitude de la transformée de Fourier, pour
en donner ensuite un exemple d’application aux équations aux dérivées partielles. On prendra
la convention suivante pour définir la transformée de Fourier :

FUNO = F©) = [ e f@) do. pows f & LIEY).
Rappelons que lopérateur F : L'(R™) — L°°(R") ainsi obtenu borné, puisque I'inégalité trian-
gulaire donne R

[ £llzo @ny < N llLen)s (1)

et qu’on peut définir, par densité de I'espace de Schwartz S(R") dans L?(R™), un opérateur
F : L*(R") — L2(R"™), lui aussi borné grace a la formule de Plancherel :

IfllL2@ny = [1fllz2 @)

On se pose alors la question suivante : y a-t-il d’autres exposants 1 < p,q < 400 pour lesquels
on peut étendre la transformée de Fourier en un opérateur borné de LP(R™) dans LI(R™)?
On peut prendre comme point de départ le résultat suivant :

Théoréme 1.1 (Interpolation de Riesz-Thorin).
Soient p, v deuz mesures o-finies sur deux espaces E, E', et soit T un opérateur défini sur LP° (1)
et LP*(u), avec 1 < po,p1,qo, q1 < +00. On suppose que

T : LPi(u) — L%(v) est borné pouri =0, 1.

Si 0 €]0,1[, on définit p%} =10 pil et de méme pour qg. Alors Uopérateur T : LP° (i) — L9 (v)

Po
est un opérateur borné pour tout 6 €10,1[, et de plus :

—6 0
1T lpe—a0 < NN pg S0 1T 115, g,

Remarquons que pg peut parcourir toute valeur entre pg et p1, et de méme pour gy. En calculant
ces exposants pour (pg,qo) = (1,00) et (p1,¢1) = (2,2), on obtient gy = pj, 'exposant conjugué
de py. Le théoreme d’interpolation appliqué & la transformée de Fourier donne donc lieu a
I'inégalité de Hausdorff-Young :

Sil<p<2et feLP(RY), alors |l e < | Fllosen- (2)

Toutefois, la question devient stérile une fois ces exposants non triviaux établis. En effet, il
s’avére que les conditions p < 2 et ¢ = p’ sont nécessaires, notamment & cause du caractére trop
« plat » de R™.

On va considérer une variation de notre probléme initial. Rappelons que I'espace de Schwartz
S(R™) est dense dans LP(R™) pour 1 < p < o0, et que la transformée de Fourier envoie S(R™)
sur lui-méme : on peut donc restreindre la transformée f d’une fonction® f € S(R™) & tout
sous-ensemble de R”. Etant donné S € R™ une hypersurface munie d’une mesure do borélienne,

1. On pourra écrire « fonction test ».



la norme || f |La(s,do) @ donc un sens, et on se pose la question suivante : pour quels couples
(p, q) la transformée de Fourier s’étend-elle en un opérateur borné de LP(R™) dans L%(S,do)?
Par densité, il suffit donc de vérifier

||fHLq(s,da) S I fllzeny, pour toute f € S(R™). (3)

On utilise ici la notation = < y pour signifier qu’il existe une constante C > 0 (qui pourra
changer d’une ligne a lautre) indépendante de z et y, telle que x < Cy. L’assertion (B) est
appelée « Théoreme de restriction (L?, L?) pour S », et on note Rg(p — ¢) lorsqu’un couple

(p,q) € [1, +0oc]? vérifie le théoréme.

Si on a déja estimée triviale donnée par (), ce nouveau probléme est de nature plus com-
plexe que le premier. Par exemple, la transformée de Fourier d’une fonction f € L?(R™) n’est
en général que dans l'espace L?(R™) : puisquune hypersurface S est toujours de mesure de
Lebesgue nulle, la restriction de f a S peut alors étre définie n’importe comment! On ne peut
donc pas espérer avoir une estimée de type (B) pour p = 2, et le théoréeme d’interpolation I
implique que c’est aussi le cas pour p > 2.

Montrer ’existence de théoremes de restriction pour une surface et une mesure données s’avere
trés difficile, le seul cas de la sphére S"~! C R™ n’étant encore aujourd’hui pas entiérement
résolu. On présentera néanmoins des conditions nécessaires dans un cadre général, mais aussi
des résultats d’existence dans des cas spécifiques. Plus précisément, on déduira des théoremes
de restriction pour le paraboloide a partir de ceux de la sphere, apreés avoir présenté le résultat

suivant dd a Tomas[B] et Steinl] :

Théoréme 1.2 (Tomas-Stein). Rgn—1(p — 2) est vrai si et seulement si 1 < p < 2(:7_‘21)

Enfin, on se servira de ces deux résultats pour montrer une forme de régularité des solutions de
I’équation de Schrédinger —libre, a titre d’exemple— pour certaines conditions initiales.

2 Exploration et conditions nécessaires

Les théoremes de restriction possedent une certaine malléabilité; on va mettre en lumieére que
cela rend leur existence relativement rare en général.

2.1 Outillage

Dans la plupart de nos résultats, une astuce sera particulierement utile : le scaling.

Lemme 2.1. Si f € S(R™) est une fonction test, et L : R™ — R™ est une application linéaire
inversible, on pose

fu(@) = fo L(x),

qui définit une nouvelle fonction test fr. On a :

— 1 A 1
o= me-rfl, et pour tout p> 1 : || fr|pr@n) = WHJCHLP(RM.



On utilisera essentiellement ce lemme avec un endomorphisme L diagonal (d’ou le nom de
scaling), ce qui rendra la description de fr, plus pratique.

Démonstration. Pour £ € R™, on calcule :

]/”2(5) = /n P L(z) dz

, det(L)
1,
— O

Puisque les opérations d’inverse et d’adjoint commutent, on a démontré la premiere assertion.
La deuxiéme résulte du méme changement de variable et de la puissance 1/p de la norme LP. O

Puisqu’une translation 7, :  — x 4+ a pour a € R" donne f o7,(§) = 62”5'“]6(5), la norme est
inchangée. En combinant cette observation avec B, on peut donc se simplifier la tache de la
maniere suivante.

Corollaire 2.2. Si A est une transformation affine inversible et S C R™ est une hypersurface,
alors :

V(p,q), Rs(p—q) < Raws(p—q)-

Etant donné A C B deux hypersurfaces munies d’'une méme mesure, observons que pour tout
q > 1 et toute fonction g mesurable, on a ||g||za(a) < ||gl/za(B)- En particulier, tout couple (p, q)
donnant lieu & un théoréme de restriction sur B est également valable pour A. Aussi, pour toute
surface S munie d’une mesure finie p, si r < ¢ I'inégalité de Holder donne :

lgllr s,y S lgllzacs,pys ¥ g mesurable.

On en déduit que si (p,q) est un couple vérifiant le théoréme de restriction pour une surface de
mesure finie S, alors (p,r) lest aussi pour tout r < ¢. Enfin, rappelons que (p,q) = (1,00) est
toujours un couple valide, quel que soit (S, ) : en particulier, si p est une mesure finie, alors
(1,q) est encore valide pour tout g > 1.

2.2 Le cas plat s’effondre

On a évoqué en introduction le fait que les théoréemes de restriction de R™ sont automatiquement
de la forme ¢ = p’ avec p < 2. Si on considére un hyperplan, c’est encore pire :

Proposition 2.3. Soit H C R™ un hyperplan muni de sa mesure de surface do.
St Ry (p — q) est réalisé, alors p=1.

Démonstration. D’aprés 272, on peut supposer que H = {& € R" / z, = 0}, et on va méme
montrer mieux : pour

S=HNB0,1)={zeR" /z,=0et |z| <1}, ona Rs(p—q) = p=1."2

2. Notons que S est de mesure finie pour do, et que par conséquent Rg(1 — ¢) est vérifié pour tout ¢ > 1.



Soit (p, q) un couple valide pour S, et soit f € S(R™) telle que ||fHLq(5) = 1. Pour A > 0 qu’on
va faire varier, on pose

f)\ZfLA, ou L)\(Zﬂl,...,l‘n)Z(l'l,... 7)
D’apres le Lemme 271, on a

=My et Il =220l

D’une part, notre hypothese donne

M lpaes.aoy = 1allza(sae) S 1allo@ny = AVPIfll, S AP,

et d’autre part, en décomposant § = (£,&,) = (£,0) € S :

£ eaisan = [ 1F17€ 760 do(6)
= [ 17,0 do(e)
S
- / 196,60 do(e)
S

= ”J?H%q(s,dg) =L

Finalement, on a obtenu, pour A > 0 quelconque :
A< AYP ou encore A <1,

ou la constante cachée par < est indépendante de lambda. En faisant tendre A vers +oo, on
obtient 1 — % < 0 et comme p > 1, on a bien p = 1. O

Remarque 2.4. La preuve de ¢ = p’ dans le cas de R™ est trés similaire; il suffit de prendre
un scaling uniforme en toutes les variables. En faisant tendre A vers +oo puis vers 0, on obtient
une inégalité puis 'autre. On mentionnera que si B est un ouvert de R", le probleme s’avere ne
pas étre beaucoup plus intéressant que le cas de R™ lui-méme : pour une boule, par exemple, le
méme argument donne ¢ < p’ (on ne peut cette fois faire tendre A que vers +00) qui est toujours
un couple valide puisqu’elle est de mesure de Lebesgue finie.

Que s’est-il passé? Le moment clé survient lorsqu’on explicite || f 1 | Las) : la dépendance en A
disparait car S est tout a fait plate. Il est donc naturel de se demander ce qui se passerait si on
courbait notre hyperplan : considérons une hypersurface lisse .S. Qui peut le plus peut le moins, et
de la méme maniere que dans la preuve ci-dessus, quitte & appliquer une transformation affine et
A intersecter S avec B(0, 1), on va donner des conditions nécessaires aux théorémes de restriction
de S dans le cas ou S est une partie bornée du graphe d'une fonction lisse h : R*~! — R, telle
que h(0) = 0 et Vh(0) = 0 —ces conditions étant rendues possibles par la transformation affine—.
Plus précisément, on considere :

S ={(z,h(z)) €R"/|z] <1}.



Notons qu’on peut donc toujours supposer que h et son gradient s’annulent en 0 puisque S est
lisse; en d’autres termes, S est « plutot plate » en 0. De la méme maniere, si les différentielles
d’ordre supérieur de h s’annulent jusqu’a un certain ordre k > 2, de sorte que D*~Dh(0) = 0,
son expansion de Taylor donne h(z) = O(|z|*); alors, S est « d’autant plus plate » que k est
grand. Le résultat qui suit donne sur les théorémes de restriction de S une contrainte qui se
durcit & mesure que S s’avere ressembler de plus en plus a un hyperplan, ce qui est cohérent
avec ce qu’on a trouvé plus haut.

Théoréme 2.5. Avec les notations ci-dessus, si p,q > 1 et h s’annule a lordre k > 2, alors :

Rs(p—q) — p/ > 2021

n—1

Remarque 2.6. Le choix de la mesure associée a S n’a pas été précisé : les deux candidats
naturels sont la mesure de surface do et la mesure image d de la mesure de Lebesgue sur
I'hyperplan {z, = 0} = R"~! x {0} identifi¢ & R"~!, par I'application graphe qui définit S. On
montre le théoreme en utilisant la deuxieme puisque c’est celle-ci qui nous sera utile dans la
derniere section, mais aussi par simplicité. En effet, intégrer une fonction mesurable positive g
contre ces deux mesures donne :

Lo = [ aeno)n/1+IVheIde wndisave [ gdc= [ gtene) de
ou D"t ¢ R™ ! est la boule unité fermée. Ceci dit, la preuve qui suit est tout a fait valide si

lon considére la mesure de surface (voir les notes de bas de page).

Démonstration. La stratégie est globalement la méme que pour le Théoreme PZ3, mais la cour-
bure de S va nous rendre la tache moins aisée. Supposons que Rg(p — ¢) soit vrai : on considere
f € S(R™) telle que f € S(R™) vaut 1 au voisinage® de 0, et on pose, pour A > 0 :

Ly (2:)i €R™ = AN g, AN a0, A R,

On a det(Ly) = A~("+*k=1) ce qui donne avec les notations du Théoréme 273 :

nt+k—1
p

Fr= )\”Jrk*lf% et |fallp=A | fllp, d’apres le Lemme T

En exploitant Rgs(p — ¢), on trouve :

||f§ I Lacs) = AR £y pagsy

SATOTED ) Lo e
= AT ey

p

n+k—1

AT

Pour obtenir un résultat, on voudrait minorer la norme de f 1 par une puissance de A, pour

ensuite faire tendre ce dernier vers 0 et/ou l'infini. On note g = | f |7 pour simplifier les calculs,
de sorte que :

~ = 1
el = [orde= [ a0enne)de =" 5 [ gm0y )

3. Prendre, par exemple, f = F~!(p) pour une fonction cloche p.



Aussi, on a une constante C' > 0 telle que |h(z)| < C|z|* pour tout x € D"~! : en effet, c’est
vrai par hypothése pour z proche de 0, et D"~ ! est compact. Aussi, on a choisi f pour que f
vaille 1 proche de 0; c’est donc aussi le cas de g = \f|q, disons, sur une boule de rayon r > 0.
Pour 6§ = min(%, (%)1/’“), si¢e oD~ ! et de plus A > 6, alors par construction :

AR < Of¢)F < g donc [(, AFR(ATIO)| < v et g(¢AR(ATI)) = 1.

En particulier, dés que A > §, on peut tronquer violemment I’intégrale pour obtenir® :
/ (& AFR(ATIQ) d¢ > / g(&AFR(ATI)) d¢ = / 1d¢ = A. (5)
ADn—1 sDn—1 sDn—1

On peut désormais revenir & (H) :

o -1 B 1/q Y a1
el =377 ([ gl B0y ag) " 2 A5 v 2 3

Avec les majorations obtenues précédemment, on obtient finalement

n— n+k—1 n—1
P

1 ; - ntho1
AT S 2 llras) S A 7, et en particulier A" S\,

Comme cette estimation est valable pour tout A > §, alors en faisant tendre A vers +o00, on doit

nécessairement avoir 2EE=l < =1 oegt 3 dire p > Lk*lq. O
p q n—1

On ne peut en général pas obtenir I'inégalité inverse de cette maniére, puisque la condition A > §
—qui provenait en partie de la minoration drastique faite en (B)— nous empéche de faire tendre
A vers 0. On peut cependant conclure si on considere le cas particulier suivant :

Proposition 2.7. Si S = {(z,z,) € R" / x, = |z|*} pour k > 2, et si p,q > 1, alors :

k—1
Rs(p—q) = p’=%

Attention, ici on ne considere plus une surface compacte. La preuve fonctionne également si I’on
tient a considérer la mesure de surface plutét que la mesure image de la mesure de Lebesgue
sur R"~1 x {0}.

Démonstration. Le début de la preuve est identique & celle au-dessus avant (d); on a encore,

P _ntk-1 -, . . .
avec les mémes notations, ||f 1 lLacsy S A # . On peut aussi écrire plus explicitement :

il = [arde = [ g4 d
e [ st ac

1 .
= F”f“qm(s)-

4. Pour montrer le théoréme avec la mesure de surface, il suffit de réécrire les intégrales précédentes avec le

bon élément de surface. Comme ce dernier n’est autre que /1 + |[VA(E)]|?2 > 1 et que I'on cherche & minorer la

norme de f , on peut oublier ce facteur a cet endroit, donnant une fin de preuve identique.



On obtient donc 'estimation valable pour tout A > 0 :

_n—1 _ _ntk—-1
A q 5)\ )5)\ v’ )

et en particulier )\ < AT . On peut cette fois faire tendre \ vers 4+o0o mais aussi vers 0,
d’ou 'égalité ! O

On utilisera plus tard cette condition pour déterminer des théorémes de restriction du parabo-
loide.

3 Le théoréme de Tomas-Stein

On s’intéresse au cas particulier de la sphére S*~! C R™. Puisqu’elle est lisse, le Théoréme 25
réduit déja le champ des possibles ; cependant, on ne peut 1’exploiter qu’avec k = 2, ce qui donne
tout de méme la condition nécessaire p’ 2 "Hq On peut en fait montrer une autre condition
nécessaire pour la sphere, a savoir p < 22— +1, et bien que le probleme ne soit pas résolu dans le
cas général, la conjecture de restriction de la sphere affirme que ces conditions sont suffisantes :

n+1
Rgn-1(p — = >7 t <27
sn-1(p — q) Pz —qa et p<2——

Comme annoncé, on va démontrer le Théoréme 2, d’aprés les articles de Tomas(8] et de Steln[ ].
C’est précisément la conjecture de restriction pour ¢ = 2 : en effet, la condition p < 2" devient
alors triviale, et on peut réécrire

!/
<2n+1_(2n—|—1> ' 9 n+1 n+1

P> n+3 \Un-—1 n-1 n-17

3.1 Préliminaires
Comme dit plus haut, on a déja montré avec le Théoreme 23 que la condition 1 < p < 2(:7;1)
était nécessaire. Il s’agit donc de démontrer, pour un tel p, que pour toute fonction de classe

Schwartz f € S(R™), on a
| \iRaste) < cisi,

ou do est la mesure de surface de la sphere, et C est une constante ne dépendant que de la
dimension. Par définition de la transformée de Fourier des distributions et puisque do est réelle

et symétrique, on a do = do et I'inégalité est équivalente® a
(f, fdo) S |12

—

La formule de Plancherel donne (f, f x ZzE> =(f, = c/lc\7>, et par l'inégalité de Holder, il suffit de
démontrer

1+ dollpr S N1 £llp-

5. Notons que cette manipulation est propre au cas ¢ = 2.




Fixons ¢ une fonction radiale, lisse, & support compact dans B(0,2) et valant 1 sur la boule
unité B(0,1). On définit alors

Yr(x) = o (27F2) = p(27%2) — ¢(2'7*2) pour tout entier k > 0,
de sorte que vy, soit supporté dans I'anneau 28~1 < |z| < 25+ et qu’on ait un télescopage :
d(x) + > th(z) = 1.
k>1

On peut alors scinder par I'inégalité triangulaire :

1+ dolly < |If * (@do)lp + > IIf * (¥rdo) - (6)

k>1

En analyse harmonique, pour estimer des normes L? on fait souvent usage de décompositions de
ce type (ici dyadique) afin d’exploiter au mieux les comportements asymptotiques des fonctions
en jeu.

3.2 Développement Asymptotique

Dans cette section, on va étudier le développement asymptotique de la transformée de Fourier
de la mesure de spheére.

Proposition 3.1. Si on note do la mesure usuelle de la sphére unité, alors

2mi|x| —2mi|z|

(&
|x‘(n71)/2

€

+ C'|x|(nfl)/2

do(z) =C + Ol oo (|2 7/). (7)
Les outils qu’on va utiliser sont les principes de phase stationnaire et non stationnaire, souvent
utiles dans I’étude d’intégrales de fonctions oscillantes.

Lemme 3.2 (Phase Non Stationnaire). Soit (M, g) une variété riemannienne. Si 1 est une
fonction lisse a support compact sur M et ¢ est une fonction réelle lisse définie sur le support
de ¢ telle que |V $| > € pour une constante € > 0, alors pour tout entier N, on a

/ M@ ()da = Oy o). (8)
M

Démonstration. On définit 'opérateur différentiel £ pour toute fonction lisse f sur la variété
par

\YAY
£(f) = g(i|é¢|2¢)'

Et on trouve par définition que la fonction e*¢(*) est une fonction propre pour £. C’est-a-dire
que E(ei/\‘b(“)) = \e*?(@)_On cherche & calculer son « dual » (on ne précisera pas les espaces sur
lesquels on travaille pour définir la notion de dual. En fait, on peut prendre ’espace de Sobolev
H} (M) mais pour simplifier, les fonctions dans I'intégrale sont lisses et & support compact).



Pour toute fonction lisse f € C*°(M) et toute fonction lisse et & support compact h € C°(M),
on fait 'intégration par parties :

[ em= [ S
= /M faiv( \WPW)
= [, (ot |V¢|2’V¢)”|@A¢TZ)

/ FLe(h (9)

Comme h est lisse et & support compact, et puisque V| > €, on a ||L*(h)| o) S 1.
En appliquant (8) & f = e**? et h =), on a

/ ey (z) = AN / LY () ()
M M

M
SATY (10)
ou la constante implicite ne dépend que de ¥ et €. O

Lemme 3.3 (Phase Stationnaire). Soient xg € R", et ¢ une fonctions lisse et réelle tels que
est un point stationnaire mais non dégénéré de ¢, c’est-a-dire V(o) = 0 et det (Hess(¢))(zo) #
0, ot Hess(¢) est la hessienne de ¢. Alors pour toute fonction supportée dans un voisinage
suffisamment petit de xq, il existe une constante C qui dépend de ¢ telle que

/ e (@) da = Cuag)eMEINT2 4 0y, (A= FD/2), (11)

On se référera & un livre de Stein[2] pour la démonstration de ce lemme.

Démonstration de la Proposition B. Quitte a composer par une rotation, on peut supposer
x = Ae, pour un A > 1. L’objectif est d’estimer l'intégrale

c/lg()\en) = / e 2T . (12)
Sn 1

La projection sur la derniére coordonnée, qui envoie S"~! sur I'intervalle [—1, 1], est stationnaire
en w = te, et non stationnaire ailleurs. On prend donc 1+ deux fonctions de troncature autour
de *e, et on décompose l'intégrale (I2) en trois termes

/ 6727ri)\wn,lp+ (w)dw + / 6727ri)\w”¢7 (w)dw
gn—1

Sn—l

b e ()~ () du (13)
Sn—l

10



Pour le premier terme, en considérant une paramétrisation w = (wy, ..., w,—1) de 'hémisphére
supérieur, on obtient une intégrale sur D" ' C R®~!, et la projection sur la derniére coordonnée
devient

wy = (1= [w]’)? = d(w),

qui admet un point stationnaire non dégénéré en 0. On effectue un raisonnement similaire pour
le deuxieme terme de (I3). En conséquence, le Lemme B3 donne :

/S o e~ TNy (w)dw = Ce 20 \~(0=D/2 L o(\=1/2), (14)

Pour le troisieme terme, par le Lemme B on a
/S (L ) b (w))dw = O), (15)
pour tout entier N : on conclut en combinant (I4) et (I3). O

3.3 Estimation par Décomposition Dyadique

On fixe dans cette section une fonction f € S(R™). Chaque terme de (B) est donné par un
opérateur de convolution ; on voudrait appliquer le théoreme I d’interpolation, souvent utile
dans ce genre de situation. Comme par hypothese 1 < p < 2(;7;1) < 2, il suffit de trouver des
continuités de type (L', L>°) et (L2, L?), qui vont s’avérer plus accessibles. Notons T} 'opérateur
défini par .

Ti(f) = f * (trdo)

Proposition 3.4. Pour tout k > 1, Uopérateur T}, est continu de L' vers L™ et de L* vers
lui-méme. Plus précisément :

(n—1)k

1Tk (Fllee 5272 1 /11 (16)
IT(Hllz < 281 £z, (17)

ot les constantes ne dépendent ni de f, ni de k.

Démonstration. Pour démontrer (IH), on observe que par la définition de v, la fonction zbk(/i;
est & support dans 'anneau {2% < |z| < 2k + 1}. Avec I'estimée asymptotique de do, on obtient

(n—1)k
2

ndolloo < 27

Avec I'inégalité de Young, on a déja la continuité (L', L°°) de T, :

(n—

1k
= ||l

1f * (¥rdo) oo < lrdolloll fll S 27

L’estimée ([CA) revient & montrer |’(7); * do| < 2F puisqu’en utilisant I'identité de Plancherel et
I’inégalité de Holder, on a

—

I1f * (Yrdo)l|z = | - vwdolla < || fll2lln * dooo. (18)

11



Comme la fonction ¢ est une dilatation de 1y, on a

di(w) = 2740 (2").
Aussi, 1y est a support compact donc sa transformée de Fourier est une fonction Schwartz. On
a donc une estimée uniforme en k :
an

W, pour tout entier N > 1. (19)

()] S

Apres des calculs élémentaires qu’on ne détaillera pas, on a

— onk

[ * do| < W*do < ok,
qui est exactement ce qu’on veut. O
On peut directement en déduire le résultat de Tomas dans [B], & savoir le cas sous-critique

1<p< 2%. En effet, le Théoreme d’interpolation I donne :

0 —0
IT5ll o 2o < N Tall G T30 722, 2

ou 6 est défini par % = % + %. En conséquence, on a
1Tl < 27 F3-DG-DHRC=3),
Mais, on a
1 2 2 1 2 n—1 2 2+4in-1) n+3
—n-DE-D+2-"=2+-(n—-1)—-=(1+ <0 = = > 2 = .

n+1

5. on peut majorer la série dans (B), et obtenir

En conclusion, si p < 2

— — Ck(Ln_1)(2_1)r2_
1 5 dolly < 1f * (@d0) |y + 3 27 (BO=DG=D22) gy <y
k>1

ol on a directement contrdélé le premier terme avec 'inégalité de Young, ce qui est possible
puisque ¢do est lisse a support compact. Cette estimation conclut la preuve du théoréme.

Dans la preuve ci-dessus, c’est I'inégalité triangulaire de (B) qui nous a fait perdre de I'informa-
tion. Pour le cas critique p = QZ—L{), on peut raisonner par méthode « d’interpolation complexe »,
qui améliore précisément ce passage. La preuve, bien que similaire, est plus technique et fait
appel a des résultats extérieurs que nous devrions admettre. C’est pourquoi on ne la détaillera

pas ici pour éviter de trop nous étaler.
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4 Passage de la Sphere au Paraboloide

Dans cette section, on va essayer de transformer les théorémes de restriction sur la sphere en

ceux sur le paraboloide
1
P (e i) ).

On prendra, comme évoqué dans la Remarque 28, la mesure image de la mesure de Lebesgue
sur 'hyperplan {z, = 0} par la fonction graphe z — (z, %|g|2) C’est cette mesure, et non la
mesure de surface usuelle, qui apparaitra lors de notre étude de I’équation de Schrodinger (22)
dans la section suivante.

On a déja donné une lourde condition sur les théorémes de restriction du paraboloide P (&
transformation affine preés) dans la Proposition 22, & savoir :
n+l n-1

Rp(p—q) = —— =
p q

Fixons des notations : pour des raisons pratiques, on considérera

s={(z1- VI~ IzF) /ze o},

qui est un morceau de ’hémisphere sud de la sphere a laquelle on a appliqué une translation.
En particulier, le Corollaire 22 assure que les théorémes de restriction de la sphére sont valides
pour S. On pose aussi, pour k > 1 :

1 k
Pi={(z 3le) /ze 5D}
C’est un sous-ensemble compact de P.

Rappelons que la mesure considérée sur la sphére —et donc sur S— est la mesure de surface usuelle
do, ce qui n’est pas le cas de P, et a fortiori des P. Sur S, ’élément de surface associé a do est

L+ V€))%, on p(§) =1— /1 —|{? est la fonction dont S est le graphe. On simplifie :

2
VIHIVeOF =41+ |§|2 1—\5|2

Théoréme 4.1. Pour tout couple (p,q)

;, on a :
q
Rgn-1(p = q) = Rp(p — q).

L’idée derriere ce résultat provient de 'observation suivante : en appliquant le scaling parabo-
lique, 'intégrale d’une fonction sur la sphére va se concentrer vers 'origine, 1la o S ressemble
beaucoup au paraboloide.

Démonstration. Soit f € S(R™). On consideére le scaling parabolique normalisé

@) =" (A e, A %e,),  pour z = (z,2,) ER™ et A >0,

13



de sorte que pour § = (£,&,) € R, on ait :

n+

O = FOE2%6) et falorn = A7 [f o)

Pour alléger les notations, on note g = | f|?, pour écrire d’une part

R 1
Aoy = [ oz 5l de (20)

et d’autre part, pour A > 1 :

||?;||%Q(S) = /Dn—l g()\g’ )\2 B )\2 \/ L- |§|2) 1 1|§|2d£

1
2

=N 1
= —(n—1) 2 2 —y—2[2 s
A /;D”lg(x,k ATV1 = A2z ) 1_A,2m2dz

1
> *(nfl)/ 2_ 2 1 2z2), | —— dr.
> A — Q(L/\ ATV1 = A2z ) = )\_Q@sz

En observant que pour |z| < %, on a

A2 - A2y/T - A2z = %@\2 +o(A72),

et que le terme , /ﬁ reste borné, on trouve par convergence dominée :

1 A 1 5
2 _ 2\/ﬁ> oo ( 1 2) — Ifle
Amnl 9(&,/\ A*V/1 = A2z T )\_2@|2d£ /%W1 9(z, 2|£| dz = || f|Ta(p,)-

Pour \ assez grand, on a donc obtenu :

1fllza@ny SA T [ fallzacs)-

Si on suppose que (p, q) satisfait la relation "p—fl = "771, et que ce couple donne un théoréme de

restriction pour la sphere, la dépendance en A disparait, puisqu’alors :

A n-1 nol_ni1
[fllzepry SA T Ifallze@ny =27 " | fllo@wn) = 1 fllLo@n)- (21)

On a donc obtenu un théoréme de restriction pour Py, un sous-ensemble borné du paraboloide.
C’est en fait suffisant pour en déduire le résultat sur le paraboloide tout entier : avec des mots,
I’intégrale d’une fonction de classe Schwartz sur P peut étre approchée par son intégrale sur 'un
des Py, pour un k assez grand, et on peut facilement controler ce qu’il se passe sur ces domaines
bornés, en se ramenant & P;. Plus précisément, si f € S(R™), il existe un entier k¥ € N dépendant
de f, tel que . R

1l ace) < 20 FlLzace,)-
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Or, on peut réécrire avec le méme scaling parabolique :
. A 1
M = [ 196 g7)ae
2
A 1
= [ (e R ds
%]D)n—1 2

= kn_l”ﬂ@”%q(pl)-

En appliquant (21), on a :

A E o~
1 fllzapy < 2677 || fullLagpy)
n-1
Sk [ felle@ny

L—tl
=k 7 |fllLe@n
= [|fll o (®n)»

ou la constante dissimulée par < est deux fois celle de (1), et ne dépend en particulier ni de k
ni de f : c’est exactement ce qu'on veut. O

5 Application & ’Equation de Schrédinger

On termine en établissant un lien entre les théorémes de restriction et ’équation de Schrodinger
libre
i0u(t,x) — Au(t,z) =0, (22)

ot u: Ry x R® — C est 'inconnue. On considére le probléme de Cauchy associé & la condition
initiale u(0,z) = up € S(R3). On admet I'unicité et 1'existence de la solution, et on va exhiber
une forme de continuité de la solution par rapport a la condition initiale.

Donnons d’abord un peu de motivation aux calculs qui vont suivre. Tout d’abord, la conser-
vation de la norme L? en espace est un résultat élémentaire du méme acabi que celui qu’on
montrera avec les outils accumulés plus haut :

Lemme 5.1. Soit u la solution au probléme de Cauchy associé a ug € L*(R™) de I’équation de
Schridinger® libre (22). Alors, pour toutt >0 :

lut, )| L2@n) = ||u0||L2(Rn). En particulier, HUHL?"L% = HUOHLi'

Démonstration. On dérive —en supposant que u est assez réguliere pour ce type de manipulation—
Pexpression de |u(t, - )||2L2(Rn) par rapport au temps pour obtenir :

d
Sl )z = [ autt,o) da
Rﬂ,
=/ (Opu)u + u(0yu) dx:

= / i(uAu — uAu) dz,

6. On notera que ce Lemme est vrai en toute dimension.
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oll on a utilisé le fait que Au = Au = i0,u = —iO,u. Or, une intégration par parties donne

/ﬂAudx:f/ Vu~Vﬂdx:/ uAT dx.

On a donc %Hu(t, : )H%z(Rn) =0, et |lu(t,- )|/ z2(rn) est constante. O

Ensuite, si on admet que la solution u possede une transformée de Fourier en temps et en espace
Fro(w)(1, &) = a(T,£), on peut appliquer celle-ci & (22) pour obtenir :

—2rri(r,§) + 4n?|¢[*i(r, €) = 0,
qu’on peut réécrire en
(r — 27l¢[*)a(r,€) = 0.

Autrement dit, la transformée de Fourier en temps et en espace d’une solution est nécessairement
supportée sur le paraboloide P!? Bien que cette manipulation ne soit a priori pas légale, on
va tout de méme pouvoir utiliser les théorémes de restriction de P développés dans la section
précédente pour obtenir le résultat suivant.

Proposition 5.2. Soit u la solution au probléme de Cauchy associé a ug € L*(R3) de l’équation
de Schrodinger libre (23). Alors :

lull pross S Iluollzz.-

Remarque 5.3. Le résultat dépend cette fois de la dimension, mais il suffit de calculer les
exposants obtenus en fonction de celle-ci pour en obtenir une version générale ; on choisit ici la
dimension 3 pour faire le rapprochement avec la physique.

Démonstration. On notera u (t,€) la transformée de Fourier en espace de w, pour éviter toute
confusion avec F; ,(u) = @. On notera aussi up(€) la transformée de Fourier de ug, pour garder
nos notations cohérentes. En appliquant & ’équation (22), on trouve en intervertissant dérivée
par rapport au temps et intégrale, une EDO en ¢ :

iy + 4| Pu = 0;
uw(0,€) = up,
dont la solution est donnée par
w(t,€) = e P g 6). (23)
Pour retrouver la solution de (22), on réapplique I'inverse de Fourier en espace :

u(t,x) _ /RS e4iw2‘£‘2t+2iwz~§u5(£)d§ _ /PeZiﬂ(t'r+m.£)u5(§) dO’(T, f),

ou do est la mesure sur le paraboloide P utilisée dans la section précédente. Or ce dernier terme
n’est autre que .7-";,} (ugdo) ! Notons qu’on identifie ug & une fonction sur P, par uo(7,€) = uo(§).

7. On prend ici le paraboloide P= {(27]¢|2,¢) / & € R3}, qui vérifie donc les mémes théorémes de restriction
que celui de la section précédente d’apres le Corollaire 2.
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Il nous reste a relier la norme de cette transformée de Fourier inverse aux théorémes de restriction
de P qu’on a établi plus haut. Le cas critique p = 22—15 du Théoreme de Thomas-Stein 2 pour

n = 4, couplé au Théoréme E-1 donne, pour toute fonction test f € S(R?) :

12y S 1F 1 prorr(es)- (24)

D’une part, I'identité de Parseval donne, pour toute fonction g définie sur le paraboloide P :

)

| [ 17 o) = | [ Foao

et d’autre part, I'inégalité de Holder permet d’écrire

‘/ f?dU’ < 1flz2@) - llgllze@y S £ prosm @y llglace)-
P

En utilisant la formulation duale de la norme et puisque ( %)’ = 10 on obtient par densité de

3
S(RY) :

| F~(gdo)|| prosagsy =  sup FFHgdo)| < llgll2py,

11l 10/7=1 ‘ R4

dont on déduit, pour g = ug
_ N N
||u||L;{m = ||~Ft,z1 (UOdJ)HL;{m < ||U0||L2(P)~

Puisque on a identifié ug & une fonction sur P par ug(r, ) = ug(€), on a

ity = [ Jua(r o do = [ O de = [l

et avec une derniére utilisation de la formule de Plancherel, on obtient la dépendance de la
solution de I’équation de Schrédinger par rapport a la condition initiale :

el o5 S w2z
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