RAPPORT DE STAGE DE M1

Le Champ Libre Gaussien,
Propriétés et Applications

Maitre de Stage : Quentin BERGER

Alexis METZ-DONNADIEU Laboratoire de Probabilités
ENS Paris, promo 2019 Statistique et Modélisation,
Sorbonne Université.

15 Février 2021 — 15 Mai 2021



Remerciements

Je tiens a remercier mon maitre de stage, Mr Quentin Berger, pour le temps
qu’il m’a accordé tout au long de ce stage, et cela malgré la situation sanitaire.
Ses réponses a mes questions et son écoute ont été d’une grande aide. Merci !

Je remercie également I'équipe pédagogique du département de mathématique
de 'ENS, et particulierement Mr Giambattista Giacomin dont 1’accompagnement
m’a permis de trouver rapidement un stage. Ce stage m’a permis d’affiner mes
intéréts et mon orientation dans I’avenir de ma scolarité a I’ENS.



Rapport de stage ENS

Table des matiéeres

1 Le GFF discret, définition et limite d’échelle 4
1.1 Le GFF discret . . . . . . . . . ... ... . 4
1.1.1  Définition du GFF discret . . . . . . .. ... .. ... ... 4

1.1.2  Fonction de Green, représentation comme vecteur Gaussien . 5

1.1.3  Espace de Dirichlet et propriété de Markov spatiale . . . . . 6

1.2 La limite thermodynamique pourd >3 . . . . . . ... ... .. .. 8
1.3 La limite d’échelle pourd =1 . . . . . . .. ... ... ... .... 9

2 Le GFF continu 10
2.1 Limite d’échelle du GFF discret vers le GFF continu . . . . .. .. 10
2.1.1 Domaines admissibles pour la limite d’échelle . . . . . . .. 10

2.2 Définition du GFF continu . . . . . . ... ... ... ... ..... 12
2.3 Espace de Dirichlet continu . . . . .. ... ... ... ... ..., 13
2.4  Propriétés d'invariance du GFF continu. . . . . . . ... ... ... 14
2.4.1 Invariance conforme . . . . .. ... ... ... .. ... .. 14

2.4.2  Propriété de Markov spatiale pour le GFF . . . . .. .. .. 15

2.5 Une caractérisation du GFF . . . . .. ... ... ... ... .... 16



Rapport de stage ENS

Introduction

Ce document est le rapport du stage que j’ai effectué du 15 Février au 15
Mai 2021 au Laboratoire de Probabilités Statistiques et Modélisation de Sorbonne
Université sous la direction de Monsieur Quentin Berger. L’objectif a été d’étu-
dier et de s’approprier le Champ Libre Gaussien, un objet d’importance centrale
en probabilité. Ce stage a principalement pris la forme de lectures de documents
scientifiques portant sur le champ libre gaussien, ponctuées par des séances avec
Monsieur Berger pour répondre a mes questions et me guider dans mes lectures.
Compte tenu de la situation sanitaire, une partie de ces séances ont eu lieu en
vidéoconférence et ont basculées dans une seconde partie vers des séances en pré-
sentiel a Jussieu.

Ce rapport présente une partie des outils mathématiques que j’ai pu découvrir
a cette occasion et suit globalement le déroulement chronologique de mon stage.
Dans la premiere partie, nous définissons le champ libre gaussien discret sur les
sous-réseaux de Z¢. Celui-ci peut étre vu comme un modele treés naturel d’interface
aléatoire, et nous décrivons dans ce rapport certaines de ses propriétés centrales.

Dans un second temps, nous regardons les limites éventuelles de la loi du champ
libre gaussien discret lorsque 'on augmente la taille du réseau sous jacent. Nous
établissons en particulier ’existence d’une limite thermodynamique en dimension
supérieure a 3 et d'une limite d’échelle vers un pont Brownien en dimension 1.

La limite en dimension 2 est un cas d’intérét particulier et son étude a été
au cceur de la deuxiéme partie de mon stage. Elle m’a amené a étudier le champ
libre Gaussien continu et a m’approprier certains outils d’analyse fonctionnelle
qui ne m’étaient pas familiers jusqu'alors. Le GFF continu peut étre vu comme
une distribution aléatoire et est une limite naturelle pour le champ libre gaussien
discret en dimension 2. Il s’interpréte comme un vecteur Gaussien canonique dans
I'espace de Sobolev Hg (D).

Nous établissons certaines des propriétés d’invariances et de régularités dont
bénéficie le GFF continu. Nous présentons en particulier une propriété d’invariance
conforme et une propriété de type Markov spatiale. Une attention particuliere
a été prise pour étudier ces propriétés en analogie avec celles du champ libre
gaussien discret. Dans la derniere partie de notre stage, nous avons étudié un
résultat récent et relativement délicat de caractérisation du GFF en terme de ses
propriétés d’invariances, que nous présentons en fin de rapport.
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1 Le GFF discret, définition et limite d’échelle

1.1 Le GFF discret

Dans tout le rapport, les sous ensembles A C Z% sont munis d'une structure de
graphe en prenant pour ensemble d’arétes &y = {{z,y} C A, ||z — y||s = 1}. Le
bord intérieur de A dans Z? est ’ensemble :

O"A:={uecA|FveZ\Atel que ||u—v|, =1}.

Le bord extérieur de A dans Z? est I'ensemble 0YA = 97(Z% \ A). Les arétes
sortantes de A sont les éléments de 1’ensemble &, (A) défini par :

Eex(N) = {(u,v) € 0~ A x O A tel que ||ju —v|; =1}

On fixe dans cette partie un entier d € N* et A C Z? un sous réseau fini.

1.1.1 Définition du GFF discret

On note A = A U 9*A l'union de A et de son bord extérieur. On souhaite
définir un processus aléatoire sur I’espace mesurable (R*, B(R)®*) qui pénalise les
grandes variations le long des arétes du réseau. Une fagon naturelle de construire
une telle variable consiste a prendre la mesure de Gibbs associée a une énergie
proportionnelle a la variation quadratique totale le long des arétes de A. Plus
précisément, on définit :

Définition 1.1 (Energie de Dirichlet). Le Hamiltonien du DGFF ou énergie de
Dirichlet associé a une configuration (w;),c5 € R* est donnée par :

ol 8 > 0 est un parametre du modele.
Qui nous amene a introduire :

Définition 1.2 (Champ libre Gaussien discret). Un champ libre Gaussien discret
(ou DGFF) sur A est un vecteur aléatoire ¢, 3 dont la densité est définie pour

tout Borélien B € B(R") par :

L e_H]\,ﬁ(w)Hdwi H (50(de>,

P(pas € B) = pap(B) = 7o )
) 1EA JEOTA



Rapport de stage ENS

10.0

5.0
2.5
0.0
—-2.5
=5.0
—-7.5
-10.0

FIGURE 1.1 — Un tirage du DGFF sur A = [|0, 20

ou la constante Z, g est une constante de renormalisation appelée fonction de
partition :

Ihg = e MA@ TT dw; Oo(dw;
B RA J

1EA jedTA
_ 5 , B )
- P Ty Do (wi—w)® = 1 > wi | ] dws.
R ij€€ (if)eBe(h) ) i€A
Ce sont les termes en w? qui assurent que ZAﬁ < 00.

Remarque. On a H; 4(w) = Hiz,(8Y?w). En particulier ¢, 5 a la méme loi que
AB Al PA,B

BY20;. Quitte & renormaliser, on peut donc supposer que = 1 et on note désor-

mais YA = Qa1-

1.1.2 Fonction de Green, représentation comme vecteur Gaussien

L’énergie de Dirichlet H, : R — R étant une forme quadratique définie posi-
tive, il est clair que le vecteur p, est Gaussien. Une version discrete de 'identité
de Green-Gauss permet de montrer que l'on a en fait :

1 1 _ 2
Haa(w) = iw (—MNA) w = HW’LTZAW
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ott Al € Mx(R) est la restriction de la matrice du Laplacien discret Azqs de Z¢
au domaine A. Ses coefficients sont explicitement donnés par :

—2d sii=j
VijjeA, Al(,j)=4 1 sii~j
0 sinon

La densité de ¢ est donc proportionnelle a :

1

Aexp (—2|]w|]2_21dA|A> :
On reconnait la densité d'un vecteur Gaussien centré de matrice de covariance
(—2—1dA| A) L. 1l existe une expression plus explicite de cet inverse. En effet, remar-
quons que —%A] r» = I — Py, ou P, est la matrice de transition d’'une marche
aléatoire simple sur Z? tuée en sortie du domaine A (en particulier Py est sous
stochastique). Un résultat classique des chaines de Markov indique que I'inverse
de cette matrice est donné par la fonction de Green :

Définition /Proposition 1.1 (Fonction de Green). La fonction de Green G est
définie pour tout couple x,y € A par :

TA
GA(xay) =E, [Z ]I{szy}] )
k=0

ot (X,)n est une marche aléatoire simple sur Z2 partant de x et Tp = inf{n €
N, X, ¢ A} est le temps de sortie du domaine A. Elle est Uinverse de —35A|5,
c’est a dire :

Ga(., ) =0 sur A°
A|ZGA(.,x) = —2dd,(.) sur A’

ot 0, est la fonction delta de Kronecker en x.

On a ainsi :

Théoréme 1.1 (Représentation de ¢ comme vecteur Gaussien). Le vecteur o
est un vecteur Gaussien centré dont la matrice de covariance est donnée par la
fonction de Green.

1.1.3 Espace de Dirichlet et propriété de Markov spatiale

A Tinstar de tout vecteur Gaussien, le DGFF s’exprime particulierement sim-
plement dans la base de vecteurs propres de sa matrice de covariance. Cela nous
amene a introduire :
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Définition 1.3. Soit f,g € R%, le produit interne de Dirichlet, noté (.,.)y est
définie par :

(f,9)v = _%lfTAhg

Il fait de R* un espace euclidien appelé espace de Dirichlet dans lequel le DGFF
est le vecteur Gaussien canonique :

Proposition 1.1. Soit (‘Pn)nSIAI une base orthonormée de l’espace de Dirichlet et
(Zn)n un ensemble de variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1). Alors le
vecteur :

Y= Z Zip;,

i<|A|

a la méme loi que le DGFF.

FIGURE 1.2 — Deux vecteurs propres du laplacien, 1'un avec grande valeur propre
(gauche) l'autre avec petite valeur propre (milieu), et un tirage du DGFF sur
A = [-100,100]* (droite).

Les propriétés géométriques de 1’espace de Dirichlet nous renseigne sur des
propriétés de décompositions du DGFF en composantes indépendantes. Fixons en
effet I' C A un sous réseau fini de A. Notons Sp I'ensemble des fonctions f € RA
dont le support est contenu dans I' et Hp I'ensemble des fonctions g € R* qui sont
harmoniques sur I' (c’est a dire telles que A|yg = 0 sur T'). Il n’est pas difficile de
voir que St et Hr sont des supplémentaire orthogonaux pour (-, )y :

1lv
Hr@Sr = R, (1)

Comme ¢, est un vecteur Gaussien canonique dans I'espace de Dirichlet, toute dé-
composition orthogonale induit une décomposition de ¢, en deux vecteurs Gaus-
siens indépendants. On déduit de (1) la propriété de Markov spatiale pour le
DGFF, qui est fondamentale pour son étude :

7
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Proposition 1.2 (Propriété de Markov spatiale pour le DGFF). Fizons ' C A C
72 deuz sous réseauz finis de Z et o™ le champ libre Gaussien sur A. On a la
décomposition :

ot =o' + hr,
ot @' et hr sont deuz variables Gaussiennes indépendantes telles que :

o ¢! est presque stirement nulle hors de T et sa restriction a I' a la loi d’un
DGFF surT.

e hr est presque sturement harmonique sur I'.

FIGURE 1.3 — Décomposition d’un tirage du DGFF sur A = [[1,15|]* (gauche) en
une composante dont le support est dans I' = [|5, 13]]?> (milieu) et une composante
harmonique sur I (droite)

1.2 La limite thermodynamique pour d > 3

On s’intéresse a présent a la limite éventuelle de la loi du DGFF lorsque la
taille du domaine A augmente. On commence par le cas plus simple ou d > 3 et
on fixe une suite croissante exhaustive (Ay)y de sous réseaux finis de Z :

U Ay =2%
N>0
La raison pour laquelle le cas de la dimension > 3 est particulierement simple

provient du fait que les fonctions de Green G, convergent simplement dans ce
cas. En effet, on rappelle que :

Lemme 1.2 (Transcience d’une marche symétrique simple sur Z¢,d > 3). Soit
(X:); une marche aléatoire simple sur Z* (d > 3). La fonction de Green globale
Ga(z,y) = E; 2272 Lx,=,] est bornée. En particulier par convergence monotone :

GAn (CL’, y) n—>—o>o Gd('ra y)

8
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Il en suit alors I'existence d’une limite thermodynamique :

Théoréme 1.3. Notons ¢p, € R un DGFF sur Ay que l'on prolonge a 0 sur
Z3\ Ay. Les marginales finies dimensionnelles de la suite (Pa,)N>0 convergent
en loi vers celles d’un champ gaussien centré (®q(x)),eza dont la structure de
covariance est donnée par Gg.

Démonstration. Soit A C Z?* fini, on a @p,|a ~ N(0,Gay|sz). Comme on a :
V(w,y) € A%, Gay(z,y) = Galw,y),

le vecteur (fini dimensionnel) @y, |a converge en loi vers un vecteur Gaussien de loi
N(0,Gylp2) (c’est clair en passant par les transformées de Fourier des variables).

L’existence d’'un champ global ®; dont la structure de covariance est donnée
par G4 est d’autre part assuré par le théoreme d’extension de Kolmogorov. O

Remarque. On peut en fait montrer que la loi de ®4 est une mesure de Gibbs
en volume infini pour le champ libre Gaussien. Ce point de vue n’est pas détaillé
dans ce rapport.

1.3 La limite d’échelle pour d =1

On prend a présent d = 1, et a I'instar du cas précédent on fixe (Ay)y une
suite exhaustive croissante de sous réseaux finis de Z. Le cas de la dimension 1 est
également facile a étudier puisque 'on dispose de la représentation suivante :

Proposition 1.3 (Représentation comme marche aléatoire Gaussienne). Soit N >
1 un entier et (X;)i<n une suite i.i.d. de v.a.r. de loi N'(0,1). Posons S, = ¥F | X;
et So = 0. Le vecteur

S 25 N —-1)S
\/§<Oasl_]\]]—va32_]\;va"' aSN—l_(]V)]V70>

a la loi d’'un DGFF sur [|[1I, N —1]] .

Démonstration. C’est clairement un vecteur Gaussien centré, on vérifie alors juste
que pour ¢ < j :

Cov <\/§ (Si - ZSN) V2 <5j - jSN)) =2 (E[Sisﬂ - ] o ZjE[S]ZV])

N N N N N2
- { oy uN
N N N?
2i(N — j)
N
que l'on identifie & la fonction de Green sur [0, N]. O

9
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F1GURE 1.4 — Convergence du DGFF en dimension 1 vers un pont Brownien

Une application du théoréeme de Donsker indique alors que :

Théoréme 1.4. Notons ¢ le DGFF sur [|0,N|], la suite formée des processus
(XN (t))tepo) définis par :

tel0,1], Xn(t) = \/\/% [on(INt]) + (Nt — [Nt])on([NE])]

converge en loi vers un pont Brownien standard sur [0, 1].

2 Le GFF continu

Il nous reste a traiter le cas de la dimension 2 qui est un cas particulierement
intéressant puisqu’il n’existe dans ce cas ni limite d’échelle ni limite thermody-
namique. Pour le voir, commencons par introduire un cadre d’étude précis aux
limites d’échelles en dimension 2.

2.1 Limite d’échelle du GFF discret vers le GFF continu

2.1.1 Domaines admissibles pour la limite d’échelle

On se place désormais dans le cas d = 2 et on identifiera C & R2 On fixe
dans toute cette partie D C C un sous domaine bornée simplement connexe. On
approxime D par un ensemble de sous réseaux discrets de Z? de la facon suivante :

Définition 2.1 (Approximations discretes). La suite d’approximations discretes
de D est donnée par la suite (Ay)y de sous réseaux de Z?* définis par :

1
Ay = {x € 7* | distoo(x/N, D) > N}’

ol la distance sous-jacente est la distance o, sur Z2.

10
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FIGURE 2.1 — Un sous domaine de C superposé a une de ses approximations
discretes %AN. Remarquons que ce choix d’approximation préserve la topologie
de D et ne traverse jamais 0D.

Notons @™ € R une suite de DGFF associés aux approximations Ay. On
associe a ¢™V une fonction h*~ en escalier par :

An . D—R
h '{mwwvzn’

et on cherche & savoir si il existe une renormalisation de la suite h*N permettant
de converger vers une limite non dégénérée. On sait déja que pour tout x € D, on
a Gay(|Nz|, [Nz]) = 0o (c’est le théoreme de récurrence des marches aléatoires
simples sur Z?). En particulier :

Vz € D, Var(h™(2)) — oo.

N,00

Une étude plus fine des fonctions Gy, (| Nz, [ Ny|) permet d’établir une asymp-
totique beaucoup plus précise qui utilise la notion de mesure harmonique :

Définition 2.2 (Mesure harmonique). Considérons un Brownien bidimensionnel
(B¢): partant de z et 7p son temps de sortie du domaine D :

p = inf{t > 0, B; ¢ D}.

La mesure harmonique sur 0D vu de z est la mesure Borélienne I1(z,.) supportée
par 0D et définie par :

VA € B(R?), TI”(z,A) =P.(B,, € A).

11
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L’asymptotique pour les fonctions de Green discretes s’exprime alors :

Théoreme 2.1. [] existe une constante cq telle que pour tout v € D, on a :

2 2
Ga(INe, [No) = ZlogN +co+ > [ logla = 4lI1°(w,dz) + o(1),
Nyoo T Jop
et pour x # vy,
2 2 D
Gay([Nz], [Ny]) 5= ——loglz —yl+ — [ logly — 2|II7(x, d2),

;00 m ™ JoD

la convergence se faisant localement uniformément en (z,y).

Le cas de la dimension 2 est donc fondamentalement différent du cas d = 1. En effet,
les covariances Cov(h™¥ (), hA¥ (y)) convergent lorsque = # y mais divergent pour
x = y. Cela prohibe levistence d’une renormalisation des fonctions h™N assurant
une convergence vers un champ Gaussien non trivial sur D.

La preuve du théoreme 2.1 est omise, évoquons simplement le fait qu’elle utilise
la convergence faible vers IIp(z, -) des mesures harmoniques discrétes définies par :

HN(J% ) = Z PI_NZJ (X-r = y)éy/N(')v

y€8+AN

ou X, est la position de sortie de Ay d’'une marche aléatoire simple partant
de | Nz|. Cela nécessite certaines propriétés géométriques sur D, que la simple
connexité permet en particulier d’assurer.

2.2 Définition du GFF continu

On a vu a la section précédente qu’il n’existe pas de limite d’échelle des DGFF
en dimension 2. Notons désormais :

GP(z,y) := —log |z — y| +/ log |y — z|lIP (z, dz).
oD
D’apres le théoreme 2.2., on a donc :
2
Gan([Nal, [Ny)) = 2G(a,).

Méme si GP(x,y) — oo lorsque y — , la singularité en y = x est intégrable. En
particulier, plutot que de considérer directement les processus ponctuels h*~ (2),
on peut amortir la singularité en intégrant A~ contre des fonctions ¢ : D — R
C* a support compact. Notons ainsi pour simplifier :

A @) == [ K.
(0) = [ 1o

12
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On a approximativement (h*¥, @) ~ Y,cr\ m2@ay (¥)¢(x/N) de sorte qu'en re-
gardant la variance, on reconnait une somme de Riemann :

Var (W, 6)] & 1 3 Gy (9)6(/N)o(y/N)

T, YEAN

2o [ 26w etot)dedy < o
D JD

Cet argument peut étre rendu rigoureux en établissant des estimées plus précises
et permet d’établir le théoreme fondamental suivant :

Théoréme 2.2 (Convergence du GFF discret vers le GFF continu). Notons D(D)
l’ensemble des fonctions C*° a support compact dans D. Les marginales finies di-
mensionnelles de ((h*~, ¢))pep(p) convergent en loi vers des vecteurs Gaussiens.
Plus précisément, pour toute famille finie (¢1, o, -+, ¢n) de fonctions tests :

((hAN7¢1),... 7(hAN7¢n)) N%N (0, iﬂ@ﬁj)@j@)v

ot Uon définit T (s, ¢;) == [p2 GP(,y)di(x)d;(y)dady.

A défaut d’'une limite ponctuelle, il existe ainsi une limite d’échelle pour les pro-
cessus amortis contre des fonctions tests. On est donc amené a définir :

Définition 2.3. Le GFF continu sur D est un processus Gaussien centré (hq? )¢€D( D)
indexé par D(D) de structure de covariance I

2.3 Espace de Dirichlet continu

L’espace de Dirichlet continu est définit par analogie au cas discret :

Définition 2.4. Pour f,g € D(D), on note :

(f,9)v Z—/f 9-

C’est un produit scalaire sur D(D) appelé énergie de Dirichlet. 11 fait de D(D)
un espace prehilbertien appelé espace de Dirichlet. Son complété est 1’espace de
Sobolev Hj (D). On peut montrer de fagon analogue au cas discret que I'on a :

Vi, € D(D), T (—5-Af,—5-Ag) = (f.g)s

Rappelons d’autre part un résultat classique de décomposition spectrale du Lapla-
cien :

13
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Proposition 2.1. L’opérateur —A : HY(D) — H}(D),¢ — —A¢ admet une
énumération croissante de ses valeurs propres (\,)n, et il existe une famille (uy)n
de H}(D) qui vérifie :

e (u,) est une base orthonormée de (H}(D),(-,-)v)

o —Au, = \en
Il est alors possible de montrer un analogue continu a la Proposition 1.2. :

Théoréme 2.3. Soit (Z,), une suite i.i.d de variables N'(0,1), et notons :

k<n
Pour tout ¢ € D(D), (Sp, ¢) = fD n® converge presque surement vers une variable

aléatoire hy. Le processus (h)gen(p) @ la loi d'un GFF sur D.

Remarque. 1l est en fait possible d’établir la convergence de la suite (S,,), dans
chaque espace de Sobolev H§(D) pour s < 0. En particulier, cela montre qu’il
existe une régularisation du GFF qui en fait une distribution aléatoire.

2.4 Propriétés d’invariance du GFF continu
2.4.1 Invariance conforme

Il n’est pas tres difficile de voir que pour tout x € D, la fonction GP(z,-) est
harmonique sur D \ {x} et que GP(z,y) o —log|z — y| + O(1). D’autre part,

I’hypothese de simple connexité de D suffit pour assurer que les points de 9D sont
réquliers, c’est a dire que pour tout z, € 0D :

Pz, ) 2% 5, ().

DB%—}xb

On en déduit en particulier que pour tout y € D, on a GP(z,y) — 0. En utilisant

T—Tp
ces quelques propriétés, il n’est pas difficile d’établir que :

Proposition 2.2. La fonction de Green est invariante conforme. Plus précisé-
ment, si T : D — D’ est biholomorphe, ou D, D’ sont des ouverts simplement
connexes de C, on a :

Va,y € D, GD'(T(:I;),T(y)) = GP(x,y).

14
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Démonstration. Notons f(z,y) = G (T(z),T(y)). Comme les applications holo-
morphes transportent les fonctions harmoniques, il est clair que f(x,-) est harmo-
nique sur D\ {z} et est prolongeable par continuité en une fonction nulle sur 0D.
D’autre part, on a :

fle,y) =, —log|T(z) =T(y)| +O(1) = —log |z —y[+ O(1).

Ainsi h(+) := GP(x,-) — f(z,-) est une fonction harmonique bornée sur D \ {z},
qui tend vers 0 au bord de D. Un résultat classique sur les fonctions harmoniques
permet de conclure que h = 0 et donc que f = GP. m

Un simple calcul montre alors que le GFF hérite de I'invariance conforme de G,

Théoréme 2.4 (Invariance conforme du GFF). Soient D, D’ C C deuz sous-
domaines simplement connezes et T : D — D' biholomorphe. Notons (hg)sep(p)
le GFF continu sur D. Alors (|hyppgor)yepny a la loi dun GFF sur D'

2.4.2 Propriété de Markov spatiale pour le GFF

Il existe un analogue continu a la proposition 1.3.. Pour le voir, remarquons
qu’en vertu du théoreme 2.3., le GFF peut étre compris comme une forme de vec-
teur Gaussien canonique dans lespace de Dirichlet (Hg (D), (-, -)v). A l'instar du
cas discret, les décompositions orthogonales de cet espace vont induire des décom-
positions du GFF en composantes Gaussiennes indépendantes. En particulier, si
U C D est un ouvert simplement connexe a bord C*, il est facile de voir que :

HY(D) = HY(U) @ Harm(U),

ou Harm(U) est I'ensemble des fonctions dont la restriction a U est une fonction
harmonique. On peut alors montrer que :

Théoreme 2.5. Soit h le GFF sur D, on a la décomposition :
h= hU + (V2

ot hy et ¢ sont deuz processus indépendants indexés par D(D) et vérifiant :
o hy est nul en dehors de U et a la loi d'un GEFF sur U o lintérieur de U.

e © est harmonique dans U.

15
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2.5 Une caractérisation du GFF

Finissons ce rapport en présentant un résultat récent de caractérisation du
GFF en terme de ses propriétés d’invariances. Notons a ce titre B la classe des do-
maines bornés et simplement connexes de C. Nous avons construit un ensemble de
processus (((h”, ¢))sep(p)) pes, qui possédent certaines propriétés d’invariances :

1. Invariance conforme. Soit D, D" € Bet T : D — D' biholomorphe. Alors :
L /
(B2, T"P¢ o T))gen(pry = (B, 6))sen()-

2. Markov spatiale Si D’ C D, alors h” se décompose de facon unique :
h? =hp +¢p

oit hB" et B sont des processus indépendants, avec hg'|D(D/) £ RD et
hg/b( p\py = 0, et ou P est presque stirement harmonique sur D'
Rajoutons aux propriétés 1 et 2 la propriété de 'conditions nulles au bord’ :
3. Condition de Dirichlet Notons D le disque unité ouvert et (f,), € D(D)
une suite de fonctions tests radiales de masse 1 sortant de tout compact :
Vr €]0,1], Ing>1, Yn >n, Supp(f,) N B(0,r)=10.
Alors Var((h?, f,.)) — 0.

Prenons a présent le point de vue inverse. Quels sont les familles de lois qui sa-
tisfont a ces conditions? Il s’avere que ces propriétés sont tres contraignantes et
caractérisent le GFF si 'on rajoute une propriété de moments. C’est 'objet du
théoreme récent et relativement délicat a établir qui suit :

Théoréme 2.6 (N.Beretsyki, E. Powell, G.Ray). Soit (u?)pep une famille de
lois de probabilités telles que :

e Pour tout D € D', une variable h” de loi pP est un processus (h”, §)sep(p)
centré indexé par D(D), et agissant linéairement sur les fonctions tests :

6,6/ € D(D),VAER, (h”, Mo +¢)'= KD, 0) + (h”,¢).
e La structure de covariance de hP, que l'on note T'p :
P { D(D) x D(D) — R
| & E[(RP, 0) (R, ¥)]

est une forme bilinéaire continue pour la topologie des fonctions tests.
e Les conditions d’invariance conforme, de Markov spatiale et de Dirichlet sont

vérifiées.
e VD € B,Y¢ € D(D), E[(h",$)}] < .

Alors il existe une constante o > 0 telle que pour tout D € D', uP est la loi d’un
multiple ah® du champ libre Gaussien sur D.

16
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Conclusion :

Le but de ce stage était d’introduire et d’étudier les propriétés du champ libre
Gaussien discret sur Z? et du champ libre Gaussien continu sur C. Ces objets
apparaissant dans de diverses branches des probabilités, ce stage m’a permis de
découvrir une grande variétés de théories mathématiques.

Il a également été I'occasion pour moi de commencer a m’approprier des outils
avec lesquels je n’étais pas familier jusqu’alors, en particulier issus du calcul sto-
chastique et de ’analyse fonctionnelle. Ce stage m’a permit d’affiner mes intéréts
mathématiques et j’en tire a ce titre un bilan tres positif.

Méme si j’ai pu m’approprier certains des aspects les plus fondamentaux du
champ libre Gaussien, je n’ai en revanche pas eu le temps de m’intéresser a ses
aspects plus applicatifs. En particulier, je n’ai pas eu l'occasion de I'étudier en
relation avec le modele de dimeres qui avais été le sujet dans mon mémoire de L3
et pour lequel le champ libre Gaussien apparait comme limite d’échelle en variation.
De multiples pistes restent donc encore ouvertes pour me permettre d’approfondir
son étude.

17
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Introduction

Le GFF apparait depuis quelques années comme un objet d’importance cen-
trale en probabilité. Celui ci peut étre vu comme un processus Gaussien canonique
dans des espaces de fonctions munis de normes pénalisant les grandes variations
locales. Il bénéficie a ce titre de propriétés d’invariances assez fortes et peut étre
vu comme une maniere naturelle de généraliser le mouvement Brownien. En di-
mension 2 particulierement, le GFF émerge comme limite d’échelle pour une large
classe de modeles, incluant par exemple la limite en variation de la fonction de
hauteur associé au modele de dimeéres ([5]), ou encore le polynéme caractéristique
de certaines matrices aléatoires ([3]). L’objectif de ce stage a été de s’approprier ce
nouvel objet, ses variantes discrétes et continus et d’étudier les limites d’échelles
entre celles-ci.

Dans le chapitre 1, nous définissons le champ libre gaussien discret (DGFF) sur
les sous-réseaux de Z?. Notre choix a été de suivre un formalisme emprunté a la
mécanique statistique, en commencant par définir le DGFF grace a son Hamilto-
nien ([9]). Nous démontrons a posteriori qu’il s’agit en fait d'un vecteur Gaussien
dont la matrice de covariance est donnée par la fonction de Green.

Dans la deuxieme partie du chapitre 1, nous étudions les limites éventuelles
de la loi du DGFF lorsque 'on augmente la taille du réseau. Nous montrons en
particulier 'existence d’une limite thermodynamique en dimension supérieure ou
égale a 3 et d’'une limite d’échelle vers un pont Brownien en dimension 1.

La limite en dimension 2 est un cas d’intérét particulier et est étudiée en détail
dans le chapitre 2. Elle nous ameéne a introduire le GFF' continu (cf [1]), que nous
définissons premierement comme un processus stochastique indexé par les fonctions
tests D(D) d'un sous domaine D C C. Nous montrons ensuite qu'’il peut en fait
étre vu comme une distribution aléatoire et on explique en quoi il s’interprete
comme un vecteur Gaussien canonique dans 'espace de Sobolev H} (D). La section
2.3 présente la preuve de la convergence du DGFF en dimension 2 vers le GFF
continu ([7]).

Nous présentons dans la partie 2.4 les propriétés centrales d’invariances et de
régularités dont bénéficie le GFF continu. Nous montrons en particulier qu’il vérifie
une propriété d’invariance conforme et une propriété de type Markov spatiale.
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Une attention particuliere a été prise pour présenter ces propriétés en analogie
avec celles du DGFF discret. Nous présentons enfin dans la partie 2.5 un résultat
récent de caractérisation du GFF en terme de ses propriétés d’invariances.

vi



Chapitre 1

Le GFF discret, définition et
limite d’échelle

1.1 Le GFF discret

1.1.1 Notations et conventions

Cette section regroupe les définitions et les notations relatives aux réseaux qui
seront utiles pour la suite. Une introduction plus conséquente a la théorie des
réseaux peut étre trouvé dans [0].

Définition 1.1.1 (Réseau Z%). Soit d > 1 un entier. Le réseau Z? est le graphe
infini dont les sommets sont les éléments de Z? et dont les arétes sont données par
les éléments de :

e~ {lea e @y

d
||x—y||1=z|xi—yi|=1}.
=1

On note ~ la relation sur Z¢ associée a £% :
v~y (,y) €€l e |lz—ylh =1

Définition 1.1.2 (Sous réseau de Z%). Soit A C Z% un sous ensemble de sommets,
on le munit d’une structure de sous réseau de Z¢ dont les sommets sont les éléments
de A et les arétes sont les éléments de £, := £4 N A%. Fixons < un ordre total
arbitraire sur Z%, on notera :

En = {(u,v) € &y | u < vl

Le bord intérieur (respectivement extérieur) de A dans Z? est le sous ensemble
de Z¢ défini par :

O A:={ueA|Iv¢A,(uv) e,
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(resp. OTA :=={u & A | Jv € A, (u,v) € EY} = 9~ A°). Les arétes sortantes de A
sont les éléments de 'ensemble &, (A) défini par :

Euu(A) = (07A x T A) N EL

Gradient et divergence discretes :

Fixons a présent un tel sous réseau A C RZ". On note Cy(Z?) = R%" lespace
des fonctions sur les sommets de Z% et C(Z¢) C RE* Tespace des fonctions sur les
arétes de Z¢ compatible avec I'orientation :

C1 (2% = {f € R ‘Vuv € & f(uw) = —f(vu) }
Définition 1.1.3. L’opérateur gradient est I’application linéaire définie par :

. CO(Zd) — Cl(Zd)
V'{ fooe w e ) - fw)

L’opérateur de divergence est I'application linéaire A définie par :

f = (U = Z’UEZd vuv.f) ’

u~v

A:{ C()(Zd) — C()(Zd)

On notera V;;f = f(j) — f(i) si f est définie en ¢ et j et par extension Vf(i) €
Co(Z%) le vecteur dont la jéme coordonnée vaut V;; f si i ~ j et 0 sinon.

Ces opérateurs sont reliés par les formules suivantes, dites de Green Gauss dis-
cretes :

Lemme 1.1.1 (Formules de Green-Gauss discrétes). Soit f, g € Co(Z%) et A C Z¢
un sous ensemble fini, on a :

va(i) -Vg(i) = _ZgiAfi + Z 9;iViif,

ieA i€EA 1j€Eex(A)
Z(fiAgi - Afigi) = Z (fjvijg - givijf)-
i€A 1jE€Eex (A)

Elles sont I’équivalent discret des relations de Green Gauss dans le cas continu.

Démonstration. Dans les deux cas, les deux membres sont des formes bilinéaires
en f et ¢g qui ne font intervenir que les valeurs de f et g en A U 0TA. 1l suffit
donc de vérifier que les relations sont vraies lorsque f = 0,(.) et g = 6,(.), ou =
et y parcourent A U 9TA. Cela se fait facilement en séparant en les différents cas
suivant que z et y appartiennent & A ou a 9T A. O

2
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Pour A C Z% on notera A|y € Mj(R) la restriction de la matrice du Laplacien
Agza de Z% au domaine A. Ses coefficients sont explicitement donnés par :

—2d sii=}
VijeA AWj)={1 sii~j
0 sinon

Signalons que cette matrice n’est pas égale a la matrice du Laplacien de A en
général.

Finissons cette partie en fixant quelques notations probabiliste. L’espace RZ est
muni d’une structure d’espace mesurable par la tribu produit B (]R)@)Zd. AT cZ,
on associe d’autre part la sous tribu Fr définie par :

Fr = {0,R}*" @ B(R)" c B(R)**".

La famille (Fr)pe(pza).c) forme ainsi une filtration de (R%, B(R)®%"). Les événe-
ments seront notés w ou ¢ et les mesures de probabilités sur ces espaces seront
généralement dénotés par p.

1.1.2 Définition du GFF discret par le Hamiltonien

On fixe & présent un entier d € N* et on se place sur A C Z% un sous réseau fini.
On souhaite définir un processus aléatoire sur 'espace mesurable (R*, B(R)®*) qui
pénalise les grandes variations le long des arétes du réseau. On est ainsi amené a
introduire :

Définition 1.1.4 (Energie de Dirichlet). Le Hamiltonien du DGFF ou énergie de
Dirichlet associé & une configuration (w;);ep € RA est donnée par :

Hap(w) = 1 Yo (wi—wy)?

ou 3 > 0 est un parametre du modele.

La fonction H, g est invariante par translation :
Ve € R, HAﬁ(w) = ’HAﬁ(w + C).

Sans conditions supplémentaires, une configuration a donc la méme énergie que
ses translatés. En particulier, il n’y a pas de manieére de renormaliser une mesure
sur R®8®) proportionnelle & une fonction de 'énergie de Dirichlet pour en faire
une mesure de probabilité. Il existe deux solutions pour contourner ce probleme :
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e Il est possible de rajouter un terme pénalisant les grandes valeurs de w;. Ceci
amene a la définition du Hamiltonien pour le champ libre Gaussien massif :

Hapm(w) = 4@ o (wi—wy)?+ %Zw?.

invjisi, jEA ieA
Cette approche ne sera pas détaillée plus en détail dans ce rapport.

e La deuxieme possibilité consiste a imposer les valeurs de w sur le bord exté-
rieur 01 A, puis de regarder Hpg+a g. C'est cette approche que l'on détaille
a présent.
Remarque. Les termes quadratiques (w; — w;)? peuvent étre motivés par une
interprétation énergétique du Hamiltonien. Supposons en effet que chaque aréte
du réseau correspond a un petit ressort de raideur 5 et que chaque point de A est
autorisé a se déplacer perpendiculairement au réseau. A chaque événement w € R*
on associe la configuration fixant chaque point + € A C R? en (7,w,) € R¥*. Le
Hamiltonien coincide alors a une constante additive pres avec 1’énergie potentielle
élastique associée aux ressorts.

Evoquons enfin qu’une large classe de champs aléatoires généralisant le DGFF
en remplagant les termes quadratiques par une fonction plus générale V(V,;¢)
sont également largement étudiés®. Le DGFF reste néanmoins un objet d’intérét
en soi car il dispose d’une structure supplémentaire de champ Gaussien qui facilite
grandement son étude.

On note désormais A = A U9 A I'union de A et de son bord extérieur.

Définition 1.1.5. Soit n € de, la mesure de Gibbs associée a Hjy g4, de condition
au bord 7, est la mesure de probabilité définie pour tout Borélien B € B(R") par :

1
Ho(B) = g [ e T T 6, (de),
' Zyp JB

1€EA jeOtA

ou la constante ZXﬁ est une constante de renormalisation appelée fonction de
partition et définie par :

ZX,B = / e Haps@) H dw; H O, (dwy).
RA i€A JEOTA

Remarque. Sin = 0 pour simplifier, on peut réécrire :
ZO _ 6 2 ﬁ 2
A3 exp T4 Z (wi — Wj) T 1 w; H dw;.
RA ije€n i€cd—A icA

Ce sont les termes en w? qui font perdre la propriété d’invariance par translation
du Hamiltonien et assurent que Z3 5 < oc.

1. cf par exemple au modele d’interface Vi de Ginzburg-Landau

4
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Définition 1.1.6 (DGFF). Un champ libre Gaussien discret (ou DGFF) sur A,
de condition au bord 7, est un vecteur aléatoire ¢} de loi ,qu 5

Remarque. On a Hj 4(w) = Hjz,(8"?w). En particulier ¢} a la méme loi que
1/2

BL/2P o Quitte a renormaliser, on peut donc supposer que 3 = 1 et on note

désormais ¢" = .

10.0 5.0
7.5
5.0 2.5
2.5
0.0 0.0
—2.5
—5.0 —2.5
-7.5
-10.0 5.0

FIGURE 1.1.1 — Un tirage du DGFF sur A = [|0,20|]? avec conditions nulles au
bord

1.1.3 Espérance du DGFF et probleme de Dirichlet

L’objectif de cette partie est de démontrer la décomposition suivante :
n£L ,m 0
" =u" + ¢, (1.1)

oll u" est une fonction déterministe dépendant des conditions au bord et ¢ est
un DGFF sur A pour n = 0. Remarquons que par symétrie du Hamiltonien, on a
lorsque n =0 :

VA € BR)®MA, 4l ((A) = i} 1 (- A).

)
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On doit donc avoir E[¢%(.)] = 0 sur A. En particulier, si la décomposition (1.1) est
valable, il vient :

Vi e A, u(i) = E[p"(i)].

Lemme 1.1.2. La fonction u" := E[p"(.)] est l'unique solution du probléme de
Dirichlet :

b ;[ W) =n0) vieoara
TA) Au(i) =0 Vi€ A '
Démonstration. Notons h" la solution du probleme de Dirichlet (P, ). On veut

montrer que h'”7 = u". Réécrivons pour cela le Hamiltonien en un élément w coin-
cidant avec n sur OTA :

1
i) = o Y w1 )
ijeéy
1 2
=17 2 (Vi)
ijeéy
1 1
=——> wi(Aw);+ — > w;Vyw (Green-Gauss )
4d LISHN 4d 1j€Eex ()
1 1
=——> wilAw)i+— > (F —wmy).
Ad ;% Ad ety ’

Sii € 0~ A, remarquons que 'on a :

wi(Aw); = wi(Alaw); + Z Wit s

JEO+ A inj

de sorte que 1'on peut identifier :

1 1
Hi(w) = ~1d > wilAlaw) + 1d Yo (07— 2wim)
ieh ij€Een (M)
1
=wll?ia, +—= D (0] —2wimy),
wlhh 4d ijE€en(N) ’

ol H'H—ﬁAM est la norme associée au produit scalaire (u, v}_fldAlA = —ul Ay

définie sur R*. Remarquons d’autre part que :
lw = RMZ A, = Il ajy = 200, A7) —apy + 1871 4,

= [[wllZ ), + 2> wiAlaR(0) + [|B7]2 ),
1€EA



Rapport de stage ENS

Par définition, Vi € A\ 0~ A, on a A|ph"(i) = AR"(i) =0, et sii € d"A:
AW = AR = >0 hj=— >
ijegez(A) j%AviN]’
De sorte que :

1
_ K72 - 2 - " 7|2
lo = RIZ Loy = I9I1Z Lo, = 45 ijeg(A) 2nwi + W1 LA,

+ K(n), ou K(n) ne dépend

L A\A)' Le
vecteur ¢ est donc Gaussien, et sa moyenne est clairement A". O

ce qui permet d’identifier Hy(w) = $[w — h"||27iA‘A
2d

que de 7. La densité de ¢" est donc proportionnelle & exp(—1|jw — A7||*

L’expression Hj(w) = $|w — k7|2 + K(n) permet alors immédiatement

3781a

de constater que ©7 + A" a une densité proportionnelle a exp <—§Hw[|2_ 1 AIA)’ qui
2d

est bien celle de ¢°. La décomposition (1.1) est donc démontrée.

1.1.4 Fonction de Green, représentation comme vecteur
Gaussien

On s’est ramené a la section précédente au DGFF ¢° =: ¢ avec conditions au
bord nulles. On a vu a la section précédente que la densité de ¢ est proportionnelle
a:

1
Aexp (=51l 1, )

On cherche a présent a expliciter la matrice de covariance associée. Cela revient a
inverser la matrice —35A[, et nous amene & définir la fonction de Green.

Définition 1.1.7 (Fonction de Green). La fonction de Green G, est définie pour
tout couple xz,y € A par :

TA
GA(I'a y) = ]EJ: [Z 1{Xk=y}] 5
k=0

ot (X,), est une marche aléatoire simple sur Z? partant de = et 7, = inf{n €
N, X,, ¢ A} est le temps de sortie du domaine A.

Proposition 1.1.1. G, est l'inverse de —2—1dA|A, c’est a dire :

Ga(.,x) =0 sur A°
AGA(.,x) = —2d0,(.) sur A’

ot 0, est la fonction delta de Kronecker en x.

7
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Démonstration. Soit x € A, notons G, = Gx(.,z) et @ la matrice de transition

associée a la marche aléatoire sur A tuée sur 9TA (i.e. telle que Q(z,z) = 1 si
z € 0TA). Vu la forme de @, on a :

Vz,y € A, Q" (x,y) = ZszQ”xz ZQ"Q?Z
zry ZNZJ

Et donc 3., [Q"(x, z) — Q"' (x,y)] = 0, en particulier :

zZ~y

=S QN 2) — Q)

z~y n=0

=3 >R =,2) - Q" (z,y)| - > Q)
n=0 z~y 2~y
=0—2dd.(y).
Qui nous donne bien I'expression recherchée. O]

On a donc démontré :

Théoréme 1.1.3 (Représentation de ¢ comme vecteur Gaussien :). Le vecteur "
est un vecteur Gaussien de moyenne l'unique solution du probléme de Dirichlet de
condition au bord n et de matrice de covariance donnée par la fonction de Green.

Représentation de la fonction de Green par les mesures harmoniques

Finissons cette section par présenter une autre forme pour la fonction de Green
dans le cas d = 2, qui sera utile dans le chapitre 2.

Définition 1.1.8. Notons a : Z?> — R la solution fondamentale du probléme du
Poisson :

{ Aa(.) = 40¢(.) sur Z?

a(0) )

Sous forme intégrale, on a :

1 —
a(v) / / cos(zvy + yvg) dudy.
2m)2 ) . ), sin(x/2)? +sin(y/2)?
Soit alors A C Z? un sous réseau fini, vu la définition de a et la proposition 1.1.1.,
il vient que pour tout x € A :

Vy € A\{z}, AlGa(z,) +a(x—)|(y) =0.
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Par ailleurs a a été choisie pour compenser le Laplacien en x :
AlGa(z,y) +a(z — )](z) = -4 +4=0.

Autrement dit Gy (z,.) + a(x — .) est harmonique sur A tout entier et est donc
solution du probléme de Dirichlet :

{ Ag(z) =0 Vze A
d(z) = Ga(z,2) + a(x — 2) = a(x — 2), Vz e 0TA

Il est bien connu que la solution du probleme de Dirichlet est donnée par la valeur
moyenne au temps de sortie de A d'une marche aléatoire simple sur Z? :

Vye A, oy) = ]Ey[XTA] = Z Py(XTA = 2)a(r — 2),
2€0TA

ol (X}) est une marche aléatoire simple sur Z? partant de y et :
Tp = inf{k > 0, X}, ¢ A}.
On a donc démontré le :

Lemme 1.1.4. Soit A C Z? un sous réseau fini, alors pour tout x,y € A, on a :

Galz,y) = —a(z —y)+ > a(z —y)Pu(X;, = 2)
z€0TA

1.1.5 Espace de Dirichlet discret

A Tinstar de tout vecteur Gaussian, le DGFF s’exprime particulierement sim-
plement dans la base de vecteurs propres de sa matrice de covariance. Cela nous
amene a introduire :

Définition 1.1.9. Soit f,g € R*, le produit interne de Dirichlet, noté (.,.)y est
définie par :

1

<f7 g)V = 27d ;} vuvauvg

La somme est prise sur toutes les arétes de Z<, avec f et g complétées par f|xe =
glae = 0. Ce produit scalaire coincide en vertu de l'identité de Green Gauss avec le
produit scalaire (-,-) LAl définie précédemment. Il fait de R* un espace euclidien
appelé espace de Dirichlet dans lequel le DGFF est le vecteur Gaussien canonique.
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Proposition 1.1.2. Soit (gpn)ngw une base orthonormée de [’espace de Dirichlet
et (Zn)n un ensemble de variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1). Alors le
vecteur :

Y= Z Zip;,
i<|A]
a la méme loi que le DGFF.

Démonstration. 11 est clair que ¢ est un vecteur Gaussien centré, il suffit donc de
vérifier que la matrice de covariance coincide avec la fonction de Green. Notons

I(z,y) = E[p(z)p(y)], on a :
I(z,y) = Y E[ZiZ]pi(z)e;(y)

i,5<|A|
= Z wi(T)pi(y).
i</Al
Notons A = {1, -, 2z} et P = (©;(2:))1<ij<ja] € GLja|(R) la matrice dont les
lignes sont les ;. Notons aussi D = —%A] A, on a alors pour tout 7, 5 :

(PEDP)ij = (i, 05)v = 8-
On a ainsi P*DP = I, puis PP*DPP~' = PP~! = ] et donc PP*D = I.

Comme D est symétrique, il vient :

6;j = (PP*D)y = (P(DP)")i; = > Px(DP)j
E<|A]

1
=34 > onl(@) Alaer(z;)
K</l

1
= — AN () (z).

On a donc A|pI(z,-) = —2dd,(.), en utilisant la proposition 1.1.1.; on peut donc
identifier I = G|. O

Remarque. Considérons (\,),<|) une énumération des valeurs propres de —A|y
et (¢n)n<|a| une famille de vecteurs propres associés que ’on choisie orthonormale
pour le produit scalaire usuel (-, -) sur R (ce que 'on peut faire grace au théoréme
spectral). Alors en utilisant Green Gauss :

1
(¢i, i) = (i, _ﬁA’Aﬁbﬂ

Aj
Aj
_ ﬁ(s

ij-

10
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En particulier, (( ) gbz) forme une base orthonormée pour le produit scalaire

(-,-)v. D’apres le théoreme précédent, Y-, Z; Wqﬁ, a la loi d'un DGFF sur A. Re-
marquons alors que si 'un des ¢Z a de grandes variations le long des arétes, alors
A\; est élevé et assure que (2—‘1 gbi reste de taille raisonnable. On retrouve donc

un effet de pénalisation des érandes variations le long des arétes.

FIGURE 1.1.2 — Deux vecteurs propres du laplacien, I'un avec grande valeur propre
(gauche) l'autre avec petite valeur propre (milieu), et un tirage du DGFF sur
A = [-100, 100]? (droite).

1.1.6 Propriété de Markov spatiale pour le DGFF

Cette section a pour but de présenter une propriété importante du champ libre
Gaussien :

Proposition 1.1.3 (Propriété de Markov spatiale pour le GFF). Fizons ' C A C
7? deur sous réseauz finis de 7 et @ le champ libre Gaussien sur A. On a la
décomposition :

SDQ = 905+hrv

oty et hy sont deuz variables Gaussiennes indépendantes telles que :

o ) est presque sirement nulle hors de T et a la loi d'un GFF de conditions
au bord nulles sur T".

e hr est presque stirement harmonique sur I'.

Démonstration. Notons Sp I’ensemble des fonctions f € R* dont le support est
contenu dans I' et Hp 'ensemble des éléments de R qui sont harmoniques sur I

11
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Ce sont deux espaces vectoriels de dimension |I'| et |A \ I'| respectivement et on
constate que pour g € Hr et f € Sp, on a :

<f7 g>V - Z vuvam;g

= ZAf(u)Ag(u) (Green Gauss)
= - Z;f(u)Ag(u) - %: f(u)Ag(u)
=0+0,

La premiere somme étant nulle car Ag = 0 sur I' et la deuxieme étant nulle car
Supp(f) C T. En particulier on trouve Hr C S&, et un argument de dimension
conclut que :

€L
Hr@PSr =R

On utilise a présent la représentation du GFF donnée par la proposition 1.1.2.
Considérons une base orthonormée B = (hy, -+, hjary, 1, sjry) de (R, (-, ) ¢)

i
adaptée a la décomposition Hr@Sr = R*. On a vu que les variables

Z{' = {5, hy)e, 1< <|A[=]T,

1

Zlf = <90(1)\75k>V7 1 S k S |F|7

sont des variables aléatoires i.i.d de loi (0, 1) et que ¢} := Z'krz‘l ZZsp alaloi d'un
DGFF sur I'. Le vecteur ¢ est d’autre part indépendant de hp := Z‘]-A:\lm A JH h; et
est harmonique sur I' comme somme de fonctions harmoniques. On obtient bien

la décomposition voulue. O

1.2 La limite thermodynamique pour d > 3

On s’intéresse a présent a la limite éventuelle de la loi du GFF lorsque la taille
du domaine A augmente. Il est nécessaire de séparer le cas d > 3 (pour lequel il
existe une limite thermodynamique) du cas d = 1 ou d = 2. La dimension 1 est
traité dans la section suivante et le cas d = 2 fait 'objet du chapitre 2.

Fixons a présent d > 3 et prenons n € RZ" une fonction harmonigque. On se
donne enfin une suite croissante exhaustive (Ay)y de sous réseaux finis de Z? :

U Av =Z%

N2>0

12
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Le but de cette partie est de montrer que ngN converge dans un certain sens vers
un champ Gaussien p,, défini sur Z¢ tout entier. Le sens précis de 'objet limite est
donné par la définition suivante :

Définition 1.2.1 (Mesure de Gibbs en volume infini). Soit g une probabilité
sur I'espace mesurable (R%", B(R)®Z"). On dit que p est une mesure de Gibbs en
volume infini pour le champ libre Gaussien si pour tout A sous réseau fini de Z¢,
on a pour tout A € B(R)®%

p() = [ (Al (),

ou A|; = {wl|; , w € A}. On rappelle que ,uX'AC est la mesure associée au champ

libre Gaussien sur A de condition au bord w|je. On réécrira abusivement 'identité
ci dessus par p(A) = E,[u5 (A)].

Remarque. Soit ;1 une mesure, pour vérifier que p est une mesure de Gibbs, il
suffit de vérifier la relation lorsque A parcourt les cylindres. On utilise ensuite le
fait que deux mesures coincidant sur un 7-systeme doivent étre égales.

L’objectif de cette partie est de montrer I'existence d’une mesure de Gibbs en
volume infini de moyenne 7. On utilise pour cela le théoreme suivant, qui traduit
une certaine rigidité des champs Gaussiens :

Théoreme 1.2.1. Supposons donné pour tout n € N un vecteur Gaussien h,, de
support A, :

o~ N (M (7)) e s (Zn (25 Y))agen,) -
On étend arbitrairement h,, en dehors de A,, et on suppose que pour tout x,y € A, :

ma, () — m(zx) et X, (z,y) — X(z,y).
Alors il existe un champ Gaussien h de moyenne m et de structure de covariance
Y tel que pour tout A sous ensemble fini de Z¢ :

holn == Rl
n,00

Démonstration. Soit A C Z* fini, on a hy|x ~ N ((my(2)zen, 20 (2, Y)zyen ). Comme
m, — m et X, — X, le vecteur (fini dimensionnel) h, |5y converge en loi vers un
vecteur Gaussien de loi N (m(z)zen, 2(2,Y) s yen)-

L’existence d'un champ global dont les lois des restrictions coincident avec les
lois limites est alors assuré par le théoreme d’extension de Kolmogorov, les lois
limites étant par construction cohérentes les unes avec les autres. O]

13
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On souhaite a présent établir la convergence de la suite (o} ), au sens du théo-
reme 1.2.1. Remarquons que comme 7 est supposé harmonique, on a directement
grace au lemme 1.1.2 que :

Ve € Ay, Elp}, (2)] = n(z).

La convergence des espérances dans le théoreme 1.2.1 est donc immédiatement as-
surée. Il reste a établir la convergence des coefficients de la matrice de covariance.
Cette convergence est en fait une conséquence de la transcience des marches sy-
métriques simples sur Z%. On rappelle on effet :

Lemme 1.2.2 (Transcience d'une marche symétrique simple sur Z%,d > 3). Soit
(X;); une marche aléatoire simple sur Z% (d > 3). La fonction de Green globale
G(z,y) = E,; 222, 1x,=y] est bornée. En particulier par convergence monotone :

GAn(x7y> 730 G(.T,y)

Le théoréme 1.2.1 établit donc I'existence d’un champ Gaussien ¢" sur Z? tout
entier de moyenne 7 harmonique. Remarquons que 1’on récupeére la décomposition :

" ="+,

ott ¢ est un champ gaussien de moyenne nulle et de structure de covariance G.
Notons a présent p la distribution de ¢q. Il reste a présent a montrer la :

Proposition 1.2.1. g est une mesure de Gibbs en volume infini pour le champ
libre Gaussien.

Démonstration. Fixons A C Z% un sous réseau fini, et A € B(R)®Zd un cylindre.
Prenons N > 0 tel que A C Ay, la propriété de Markov spatiale (proposition 1.1.3)
indique en particulier que :

KA (A) =By 5 (A)).
Il vient alors :
Ho(A) = lim 4} (A)
= lim B, [ (4)]
= By [ (A)).

Qui est exactement la relation définissant les mesures de Gibbs. La premiere et la
troisieme égalités utilisent la convergence en loi des marginales finies dimension-
nelles de pa, vers pg et le fait que A est un cylindre. O

14
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1.3 La limite d’échelle pour d =1

On prend a présent d = 1, et a l'instar du cas précédent on fixe (Ay )y une suite
exhaustive croissante de sous réseaux finis de Z. Commencons par établir qu’il ne
peut pas exister de limite thermodynamique dans ce cas et dans le cas d = 2 qui
sera traité dans le chapitre 2 :

Lemme 1.3.1. Dans le cas d =1 ou d = 2, le champ libre Gaussien n’admet pas
de mesure de Gibbs en volume infini.

Démonstration. Supposons par ’absurde qu’il existe une mesure de Gibbs u et
prenons ¢ de loi u. En particulier on aurait pour tout intervalle [a,b] C R, que :

H(p(0) € [a,]) = / 1 ((0) € [a, b)uldn).

Mais fixant 1, on a u3 (¢(0) € [a,b]) qui est la probabilité qu'une Gaussienne
de variance G (0,0) centrée en h} (0) soit dans [a,b], oit h}  est la solution du
probléme de Dirichlet sur Ay de condition au bord 7.

Comme en dimension 1 et 2, on a G, (0,0) v %0 cette quantité converge

uniformément en 7 vers 0 lorsque N — co. On doit donc avoir :

p((0) € [a, ]) = 0.

Ceci étant vérifié pour tout [a, b], on obtient une absurdité. O]

FI1GURE 1.3.1 — Le DGFF en dimension 1
On se propose a présent d’établir une limite d’échelle pour le champ libre

Gaussien en dimension 1. Proprement renormalisé, le DGFF converge vers un
pont Brownien, montrons en effet :

15
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Théoréme 1.3.2 (Convergence des marginales finies dimensionnelles). Soit @)
un champ libre Gaussien sur [|0, N|| avec conditions nulles au bord. Soit 0 < t; <
o <---<t, <1 des réels, on a :

T VB e NG)) 2 N,

ot Y est la matrice de covariance associée a un pont Brownien :
Vi< g, (i, 7) = ti(1 —t;).
Démonstration. Fixons 0 < t; < ty < --- < t, < 1, on a vu que pour tout

x €[0,N], Gy n-1)(z,.) est solution du probleme de Poisson :

AG(x,.) = —26,(.) sur [|[I, N —1]]
G(z,.)=0 sur {0, N}

La fonction G(z,.) est donc linéaire par morceaux et on résout explicitement :

2y(N—x)
N

G(.T,y) = { 2(N—y)z

N

siy €[]0, z]]
siy €[z, N||

Pour établir la convergence en loi de vecteurs Gaussiens centrés, il suffit de vérifier
la convergence de la matrice de covariance. Mais pour ¢ < j, on a :

1 1 1
Cov (asson (LN, Jen(UVtD) = 5 GUNEY, L)
2LNHJ(N — [Nt

2N?

)

On a donc bien convergence des marginales finies dimensionnelles vers celle d'un
pont Brownien. O

La convergence est en fait beaucoup plus forte que ¢a. Pour le voir, montrons que
I’on dispose d’une représentation du DGFF comme marche aléatoire. C’est ’objet
de la proposition suivante :

Proposition 1.3.1 (Représentation comme marche aléatoire Gaussienne). Soit
N > 1 un entier et (X;)i<n une suite i.i.d. de v.a.r. de loi N'(0,1). Posons Sy =
Zle X, et S =0, alors le vecteur

S 25 N —-1)S
\/§<0751_]<[V752_]VN7'” 7SN—1_(]V>N70>

16
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0.75

0.50 -

il W MW i

—=0.75 1 /
—1.00 1

—1.25 1

FIGURE 1.3.2 — Un pont Brownien sur [0, 1]

a la méme loi que le DGFF sur [|1, N — 1|] avec conditions nulles sur le bord
{0, N},

Démonstration. C’est clairement un vecteur Gaussien centré, on vérifie alors juste
que pour ¢ < j :

Cov (ﬁ <si _ Zif) V) (Sj _ ‘7]*5\;V>> — 2(Cov(Si, S;) — jjvcov(si, Sy)

1 1
— NCOV(S]', SN) + ﬁCOV (SN, SN))

N
:2[1' vo_Y o ua

N N N?
2u(N — j)
N 7
que l'on identifie & la fonction de Green sur [0, N]. O

La convergence du GFF en dimension 1 vers le pont Brownien se fait donc
dans la topologie de Skorokhod en vertu du théoreme central limite fonctionnelle
de Donsker.

17



Chapitre 2

Le GFF continu

On se place a present dans le cas d = 2 et on identifiera C & R2.

2.1 Définition du GFF continu

Définition 2.1.1. Soit D un domaine ouvert propre simplement connexe de C, la
fonction de Green sur D, noté GP est définie par :

GP(z,y) = 7?/ pe(@,y)m) (x,y)dt,
0

oit py(z,y) = (2mt)"¥2exp (—|r — y|?/2t) est la probabilité de transition d'un
Brownien et 72 (z,y) est la probabilité quun pont Brownien entre x et y de durée
t sorte de D.

Remarque. La condition de simple connexité assure que GP est bien définie.
Evoquons néanmoins que la condition nécessaire et suffisante pour assurer que GP
est bien définie est que D est un domaine Greenien, c’est a dire que le temps de
sortie d’'un Brownien partant de tout point de D (ou méme d’un seul point de D)
est presque surement fini.

Proposition 2.1.1. La fonction de Green est invariante conforme. Plus préci-
sément, si T : D — D' est biholomorphe, ou D, D’ sont des ouverts de C, on
a:

Yo,y € D, GD/(T(x),T(y)) = GP(z,y).

Démonstration. C’est essentiellement une conséquence de I'invariance conforme du
mouvement Brownien. Prenons z € D et 2’ := T(z) € D', et soit ¢ € D(D) une

18
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fonction test, on a :

ou B’ est un Brownien partant de z’. Notons 7/ le temps de sortie de D’ de ce

Brownien, on a par Fubini :

| 67w oty L/ ¢1¥d4 (+)

Soit (B;); un mouvement Brownien issu de = et 7 = inf{t|B; ¢ D}. Par inva-
riance conforme du mouvement Brownien (Annexe 1), (Bj);<, a la méme loi que
(T(Bo)))t<r, ol 0 est définie par :

o(t)
t= / |T"(B,)|*ds.
0

En particulier :

4/¢ ﬂ—mk/¢ m>]
o 7E, [/ o(T(B.)|T'(B )|2du]

==/;G@Cmy%MT@DMT%dey

D’autre part on a par changement de variable y = T'(y’) dans le membre de gauche
de (x) que :

[ 67w 1oy = [ 67T @), TSI )Py

ou |T'(y)|* apparait comme Jacobien du changement de variables. Finalement,

pour tout ¢, on a :

/DGD'(T(JI),T(y))¢(T(y))IT’(y)I2dy=/DGD(JI,y)¢(T(y))IT’(y)I2dy-
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Comme |T” \2 est strictement positive, on peut identifier les fonctions (qui sont
continues) :

Vy € D,G(x,y) = G”(T(x), T(y)),
ce qui conclut. O]

Remarque. En vertu du théoréme de I’application conforme de Riemann, la pro-
position précédente montre qu’il suffit de connaitre la fonction de Green sur un
domaine propre simplement connexe pour la connaitre sur tout domaine propre
simplement connexe. Pour H := {z € C,$3(2) > 0)} on a explicitement

G®(z,y) = log (]a: — g’) .

lz —yl

Cette fonction est harmonique, on en déduit en particulier I’équivalent continu de
la proposition 1.1.1 :

Proposition 2.1.2. Soit D C C un domaine propre simplement connexe de C,
on a pour tout x € D :

o GP(x,.) est harmonique sur D\ {z}, et en tant que distribution, on a :
AGP(z,.) = —2m8,(.).

o GP(x,y) _—log |z —y| + O(1), la constante O(1) dépendant de x.

y—

Démonstration. Le premier point est une conséquence de I'invariance conforme des
fonctions harmoniques, de ’harmonicité de G et de la proposition 2.1.1 combinée
avec le théoreme de 'application conforme de Riemann. Pour le deuxieme point,
remarquons que l'estimée est clair pour G™. Si T : D — H est biholomorphe, on a
alors :

GP(x,y) = GN(T(2), T(y)) = ~log|T(x) — T(y)| + O(1)

— —log |z — y| — log |T"(x)| + O(1) = —log | — y| + O(L),
ou l'on a utilisé le fait que |T'(x) — T(y)| = (|T"(x)] + o(1)) |z — yl. O
Dans une certaine mesure, la proposition 2.1.2. caractérise la fonction de Green,
on a en effet :

Proposition 2.1.3. Soit zyp € D et f : D\ {z} — R une fonction harmonique
tendant vers 0 au bord de D. On suppose que :
£(2) =, —~log|z— 2| + O(L).

Z—r2

Alors f(2) = GP (2, 2).
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Démonstration. Posons ¢(z) = f(z) — GP(z, 2), la fonction v est harmonique sur
D\ {2} et tend vers 0 au bord de dD. D’autre part, on a :

(=) = O().

Z—rZ20

Par principe du maximum, on en déduit que ¢ est bornée. Fixons z € D \ {z} et
prenons (B;); un mouvement Brownien issu de z. Notons :

mp =inf{t >0,B, ¢ D\ {2}} = inf{t > 0, B, ¢ D}.
Alors (¢(Biarp )¢ est une martingale bornée, d’apres le théoreme d’arrét de Doob :

¥(2) = E[¢(Bo)] = E[¢(Br,)] = 0.

La derniere inégalité utilisant le fait que B,, € 0D p.s. et que ©|sp est nulle. [

On note a présent D(D) I'ensemble des fonctions de C*°(D,R) dont le support
est compact dans D. On admet que cet espace peut étre muni d’une topologie telle
qu’une suite ¢, tend vers 0 dans D(D) si il existe un compact K contenant tout
les supp(¢y,), et tel que ¢, et toutes ses dérivées tendent vers 0 uniformément dans
K. Les éléments de D(D) s’appellent les fonctions tests.

Définition 2.1.2 (Structure de covariance du GFF). Soit ¢y, ¢ € D(D) deux
fonctions tests, on définit :

[(¢1, ¢2) 1_/ . DGD(x,y)gbl(:c)cbg(y)dyd:c.

Commencons par établir le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 (I" comme structure préhilbertienne dans l'espace de Dirichlet).
Soient f,g € D(D), on a :

1
P(~5-00-5-89) = - [ (V£.Vg).
T™.JD
Démonstration. En utilisant la formule de Gauss-Green 2 fois :

D= A Ag) = oy / / GP (2, y) Af(2)dzdg(y)dy

=1 / / ALGP(x,y) f()dzAg(y)dy.

Puis par la proposition 2.1.2, comme A,GP(z,y) = —276,(x), on a :

F(—Af L Ag) ;ﬁ/Df(y)Ag(y)dy
= QW/DWf(y),Vg(y»dy,

ol la derniere ligne réutilise la formule de Green Gauss. [
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Définition 2.1.3. Pour f,g € D(D), on note désormais :

(o) = 5= [ (95.50)

C’est un produit scalaire sur D(D) appelé énergie de Dirichlet. 11 fait de D(D)
un espace prehilbertien appelé espace de Dirichlet. Son complété est 1'espace de

Sobolev H{ (D).

Nous sommes maintenant en mesure de définir rigoureusement le GFF continu
en dimension 2 :

Théoréme/Définition 2.1.1. Le GFF continu sur D C C est l'unique proces-
sus stochastique Gaussien centré (hg)gep(p) indexé par D(D) et de structure de
covariance I'.

Démonstration. Le théoreme d’extension de Kolmogorov indique qu'un tel proces-
sus existe si on a consistance de la structure de covariance :

o [ est symétrique,

e [ est semi définie positive.

Comme —5-A : D(D) — D(D) est inversible, remarquons I est entiérement carac-
térisé par l'identité du lemme 2.1.1.. Mais alors I d’identifie a un produit scalaire,
et les deux points précédents sont immédiats. O

2.2 Régularité du GFF

Observons tout d’abord que pour tout couple ¢, € D(D) et tout t € R, on a
par bilinéarité de I' et de la covariance que :

Var(ht¢+¢ — thd, — hz/,) = Ft¢+¢’t¢+w — 2t1“t¢+¢,¢ — 2Ft¢+¢,¢, + t21“¢,¢ + Fwﬂp + 2ﬂ—‘¢’¢
=0.

Autrement dit, les variables étant gaussiennes centrées, on a :
ht¢+w p.:s. th¢ + h¢.

Le GFF se comporte donc comme une forme linéaire sur les familles finies (ou
dénombrables) de fonctions tests. De méme, on montre que pour toute famille
convergente ¢, — ¢ de fonctions tests (pour la topologie sur D(D)), on doit
avoir :

ho, 225 hy.
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Il suit donc que h se comporte comme une distribution aléatoire! sur toute sous
famille dénombrable de fonctions tests. Il n’est en revanche pas tout a fait clair
qu’il existe un GFF au sens fort, au sens ou h est effectivement une distribution
aléatoire. La difficulté est du méme ordre que lorsque ’'on cherche a construire un
Brownien dont toutes les trajectoires sont continues. Le but de cette section est de
montrer qu’il existe effectivement un tel GFF (on pourrait parler de GFF au sens
fort, ou de GFF régularisé).

Quelques éléments d’analyse fonctionnelle sont évoqués dans I'annexe B, on y
définit en particulier les espaces de Sobolev (H§(D), (-, -)s). On montre également
que l'application —A : HJ(D) — H}(D) compris au sens faible (cf annexe B)
admet une énumération croissante (\,), de ses valeurs propres, et que celles ci
sont positives. On admet que 1’'on a I'estimation suivante :

Lemme 2.2.1 (Equivalent des valeurs propres du Laplacien). La suite (\,) est

équivalente a une suite linéaire, plus précisément, on a A, ~ n (g(z—g)), ou ¢(D)
n,00

dénote la mesure de Lebesque du domaine D.

On montre également dans 'annexe B qu’il existe une base orthonormée (ey); de
Lo(D), composées de vecteurs propres de —A :

—Aek = )\kek.

De plus, pour tout s € R, la famille ((?\—:)s/z er)r est une base Hilbertienne de
I'espace de Sobolev (H§(D), (-, )s).

27

An
tienne de Hj (D). Le résultat permettant de voir le GFF comme distribution, que
I’on peut voir comme un équivalent continu de la proposition 1.1.2, est donné par
le théoreme suivant :

2
Notons désormais u,, = ( ) / en, de sorte que (uy,), forme une base Hilber-

Théoréme 2.2.2. Soit (Z,), une suite i.i.d de variables N'(0,1), et notons :

k<n

Pour tout s < 0, S, converge presque surement dans H3(D) vers un vecteur h. Le
processus ((h, ®)r,)pep(p) @ la méme loi que le GFF sur D.

1. Une distribution aléatoire est une forme linéaire continu sur D(D), pour la topologie des
fonctions tests. On note ’ensemble des distributions D’(D) et on le muni en premiére approche
de la topologie faible-x. En particulier :

(D)

7, "B T oV e D(D), Ta(e) = T(d).
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Remarque. Si l'on considere (v,,), n’importe quelle autre base orthonormée de
HY(D) (plus forcement composée de fonctions propres du Laplacien), alors le ré-
sultat du théoréme 2.2.2 reste valable lorsque I'on remplace les occurrences (uy, ),

par (vp,)n-

Démonstration. Soit f € Hi(D), on a :

(S, v =D Zi(f u)v.

k<N

La suite ((Sy, f)v)ny définie une martingale, et par I'identité de Parseval :

Var(Sw, fiv = 3 {(funs 52 115

k<N

En particulier sup E[(Sy, f)%] < oo, le théoréme de convergence des martingales
N

nous fourni l'existence d’une variable aléatoire hy ~ N (0, || f||v) vérifiant :

(SN, v o hy p.s. et dans L.

Fixons f,g € H}(D), la convergence dans Ly permet d’écrire :
COV(hf7 hg) = Jl\lfg COV(<SN7 f)Va <SN7 g>V)

= lim > ElZiZ)(ui, g)v(uj, v

TSN

= lim Y (up, g)v (ur, f)v

N’OOkSN

= <f7 g)V

On a définit de cette fagon un champ Gaussien (hy) ey de structure de covariance
associée au produit scalaire (-, -)y.

Soit s < 0, montrons que l'on a en fait convergence presque stire de Sy vers un
s—1
=

certain h dans H§(D). Remarquons pour cela que la famille ((i—z) ug) est une

base orthonormée de H§(D), on sait alors que :

o1 /2m\ T
> Zyuy, converge p.s. dans Hy(D) < Y Zy\,2 (W> uy converge p.s. dans Hj(D)

k>1 k>1 Ak

& Y ZENT! converge p.s..
k>1

Mais les (Z7) sont des variables i.i.d. positives et intégrables, il suffit donc de
vérifier que 3, Ai™! < oco. En utilisant le fait que A\, ~ k(27/4(D)) (estimée du
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lemme 2.2.1.), cette somme converge effectivement des que s < 0 vers un certain
h. En identifiant les limites, on a de plus (h, f)v = h; pour tout f € H}(D).

Montrons alors que ((h, ¢) 1, )secp(p) & la loi d'un GFF. Fixons pour cela ¢1, g2 €
D(D) et prenons fi, fo € D(D) tels que :

27T¢i = —Af“ 1= 1,2
On a alors (h, ¢;)r, = —i [ hAfi = (h, fi)v, et en particulier :

Cov((h, @1) Ly, (hy 1) 1,) = (f1, fo)v = L(é1, ¢2),

ot I'on a utilisé le lemme 2.1.1. La famille ((h, ¢)1,)sep(p) est un champ gaussien
de structure de covariance I, ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque. Il existe un résultat similaire en dimension 1 donnant une construc-
tion du mouvement Brownien par une série de Fourier. Si (Ng)y et (N},) sont deux
suites de variables i.i.d N (0, 1), le processus (B;);>o défini par

> V2
By :=tNo+ > ﬂ(Nk(cos(Qﬂkt) — 1) + Ny sin(27kt))
k=0 <7

est un mouvement Brownien.

2.3 Limite d’échelle du GFF discret vers le GFF
continu

Le but de cette section est de préciser en quoi le DGFF sur des discrétisations
(An)n d’'un domaine D C C converge apres renormalisation vers le GFF continu
de D. Commengons par préciser les hypotheses sur la suite (Ay)y et sur le domaine
D.

2.3.1 Domaines admissibles pour la limite d’échelle

Considérons D un domaine Greenien, (hg)sep(py un GFF continu sur D et
fixons x € D. Un mouvement Brownien partant de y # = a une probabilité nulle
de passer par x avant de quitter le domaine D. On en déduit que :

Vy,z € D\ {z}, G”(y,2z) =Gy, 2).

En particulier (hg)pep(p\{2}) @ la loi d'un GFF continu sur D \ {z}. Moralement,
retirer un point d’'un domaine ne change pas la loi du GFF continu. Ceci est tres
différent du cas discret, et il faut donc faire attention au domaines que 1’on autorises
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pour la limite d’échelle. Commencons par définir une condition de régularité sur le
bord du domaine 9D, la condition que 1’on va prendre est plus forte que nécessaire,
mais elle simplifiera les arguments.

Définition 2.3.1. Soit D C C un domaine Greenien, un point x € 9D est dit
régulier si pour toute fonction f : 9D — R continue bornée et tout z;, € 9D, on
a:

Eo[f(Brp)l —=  f(m),

re€D—xy
ou B; est un Brownien issu de x et 7p est le temps de sortie du domaine D. En
particulier, les points isolés ne sont pas réguliers.

Remarque. Un résultat de Doob montre que la condition ci dessus est en fait
équivalente a P,(7p = 0) = 1. En particulier, on montre que si x € 9D vérifie que
CNG C D¢ pour un cone C' de sommet = et un certain voisinage G de x, alors x est
un point régulier (on parle parfois de condition de Zaremba). Plus d’informations
peuvent étre trouvées dans [4].

FIGURE 2.3.1 — Condition de Zaremba satisfaite (gauche) et non satisfaite (droite)

On définit & présent les domaines que 1’on va considérer pour la limite d’échelle.
Définition 2.3.2 (Domaines admissibles). La classe D des domaines admissibles
est ’ensemble des ouverts bornés D C C tels que :

e 0D est composé de points réguliers.

e 0D est composé d'un nombre fini de composantes connexes qui sont toutes

de diamétre strictement positif.

Remarque. Les domaines bornées simplement connexes sont dans D.

Définition 2.3.3 (Approximations discreétes). Fixons D € D. La suite d’approxi-
mations discrétes de D est donnée par la suite (Ay)y de sous réseaux de Z? définis
par :

1
Ay = {x € 72 | disto(2/N, D%) > N} ,
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ou la distance sous-jacente est la distance o sur Z2.

Prenons un tel domaine D avec sa suite d’approximations (Ay)y. Notons o™~ les
DGFF discrets associés :

<,0AN e RM,

On associe & ™~ un processus stochastique h*¥ (en fait une distribution aléatoire)
indexé par D(D) en définissant :

Yo € D(D), (¥, ¢) = /D o)™ (| Nz ).

Cela revient a regarder la suite de fonctions en escalier :

hAN_{D—>R
oz @™ (INz])

puis a les identifier par dualité & des éléments de D'(D).

Remarque. La fagon d’identifier o™~ & un élément de D'(D) est assez souple. On
pourrait également prendre :

AN = Z gpAN(a:)éx/N(.),

TEAN
ou encore une fonction linéaire par morceaux et continue, prenant la valeur " (z)
en /N pour x € Ay.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme central dans cette sec-

tion. Il sera démontré dans les parties 2.3.2. et 2.3.3.

Théoréme 2.3.1 (Convergence du GFF discret vers le GFF continu). Les margi-
nales finis dimensionnelles de ﬂ(th)¢ep(D) convergent en loi vers celles du GFF

continu (hg)¢eD(D) de D. Plus précisément, pour toute famille finie (¢1, 2, - -+ , én)
de fonctions tests, on a :

(A, 60, (WY, 00)) <= N (0T (@1, 65)in)

)

ou l'on rappelle que :
[(60) = [ GP(a9)on(a)oly)dady,
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2.3.2 Asymptotique pour la fonction de Green discrete

Définition 2.3.4 (Mesure harmonique). Soit D € D de suite d’approximation
(Ay)n et z € D. Considérons un Brownien bidimensionnel (B;); partant de z et mp
son temps de sortie du domaine D :

p = inf{t > 0, B; ¢ D}.

La mesure harmonique sur 9D vu de z est la mesure Borélienne I1(z,.) supportée
par 0D et définie par :

VA € B(R?), TI”(z,A) =P.(B,, € A).
On admet le lemme suivant :

Lemme 2.3.2 (Convergence des mesures harmoniques discrétes vers 117(x, .)).
Soit D € D de suite d’approximation (Ay)y. Pour x € Ay ety € 0T Ay, on note :

In(z,y) = Pu(Xs, =)

C’est la probabilité qu’une marche aléatoire simple sur Z* issue de x sorte de Ay
eny. Pour x € D, on a alors :

> Tn(, )0 () 22 1P, ).

z€0tTAN
La convergence faible portant sur la topologie usuelle sur R2.
Le cceur de cette section est 1’estimation suivante :

Théoreme 2.3.3. [l existe deux constantes cq et g = % telles que, pour tout D € D
de suite d’approzimation (A,), et pour tout x € D, on a :

Gay([Nz], |[Nz]) = glogN+co+g/ log |z — 2|IT” (x,dz) + o(1),

N0 oD

et pour x # v,
G (LN, Vo) 5 —glogle =3l +9 | logly— 2N(a, dz).
;OO0 D

la convergence se faisant localement uniformément en (x,y).
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Démonstration. D’apres le lemme 1.1.4., on a pour tout N € N et tout z,y € D :

Gan(INz], [Ny]) = —a([Na] = [Ny]) + Z; z = [NyUn([Nz], 2).

On dispose d’autre part de I'expression explicite :

1 — cos(zvy + yvg)
dxd
a(v) 27T / / sin(x/2)? + sin(y/2)? et

dont on vérifie le comportement asymptotique suivant :

a(v) o glog |v| + co + O(Jv|?).
v|—00

Si z # y, on a alors :

Gay(INz], [Ny]) = —glog|[Nz] — [Ny]| — co + O(1/N*)+

>~ (gloglz — [NyJ| +co + O(1/N?)) T (| Nz |, 2).
z€0TA

Puis en utilisant le fait que les Iy (| Nx|, z) somment a 1 :

Gay (N ], [Ny|) = —glog|[Na] — [Nyl[+g > loglz — [Ny][TIn([Nz], 2) + O(1/N?)

z€O0TA
| Nx| | Ny| z Nyj
=—gl — log | — Oy([Nx
glog N N +92€§8+A 0g N ~N([Nz],2)

+ glog N — glog N + O(1/N?)

= —gloglz —y|+g Y log|z/N — y|lIx(|Nz], z) + O(1/N).
20T A

On reconnait dans le second terme l'espérance de la fonction f(z) = log|z —
y| contre la mesure harmonique discrete sur dAy vu de | Nz|. Cette espérance
converge donc en vertu du lemme 2.3.2 vers l'espérance de f contre IT”(z,.), en
particulier on trouve bien :

G (LNl Vo) 5 —glogle=sl +g | Togly = =I(a, ).

La limite lorsque x = y se traite de la méme fagon. O]
On relie alors la limite a la fonction de Green GP :
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Lemme 2.3.4. On peut identifier
~logle =yl + [ logly — 2|1%(,d2) = G(ay),
oD

ot GP est la fonction de Green associée a D de la définition 2.1.1. En particulier,
le théoreme précédent se réécrit :

Ve £y €D, Gay(INal, [Ny)) 2 9G”(r.y) = iGD(x,y).

Démonstration. Notons FP(x,y) = —log |z —y|+ [, log |y — 2T (z, dz), et fixons
2o € D. On a par théoreme de dérivation sous le signe intégrale et par harmonicité
de la fonction log| - | que pour tout y € D \ {zo} :

8P an) = ~Soglao — 4 8, | [ 1oy = (e,
D

=0 —I—/ Ay [log ly — 2|]TTP (g, d2)
oD
= 0.

Donc FP(xy,.) est harmonique sur D \ {z}. De plus, pour z;, € 9D, la mesure
[P (z,-) converge faiblement vers d,,(.) lorsque  — x;, (c’est la conséquence de la
régularité des points du bord dans la définition 2.3.1.). En particulier :

FD(a:,y) — —log |y, — y| + log |y — x| = 0.

T—Tp

Remarquons d’autre part que comme F'? est la limite simple des fonctions symé-
triques G, F'P doit aussi étre symétrique :

Yo,y € D, FP(x,y) = FP(y, ).
Et en particulier, on a F'P(xq,y) — 0 pour y, € dD. Enfin, on a clairement :
b
D pr— —_— —_—
F™(x0,y) oo Lo w0 — y| + O(1).
Pour résumer, y — FP(xq,y) est une fonction harmonique sur D \ {zo} tendant

vers 0 pres du bord de D et équivalente & — log |xg — y| prés de zo. En utilisant la
caractérisation de la proposition 2.1.3, on en déduit bien que :

Vy € D\ {zo}, F"(x0,y) = G"(w0,y).
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2.3.3 Démonstration du théoréme 2.3.1
On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme 2.3.1. :

Démonstration. Fixons ¢q, ¢o, -+, ¢, une famille de fonctions tests, le vecteur
((R™N . $;))i<n est un vecteur Gaussien centré. Pour montrer la convergence en
loi de ce vecteur vers N (0, (I'(¢4, ¢;))i ), il suffit donc de montrer que pour tout
i,7 €[|1,n]], on a :

Cov((h, 6, (W, 6,)) 2 2T(6,.6,)

n,00

Par Fubini,
Cov((h*~, 61}, (W™, 6,)) = E [ | ox@)6 o (N ony (N dady
= [ @5 Bleny (LNl (LN ey

=/, ¢i(2)9;(y)Gay ([Nx], [Ny|)dzdy.

Et d’apres le lemme 2.3.4.; on a la convergence simple :

6i(2)0;(y)Gay (IN2], INy]) = iqﬁi(x)sﬁj(y)GD(lv Y)-

Prenons ¢ > 0, et considérons A, := {z,y € D, |x —y| < e}. Sur D*\ A, on a:

GP(z,y) < sup  GP(z,y) = Ki < oo,

z,yeD? |Jx—y|>e

oi1 I'on a utilisé la continuité de G sur le compact D?\ A, pour assurer l’existence
de cette borne uniforme. D’autre part, VN € N :

Gan(INz], [Ny]) = —a(|[Nz] = [Ny]) + % Hy([Nz],z)a(z — [Ny])

< —glog|Nxz — Ny| + glog( sup |Ny — z|) + Ko,
z€EOA N

ou K est choisi suffisasamment grand. Il vient ensuite :

Gay([Nz], [Ny]) < —glog N — glog |z —y| + glog N

—l—glog( sup |y—z/N|> + K,

z€O0AN
1
< —gloge + glog <diamD+N) + Ky, (car |z —vy|>¢)
S KQ)
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avec K une constante indépendante de (z,y) € D?\ A.. En utilisant le théoréme
de convergence dominée, on obtient alors :

[y @G (N Ny 2 6216, G )y

Il nous reste a controler ce qu’il se passe sur A.. Comme G? est intégrable, on a :
2 D
> || oo we® sy o

D’autre part, en réutilisant le fait que :
VN, Gay(INz), [Ny)) < —glog v — y| + glog (diamD + 1/N) + K,

on montre que uniformément en N € N, on doit avoir :

[ @i@)o,0)Gay (1N, LNy ))dady —5 0

Les convergences précédentes nous donnent alors en intervertissant les limites ¢ —
0et N = oo que:

[ @G (Ve INodrdy = 2 [ o)y ()6 (e ey

ce que 'on voulait démontrer. O

2.4 Propriétés d’invariances du GFF continu

2.4.1 Invariance conforme

Commencons par remarquer que l'invariance conforme de la fonction de Green
entraine 'invariance conforme du GFF. Plus précisément :

Théoréme 2.4.1 (Invariance conforme du GFF). Soit D, D' sont deux sous-
domaines Greeniens de C et T : D — D" un biholomorphisme. Notons (hg)sc(p)
le GFF continu sur D. Alors (|hppgor)yepmnny a la loi d'un GFF sur D'

Démonstration. Le processus (hgor)gep(p) est un champ Gaussien centré, il suffit
donc de vérifier que sa structure de covariance est donnée par I'?". Plus précisé-
ment, il faut vérifier que pour tout couple ¢; et ¢, de fonctions tests sur D', on
a:

COV(h¢1OT7 h¢2OT) - FD,(|T/|2¢1 oT, |T,|2¢2 o T)'
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C’est a dire encore :
PP T Pgyo T, T Ppa 0 T) =T (1, 62).

Mais on calcule explicitement :
PP(|TP¢1 o T, | T' P o T) = / T ()61 (T ()T (y) P ¢2(T () G* (, y)dady
D2

e | @GO @) T ey
y'=T(y) b

ot l'on a identifié |T"(x)* et |T'(y)|*> aux Jacobiens des transformations z’ =
T(xz) et ¥ = T(y). En utilisant l'invariance conforme de la fonction de Green
(proposition 2.1.1.), on obtient finalement :

PO(T'Pgr o T,|T' Poro T) = | n(a')daly)GP (2, )dudy
D2

=T (¢1, ¢2).

2.4.2 Propriété de Markov spatiale

Soit B; un mouvement Brownien (ou méme un pont Brownien) et s <t < w.
Rappelons que la loi de B; conditionnée a prendre les valeurs B, en s et B, en u
est :

BtNN<(u—t)Bu—|—(t—s)Bs7 (u—t)(t—s)>'

u—=S u—=S

On peut interpréter cette formule comme une propriété de type Markov pour le
mouvement Brownien. L’objectif de cette section est de montrer que 'on dispose
d’une propriété du méme type pour le GFF en deux dimensions. L.’énoncé précis
est le suivant :

Théoréme 2.4.2. Soit D un domaine Greenien et U C D un sous domaine ouvert
de bord C*. Soit h le GFF sur D, on a la décomposition :

h:hU_{_%Oa

ot hy et ¢ sont deux processus stochastiques indexés par D(D) et vérifiant :

e hy est nul en dehors de U et a la loi d'un GFF sur U a lintérieur de U.
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e  est harmonique dans U.
e hy et ¢ sont indépendants.

Remarque. Précisons un peu le sens a accorder a ces conditions, les deux premiers
points doivent étre compris au sens des distributions. Plus précisément, la premiere
condition se réécrit :

Vo € D(D\U), hy(¢) =0,
hy|pwy ala loi d'un GFF sur U.

Ici, D(U) et D(D\ U) doivent étre compris comme des sous ensembles de D(D) en
prolongeant a zéro les fonctions tests pour en faire des fonctions tests sur D. La
seconde condition s’interprete par I'existence d’une fonction harmonique u (aléa-
toire) telle que :

Vo € D(U), @y — /U w(@)b(x)dz.

Démonstration. Commengons par démontrer que dans I'espace Hilbertien (H} (D), (., .)v)
on a la décomposition :

i
HY(D) = H)(U) @ Harm(U),
ou Harm(U) est I'ensemble des fonctions dont la restriction & U est une fonction
harmonique. Signalons ici qu’il n’est pas tout a fait évident que HJ(U) s’identifie
a un sous ensemble de H} (D) en prolongeant & zéros les fonctions de Hj(U) en
dehors de U. C’est effectivement le cas et cela fait ’'objet d’un théoreéme d’extension

qui utilise le fait que U est a bord C!, c’est donc ici que 1'on utilise cette hypothese.
Commengons par remarquer que pour f € D(U) et g € Harm(U), on a :

(ol = 5- [ (97.99)

1
= —/ fAg=0.
21 D

Puis en passant au complété, on trouve bien que H}(U) et Harm(U) sont ortho-
gonaux. Réciproquement, H}(U) est un sous espace fermé de Hj (D), on a alors :

o € Hi(U)" = Vo € D) /D (Ve(a), Vo(a))de = 0

= V¢ € D(U) /D Ap(x)p(x)dr =0 (Green Gauss)

= Ap = 0 sur U au sens des distributions.
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Un résultat classique de régularité des distributions harmoniques permet alors
d’affirmer que ¢ s’identifie en fait a une fonction C'*° sur U. C’est a dire que 1'on a
bien ¢ € Harm(U). Considérons alors (uy,),>o une base orthonormée de HJ(U) et
(¥m)m>0 une base orthonormée de Harm(U). On a vu au théoreme 2.2.2 que pour
(X,)n et (V) deux suites de variables A(0, 1) indépendantes, on a :

> Xy, % hY dans D'(U) et donc dans D'(D),
k=0 >

> Xyug + 3 Yohy 7 hP dans D'(D),
k=0 k=0 e

ot hY et h” ont la loi d'un GFF sur U et D respectivement. En particulier, notons
¢ = h? — hY, on doit avoir :

> Yathy — ¢ dans D'(D).

k=0

Comme Harm(U) est un sous espace fermé, la convergence a méme lieu dans
Harm(U), ¢ est donc une fonction harmonique sur U. On a bien la décomposition
recherchée, car ¢ et hY sont clairement indépendants. O

Remarque. L’hypothese de régularité sur le bord de U n’est en fait pas nécessaire,
et on admettra pour la section suivante que la propriété de Markov spatiale est
valable dans le cas général.

2.5 Une caractérisation du GFF

Restreignons nous a présent a la sous classe D' C D des sous-domaines propres
et simplement connexes de C. Notons p” la mesure associée a la loi du GFF hP.
On rappelle que l'on a les deux propriétés suivantes :

1. Invariance conforme. Soit D, D’ € D' et T : D — D' une application
conforme. Si h? ~ puP alors :

(A2 |T' ¢ o T))genpr) ~ 1"

/

2. Markov spatiale Si D’ C D est un sous domaine simplement connexe, alors
hP ~ P se décompose de facon unique :

WP =hp +¢p

\ 4 / . , ’ ’
o h) et ¢P sont des processus indépendants, avec h) |pppy ~ puP et
/ N / A .
hg |D( D\D') = 0, et ou gpg est presque stirement harmonique sur D’.
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Rajoutons aux propriétés 1 et 2 la propriété de ’conditions nulles au bord’ :

3. Condition de Dirichlet Notons D le disque unité ouvert et (f,), € D(D)
une suite de fonctions tests radiales de masse 1 dont le support sort de tout
compact de D :

Vr €]0,1[, Ing>1, Vn >n, Supp(f,) N B(0,r)=70.
Alors Var((h”, fu)) — 0.
Remarque. 1l n’est pas vrai que pour toute suite (f,), € D(D) de fonctions tests

de masse 1 dont les supports sortent de tout compact, alors Var((h2, f,)) — 0.

Fixons en effet p, : C — R une suite de fonctions C* radiales approximant d :

/pn =1, Supp(p,) = 3(0,2’”).

I est facile de voir grace aux équivalents de la fonction de Green que pour tout
point z € D, on a (hP, p,(x — -)) bien définie & partir d’un certain rang et :

Var(h®, p,(z —-)) e 00

En particulier, prenons une suite x,, € D telle que z,, — 1. Pour chaque m, il
existe n,, € N tel que p,, (z,, —-) € D(D) et Var(h®, p,, (2, —-)) > m. La suite
(pn,, (T —*))m nous fournie une suite de fonctions tests de masse 1 dont le support
sort de tout compact mais telle que :

Nt (2, pu, (o — ) = .
Il est donc bien nécessaire de rajouter une condition supplémentaire, c¢’est pour
cela que 'on choisit de supposer que les f,, sont des fonctions radiales dans la
condition 3.

Prenons a présent le point de vue inverse. Quels sont les familles de lois qui sa-
tisfont aux conditions 1, 2,37 Il s’avere en fait que ces propriétés sont tres contrai-
gnantes et caractérisent quasiment le GFF. On se propose pour le voir de démontrer
le résultat suivant :

Théoréme 2.5.1. Soit (uP)pep une famille de lois de probabilités telles que :

e Pour tout D € D', une variable h® de loi p est un processus (h”, ¢)pen(n)
indexé par D(D), centré (E[(hP,¢)] = 0), et agissant linéairement sur les
fonctions tests :

Vo,¢' € D(D),VAER, (WP, Ap+¢') "= NBP, ¢) + (WP, ¢).
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e La structure de covariance de hP, que l’on note I'p :

P { D(D) x D(D) — R
¢, v = E[(h", ¢)(h"7, )]
est une forme bilinéaire continue pour la topologie des fonctions tests.
e Les conditions d’invariance conforme, de Markov spatiale et de Dirichlet sont
vérifiées.
Alors il existe une constante o > 0 telle que pour tout D € D' et tout couple de
fonctions tests ¢ et Y, on a :

L(g,0)=a [ GP(x,y)p(x)(y)dady.

D2
Corollaire 2.5.1.1. La loi des GFF est l'unique processus Gaussien vérifiant les

conditions du théoréeme 2.5.1.

Remarque. En réalité, il est inutile de supposer que les lois des (h”, ) sont
Gaussiennes pour que les conditions du théoreme 2.5.1 assurent que les pup sont
les lois de GFF. Il suffit pour cela que I'on rajoute une condition de finitude des
moments d’ordre 4 :

VD,V¢ € D(D), E[(h”,¢)*] < oo.

En effet, sous les conditions du théoréme 2.5.1, la condition de moments ci dessus
suffit pour assurer que les lois des (h”, ¢) sont nécessairement Gaussiennes. On ne
montrera pas ce résultat ici (voir [2] pour une démonstration) et on se contente de
montrer la conclusion plus modeste du théoreme 2.5.1.

On fixe & présent (h”, ¢) pepr gep(p) une famille de variables aléatoires vérifiant les
conditions du théoreme 2.5.1.. La section qui suit introduit un outil important qui
sera utile dans le démonstration.

2.5.1 Moyenne circulaire pour AP

Définition 2.5.1 (Moyenne circulaire de h”). Soit ¢ €]0, 1], on considere la dé-
composition provenant de la propriété de Markov spatiale :

h]D) — h]g(ovt) _|_ (pg(o?t)‘

La variable aléatoire X, := gog(o’t)(()) s’appelle la moyenne circulaire de h” sur
0B(0,t). Pour tout t, le processus hg(o’t) est indépendant de la famille (X)qepe)-

La dénomination de moyenne circulaire est justifiée par le lemme suivant :
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Lemme 2.5.2. Soit (¢7)-cjo.1; C D(D) une famille de fonctions radiales de masse
1 vérifiant :

Supp(¢f) C{zeD |t—e < |z| <t}

Alors les processus (hP, ¢5) convergent en probabilité et dans Ly vers X; lorsque
e — 0. En particulier, les X; sont dans L.

Remarque. Les hypotheses du lemme impliquent que la famille ¢ converge au
sens des distributions vers m; la mesure de la moyenne uniforme le long de 0B(0,t) :

v € D(D), (m, ) :/sz(x)m(d@ _ zlﬂ/aB(Ot)w(w)dw.

Le lemme affirme que les évaluations de hP en les 1§ convergent vers X;. On
pourrait donc écrire abusivement X; = (h?, ;).

Dans la démonstration qui suit et dans toute la suite de cette partie, on note pour
simplifier A* = hg(0’8> et ¢° = gog ©9) Jes termes de la décomposition associée a la
propriété de Markov spatiale.

Démonstration. Comme ¢' est harmonique sur B(0,t), on a :
(o= [ i =) = Xe
B(0,t)
Puis en utilisant la décomposition h? = h* + ¢, on obtient :
(R”,¢5) = (B, ) + (&', ¢5) = (B, ) + X..
En appliquant la condition de Dirichlet & h'|p(g0.4)) ~ B0+, On sait alors que :

Var((h', ¢5)) — 0.

e—0
On en déduit donc bien que (h”, ¢f) — X; dans IL? et en probabilité. O
On en déduit en particulier le résultat suivant :
Lemme 2.5.3 (Relation fonctionnelle sur les (X;)s). Soit 0 < r,s <1, la variable
aléatoire X, := X,s — X, est une variable de méme loi que X, et indépendante de

la famille (X)ie[s]-
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Démonstration. Soit 0 < r,s < 1. Comme on a hP? = h* + ©*, on déduit que :
(h]D)? is) = (hsa is) + (9057¢is) = (hsv 16“5) + X,

ou l'on a utilisé le fait que ¢® est harmonique et que ¢, est radiale de masse 1.
Considérons alors l'application Ty : z € D — sz € B(0,s). C’est un biholo-
morphisme entre D et B(0,s). En particulier, d’apres la propriété d’invariance
conforme on a :

(17, 65,))=s0 £ (17, 865, 0 T4))es0,

ou 'on rappelle que 1'égalité en loi d’un famille de v.a.r. signifie ’égalité en loi

des marginales finie dimensionnelles. Comme s?¢¢, o T, est une fonction radiale de

masse 1 dont le support est contenu dans 'anneau {z | r —¢/s < |z| < r}, on a
d’apres le lemme précédent que :

(hP, ¢, o T,) =2 X,

rs e—0

Done ((h%, ¢54))e>0 est aussi de Cauchy dans Ly lorsque € — 0. 11 existe donc une

variable aléatoire X, qui est bien indépendante de (X;)c[s,1) et qui vérifie

~ Lo o o2 o
XT == llm(h s T'S) - hr%(h yS ¢rs © TS) = XT’
e—

e—0

ce qui permet de conclure. O

Une conséquence immédiate de cette relation est 'explicitation des variances du
processus (X)s :

Corollaire 2.5.3.1 (Variances du processus (Xj)s). Il existe un réel a > 0 tel
que :

Vs €]0,1], Var(X;) = —alog(s).

Démonstration. Notons g(s) = Var(Xy). On a vu que X, = X + X, avec X, et
X, indépendants, en particulier :

Vr,s €]0,1], g(rs) = Var(X, + X,) = Var(X,) + Var(X,) = g(s) + g(r).

Il est bien connu que cette relation caractérise les multiples du logarithme des
lors que ¢ est continue en 1. Montrons donc que c’est effectivement le cas. Fixons
n > 0 et prenons (si)r une suite de réels dans ]0,1[ qui tend vers 1. Comme

(hP, ) ]L—20> X, » on en déduit que pour chaque k > 0 il existe g, > 0 tel que :
E—r

[Var(h®, ¢3%) — Var(X.,)| < n/2.
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Mais d’apres la condition de Dirichlet, et quitte a supposer que ¢ tend vers 0, on

a Var(hP, ) = 0. Il existe donc kg > 0 tel que pour tout k > kg, on a :

[Var(h”, ¢3)| < n/2.
Et en particulier :
VEk = ko, [Var(X,,)[ <n,

ceci étant vrai pour tout 7, on a bien Var(Xj,) = 0 et g est continue en 1. [
,00

Une deuxieme conséquence du lemme 2.5.3 est que le processus (Xi_s)sejo,1] est en
fait une martingale.

Corollaire 2.5.3.2. Le processus (Xi_s)sc[o,1] €st une martingale pour la filtration
canonique Fs = o(X, t € [1 — s,1]).

Démonstration. Les X;_s sont intégrables et si r < s, on sait d’apres le lemme
2.5.3 que X3 = Xi1_, + X(1-)/(1-s)- On calcule donc :

E[X1_s|F] = E[X1_ + Xa-n)/0-9 | F]
= X1, + E[Xq /09| F]
= X1 + E[X1-n/0-9)]
= X1,

car les X, sont centrées comme limite dans L, de variables centrées. O

Remarque. En particulier, si 'on arrive a montrer que la famille (X1—s)se[0,1[
admet une modification continue, le théoréeme de Dubins Schwarz permettra de
conclure que (X;_;)s est en fait un processus Gaussien. C’est effectivement le cas
si Pon suppose que E[(h”, $)*] < 00, et cela fait 'objet du résultat (admis) suivant :

Théoréme 2.5.4. Supposons que les moments d’ordre 4 des variables (hP, ¢) sont
finis. Alors le processus (X1_s)s admet une modification qui en fait une martingale
continue.

D’apres le théoreme de Dubins Schwarz, c’est donc un mouvement Brownien
faible a changement d’échelle temporelle prés (en particulier les X sont Gaus-
siens).

En pratique la démonstration demande d’établir certaines estimées sur les mo-
ments des variations du processus puis d’appliquer le théoreme de continuité de
Kolmogorov. C’est exactement a ce moment la que I'hypotheése de finitude des
moments d’ordre 4 est utile.
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2.5.2 Démonstration du théoréme 2.5.1

On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme 2.5.1. La démonstration
se fait en 2 étapes :

e On commence par montrer qu’il existe une fonction Kp : D? — R, vérifiant :
Piev) = | ole)e(y)Kp(z,y)dedy.
D

e On montre que Kp(z, -) est harmonique et a un comportement logarithmique
au voisinage de x. On peut alors utiliser le lemme 2.3.2 pour conclure que
Kp est un multiple de GP.

Construction de Kp Fixons D € D' et x,y € D. 1l existe D, et Dy_deux sous
domaines simplement connexe de D tels que x € D,, y € D, et D, N D, = 0. En
utilisant la proposition de Markov spatiale a D, et D,, on obtient les décomposi-
tions :

hD:hx—f-ng:hy—f—gDy,

ou 'on a noté pour simplifier h* = h% et p* = wf;z pour z = x,y. Posons alors
@ =h"— Y =hY — " on obtient que :

hP = h* + hY + o,
ou h*, hY et p sont deux a deux indépendants.

Fixons a présent p une fonction test radiale de masse 1 dont le support est contenu
dans B(0,1). Pour tout z € C et tout € > 0, on note :

1 =z
c —
pz—€p<€)-

Si e est choisit suffisamment petit, on a Supp(p;) N D, = 0 et Supp(p;) N D, = 0.
En particulier (R, pf) = (h*, p;) = 0 et on en déduit que :

E[(h”, %), (h", p3)]

E[(h* 4+ hY + @, p3) (" + h¥ + ¢, p)]
= E[(h" + ¢, 05) (W + ¢, ;)]
= E[(¢, n3) (¢, 05)],

ou l'on a utilisé la propriété d’indépendance sur ¢, h* et hY. La fonction ¢ est
harmonique et pf est de masse unitaire distribuée radialement autour de z. En
utilisant la formule de la moyenne on obtient donc que :

(@, p3) = p(z) = ¢"(2),
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et de méme (¢, p;) = ¢¥(y). Il suit donc que :

E[(h", ), (h", p)] = Elp®(x)¢" (y)]

qui est donc indépendant de e des lors que celui ci est choisi suffisamment petit.
On peut donc légitimement définir :

Lemme 2.5.5. Cette fonction Kp s’identifie a la structure de covariance f’D(', ).
Plus précisément, pour tout ¢, € D(D) on a :

Tp(p,9) = . o(x)Y(y) Kp(z,y)drdy.

Démonstration. Soit ¢, € D(D) deux fonctions tests. Par hypothese, la forme
linéaire T := I'(¢, ) est continue pour la topologie sur D(D), et c’est donc une
distribution. Par convolution par p. on obtient alors que :

[(,v) = T*(w) = lim (o + T°) (&)

Puis en appliquant le méme raisonnement a 7% = I'(-, p¥), on obtient :

F(6.0) =l [ (o) ling [ P e

n—0

En appliquant le théoreme de convergence dominée, il vient finalement en échan-
geant limites et intégrales que :

fww—//wwmmmMﬂﬁémm

n—0e—0

/ / b(2)p(y) K p(z,y)dydz,

qui est ’expression recherchée. O

Identification de K, comme multiple de G” On cherche & présent a identifier
Kp a un multiple de G” et on se propose d’utiliser pour cela la caractérisation de
la proposition 2.1.3. Commencgons donc par montrer que Kp est harmonique :

Lemme 2.5.6. Pour tout domaine D et tout xy € D, on a :

AKp(zg,-) =0 sur D\ {zo}.
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Démonstration. Soit y # xo, il existe D,, 2 zp et D, 2 y deux sous domaines
disjoints simplement connexes de D pour lesquels :

Vz e D,, Kp(zo,z)=E[pp™ (z0)pp’(2)].

D . ) P e .
Comme ¢,? est harmonique, on obtient par théoreme de dérivation sous le signe

intégrale que Kp(xo,-) est harmonique au voisinage de y. Ceci étant vrai pour tout
y, on en déduit bien que AKp(xg,:) =0 sur D \ {xo}. O

Pour conclure que Kp est un multiple de GP il suffit maintenant de montrer qu’il
existe a > 0 tel que pour tout x € D, on a :

KD<x’y) —OélOg|I—y| +O(1)7

y:HC

puis d’appliquer la proposition 2.1.3. Commencons par nous ramener au cas D = D
et xo = 0 en remarquant que Kp a une propriété d’invariance conforme.

Lemme 2.5.7 (Invariance conforme de Kp). Soit T : D — I un biholomorphisme,
on a:

Vz,y € D, Kp(z,y) = Kp(T(x),T(y)).

Démonstration. Fixons D, et D, de fagon usuelle. Par unicité dans le décomposi-
tion de Markov spatiale et d’apres la propriété d’invariance conforme, on a :

(5 (@), 00" ) = (257 (T()), 05 (T(w))) -

En particulier, on obtient que :

Ko(T(x), T(y)) = E [¢5 (T ()5 " (T (y))]
= E |5 (2)ep' (v)] = Kn(e,y),

ce qu’il fallait démontrer. O

On s’est donc ramené de cette fagon & démontrer que Kp(0, y) e log |y|+O(1).

Soit donc y € D\ {0}, par invariance conforme et en particulier par invariance par
rotation, on a Kp(0,y) = Kp(0, |y|). D’autre part, on calcule :

E[X{]l = _lim T(e[,. ¢f,)

e—0,n—0

= lim Kp(z, w)ej,(z)¢), (w)drdw.

e=01—=0 J o
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Mais si 'on commence par fixer €, alors pour n suffisamment petit de sorte que
Supp(¢7,) N Supp( fy|) = (), on obtient par harmonicité de Kp(-,y) que :

/02 Kp(z, w)d, (z)¢y, (w)drdw = /D/DKD(:E, w) ¢y, (x)dre), (w)dw
= /[)KD(O,w)¢Fy|(w)dw.
Puis en utilisant la continuité de Kp, on obtient en passant a la limite :
E[X}] = Kp(0, [y]).
Et donc d’apres le corollaire 2.5.3.1 sur la variance de X, :
Kp(0, [y]) = —alog|y|.
Par invariance conforme, on en déduit que pour tout D et x € D, on a bien

Kp(z,y) = —aloglr—y[+O(1).

y:mc

En utilisant la proposition 2.1.3, on en déduit finalement bien que Kp = aGp. Le
théoreme 2.5.1 est donc démontré.
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Conclusion :

Le but de ce stage était d’introduire et d’étudier les propriétés du champ libre
Gaussien discret sur Z? et du champ libre Gaussien continu sur C. Ces objets
apparaissent dans des branches variées des probabilités, et leurs applications sont
multiples. Notre choix a été de se concentrer sur ses aspects les plus fondamentaux.

Dans le cas discret, nous avons vu que le champ libre Gaussien sur Z¢ peut
étre interprété comme un modele relativement élémentaire d’interface aléatoire.
Il est notamment un exemple particuliecrement simple de modele d’interface Vi
de Ginzburg Landau et fait a ce titre partie de la famille des effective interface
models. Le DGFF est en particulier un objet d’étude de choix pour approximer les
modeles d’interfaces plus compliqués provenant de la physique statistique.

Dans un second temps, nous avons défini et étudié le GFF continu sur C. En
particulier, nous avons montré qu’il s’agit d’une famille de processus invariants
conformes possédant une propriété de type Markov spatiale, et nous avons ex-
pliqué en quoi le GFF est en fait essentiellement le seul processus possédant ces
propriétés. Nous avons motivé son étude en faisant le lien avec sa variante discrete,
en expliquant en quoi le GFF continu est une limite d’échelle du DGFF. Comme
nous l'avons déja évoqué, il est en fait conjecturé (et dans certains cas démontré)
que le GFF est la limite d’échelle d'une classe beaucoup plus large de modeéles.

Mentionnons enfin le fait que le GFF continu est aussi apparenté a d’autres
objets ayant une importance centrale en probabilité. Nous pourrions par exemple
évoquer sa proche relation avec I’évolution de Schramm Loewner et particuliere-
ment le processus SLFE,, ou encore son interconnexion avec la théorie du chaos
multiplicatif Gaussien de Kahane.

Ce stage nous a permit d’appréhender un peu mieux la théorie entourant le
champ libre Gaussien. De multiples pistes restent encore ouvertes pour nous per-
mettre d’approfondir son étude et de comprendre quelles sont ses applications.
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Annexe A

Invariance conforme du
mouvement Brownien

Fixons (2, F,F = (F)icr,,P) un espace filtré. On supposera que (F;)icr,
est continue a droite (F; = Ny Fs) et que Fy contient tout les événements de
probabilité nulles. Un processus H; est dit adapté et continu (sous entendu par
rapport a IF) si :

e pour tout t > 0, H; est F; mesurable.
e avec probabilité 1, t — H; est continu.

On fixe a présent B, un mouvement Brownien adapté et continu. Commencons par
rappeler une forme assez générale de la formule d’Ito :

Proposition A.0.1 (Formule d’It6). Supposons que F(x,t) est une collection de
variables aléatoires indexées par (x,t) € R x Ry telles que :

e Awvec probabilité 1, la fonction F' : RxR, — R et ses dérivées O, F, Oy F' et O, F
existes et sont continues.

e Pour tout x € Q, les fonctions F(x,-),0.F(x,-), 0w F(z,-) et O,F (x,-) sont
adaptés.

Prenons alors H; un processus adapté et continu et notons Z; = fot H.dB; au sens
d’Ité. On a alors :

t t
F(Z,t) — F(Zy,0) = / 0.F(Zs,s)HsdBs + / (3tF(ZS, s) + ;&mF(ZS, S)Hf) ds.
0 0

La démonstration est omise et peut étre par exemple trouvée dans [3]. On
I’'utilise ici pour démontrer le lemme suivant, que ’on peut voir comme une version
un peu plus faible du théoreme de Dubins-Schwarz.
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Lemme A.0.1. Soit (H;); un processus adapté et continu et Z; = fot H.dB,. On
note :

o(t) = inf {u > O|/ HZds > t} :
0

alors (Zywy): a la loi d’un Brownien adapté a la filtration (Fy)):.

Démonstration. On a Wy = 1 p.s.et t — W, est presque stirement continu. Il reste
a vérifier que W, — W, conditionné a F,,, a une loi Gaussienne centrée de variance
t — r. Par la propriété de Markov forte pour le temps d’arrét o(r), il suffit de le
montrer pour r = 0. De fagon équivalente, on va donc montrer que :

t
Vye R, E {exp (int + 2y2)] =1.

Fixons y € R et posons M, = exp (iyZu — % Iy Hfds). Au temps d’arrét o(t) on
retrouve donc :

) t
Moy = exp <Zth + 292) :

On a My(w) = F(Z,t), ou F(z,t) = exp (ixy + %fot Hﬁdu) est une famille de
variables aléatoire indexés par (x,t) et vérifiant les conditions du lemme d’'It6. On
a alors :

H2

Le terme 0, F(Z;,t)dZ, est une martingale et on calcule :

H2 2H2 H2
@F(Zt, t) —|— éaxxF(Zt,t) = <y2t + Z2y22t> Zt = 0

Donc (M,),, est une martingale bornée et par le théoreme d’arrét de Doob on a
E[M,u)] = E[My] = 1, ce qui conclut. O

On va a présent appliquer ce résultat pour démontrer I'invariance conforme du
mouvement Brownien.

Théoréme A.0.2 (Invariance conforme du mouvement Brownien). Soit B; :=
(Bt(l), Bf@)t un mouvement Brownien bidimensionnel tué en sortie d’un domaine
D C C ouvert contenant By "= x. Soit f : D < D’ un biholomorphisme, et soit

o(t) définie par :
a(t)
| I @apan=t
0

Alors (f(Bs))): a la loi dun Brownien issu de f(x) tué en sortie de D'.
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Démonstration. Notons f = u + iv avec u,v : D — R harmoniques. La formule
d’It6 (dans sa version bidimensionnelle), nous donne :

1
du(B;) = (Vp,u)'dB; + §TT(HBtu)dt
== (VBtU)TdBt + 0

Car Tr(Hp,u) = Apg,u = 0 avec v harmonique, en particulier :

w(By) — ulz) = /0 (V) dB,.

D’aprés le lemme A.0.1, si Pon note 7(t) = inf{u > 0, [ [|Vp,ul]?ds > t}, alors
u(Br))¢ a la loi d’'un Brownien. Mais par les équations de Cauchy-Riemann, on
a ,u = Oyv et Oyu = —0,v et donc |f')* = Oyu(Bs)* + u(Bs)* = d,v(Bs)* +
d,v(Bs)?*. En particulier :

t t ¢

/ |V p,ul|*ds = / (0pu(Bs)* + 0,u(B,)?)ds = / | f'(By)|?ds.

0 0 0

On peut donc identifier o(t) = 7(t) et u(Byu))t, v(Byq)): ont la loi de deux Brow-

niens. On peut montrer de facon analogue que ces deux Browniens sont indépen-
dants. O
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Annexe B

Outils d’analyse fonctionnelle

Cette appendice a pour but d’introduire les outils d’analyse fonctionnelle et en
particulier d’analyse spectrale utiles a ’étude du champ libre Gaussien continu.

B.1 Valeurs propres du laplacien

Commencons par rappeler le principe de Poincaré pour les opérateurs symé-
triques compacts dans les espaces pré-hilbertiens :

Théoréme B.1.1 (Principe de Poincarré). Soit X un espace préhilbertien et A €
L(X, X) un opérateur symétrique compact. Alors il existe (Ag)x une suite de valeurs
propres de A, telles que (|\g|)x décroisse vers 0 et :

o [l existe une base orthonormée (ey); de vecteurs propres associés :
A@k = )\kek.

o Vv e X, onaAv=>3, (v, er)ex.

Une démonstration est donnée dans [I1]. Fixons & présent D C C un sous
domaine ouvert borné et suffisamment régulier de C. On rappelle que 'espace
des fonctions tests D(D) est muni d'une structure d’espace préhilbertien grace au
produit interne de Dirichlet (définition 2.1.2).

Définition B.1.1. L’espace de Sobolev H}(D) est défini comme le complété de
D(D) pour la structure induite par (-,-)y. C’est un espace Hilbertien dont les
éléments admettent des représentants dans Lo(D).

Remarquons que l'espace H(D) C D'(D) est stable sous 'action du Laplacien A
compris au sens faible :

[ D/(D) = D'(D)
A'{ T (6 T(AD) °
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On notera désormais également A : H} (D) — Hj (D). D’autre part, siu € H(D),
on constate que :

—Au = Au au sens faible & V¢ € D(D),/UA¢ = —)\/wb

< Vo € D(D), —27m{u, p)yy = —)\/ugb
< Vo € D(D),2n(u, o)y = ANu, d)r,,

ol la deuxiéme ligne utilise un argument de densité des fonctions tests dans H} (D)
pour pouvoir appliquer l'identité de Green Gauss a u € H} (D). On déduit alors
également par densité que u est une fonction propre associé a l'opérateur —A si
et seulement si :

2T
) 7<

A
La fonction f, : v +— {u,v), est une forme linéaire continue sur H} (D). On déduit
par théoreme de représentation de Riecz qu’il existe un vecteur A, tel que :

<’LL, U>L2 = <Au7 U>V~

Remarquons que A : u — A, est clairement linéaire. Il vient finalement que u est
une fonction propre associé a 'opérateur —A si et seulement si :

Vv € Hy(D) u,v)y = (U, V) p,.

2 2
Vv € Hy(D), (;u — Au,v)y =0 Au= ;u
L’application A est symétrique car (Au,v)y = (u,v)r, = (Av,u)v et injective car
(Au,u)y = [lull7,. On a d’autre part :

| Aul = /D whu < [l | Aullza,

comme l'ouvert D est borné, on peut montrer qu’il existe une constante C' > 0
tel que Vu € H (D), ||ul|r, < C||Vullz, = Cllullv (on parle parfois d’inégalité de
Poincaré). En particulier, on en déduit ici que :

| Aul? = /D wAu < Cllul ] Auls.

Et donc [|Au||r, < Cllul|z, < C?||lully. L'opérateur A est donc continu, on admet
d’autre part que H} (D) s’injecte de fagon compact dans Ly(D) (théoréme de Rel-
lish Kondrachov). En particulier comme ||Aully < C||ul|z,, on en déduit que A est
compact. En appliquant le principe de Poincaré a A, et en utilisant le fait que les
valeurs propres de A sont les inverses des valeurs propres de —A avec les méme
vecteurs propres, on a donc montrer que :
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Théoréme B.1.2. I] existe une énumération croissante (A des valeurs propres
de —A sur H}(D) et (ugx)r une famille orthonormée (pour (-,-)v) de vecteurs
propres associés, tels que :

Yu € Hé(D), —Au = Z /\k<u, uk)vuk.
k=1

On admettra que A\, ~ k:e(z—g), ot ¢(D) est la mesure de Lebesque de D.

Enfin constatons que pour tout &,/ € N*, on a

1 Ak

<uk7ul>v = _§<Ulm AU1>L2 = %(Ukauzﬁg-

Autrement dit 3% (upw) g, = 0y, on en déduit que la famille ((Ag/2m)"%uy); est
orthonormée pour (-,-)1, et engendre Ly(D) (par densité de Hg(D) dans Ly(D)).
C’est donc une base orthonormée de (Ly(D), (-, -)1,). On notera désormais :

Vk € N*,ek = ()\k/QW)l/Zuk

B.2 Espace de Sobolev Hj(D)

Soit f € D(D) une fonction test, alors (—A)" f est également une fonction test,
d’apres le théoreme B.1.2., on a pour tout n > 1 :

)'f = Z )" [ k) v
)" Z A (S5 ) v
k=1
)7n i )\Z<f7 6k>L2€k-
k=1

On en déduit en particulier que pour n € N*, on a >, A2"(f, ek>%2 < 00 puis que :

VfeD(D),Vs e R, Y AZ(f en)i, < oo.
k
On peut donc légitimement définir :

f ek Lo ga 6k>

Vf,g € D(D), (f,9)s
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Cela définit un nouveau produit scalaire sur D(D). Il coincide avec (-, )z, si s =0
et avec (-, )y sis=1:

(f,9) *Z)\k [rer).$9; ex) L, 212”: (—Af, er)r,(9, €)1,

_ 217T<—A .90, = {f.9)v,

ou la derniere ligne utilise la formule de Green Gauss. Les espaces de Sobolev sont
alors définis comme les complétés de D(D) pour ces structures pré-hilbertiennes :

Définition B.2.1. Pour tout s € R, I'espace de Sobolev H§(D) est le complété
de D(D) pour (-,-)s. Les (H{(D))ser forment une famille décroissante d’espaces
et pour toute suite x; de nombres réels, on a :

> ayey, converge dans Hy(D) < Y Ajzi < oo.
k

En particulier, on identifie H)(D) = Ly(D).

Considérons f,g € D(D), et notons fr, = (f, ex)r, et gr = (g, €x)r,- On a :

1/2 1/2
Ly < (Z )xif,?) (Z A,fg,%) :
k k

En particulier, si on fait tendre f vers un élément f = >, zre) € H§(D), on en
déduit que 'on peut définir la forme linéaire :

15 : 9 € D(D) (f, 91, = Zxkgk.
%

Comme T¢(g) < [|fllsllgll-s, et que la topologie induite par (:,-), est clairement
moins fine que la topologie usuelle sur D(D), on en déduit que T'; est une distri-
bution. Les H§(D) s’identifient donc & des sous espaces de D'(D).
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