Deéformations galoisiennes et groupe fondamental arithmétique :

sSur unec COI]jCCUlI"G de de ]ong

Léo Gratien
Mathematical Institute, Oxford, encadré par James Newton

0.1 Prologue

Quelques mois avant de partir a Oxford, mon tuteur James Newton me conseille la lecture de Modular Forms
and Fermat’s Last Theorem [4]. Méme le premier chapitre, introductif, m'est écranger et abscons.

0.2 Introduction
Le grand théoreme de Fermat est démontré en 1994 par A. Wiles, et R. 'I‘aylor :

FLT : 4" +0" =" n'apasde solution entiere si z > 2 et abe # 0.

La démonstration de FLT repose une la preuve d’un cas particulicr dela conjecture dite de « modularité
» (a savoir : toute courbe elliptique sur Q est modulaire). Cette derniere est complétement résolue en 2001,
mais les avancées conccptucllcs majeures en ce sens ont licu dans le travail de Wiles.

En particulier, I'étude des représentations des groupes de Galois (Gal(Q/Q), Gal(Q_P/ Qp), etc.) savere
cruciale (cf. remarque de 1.1). Soit &£ un corps, 7 > 0 et

£:Gal(Q/Q) — GL, (k)
une représentation continue. On a étudié principalement deux aspects de Pétude de ces morphismes :

1. Les déformations Gal(Q/Q) — GL,,(4) de g,
2. Une interpretation géométrique du groupe de Galois absolu : vu comme groupe fondamental.

On associc a p, sous quelques conditions, un anneau R, qui traite de I'ensemble de ces déformations (cf.
section 1.3). La prcmiérc partie du stage a consisté en Pétude d’un anneau de déformation particulicr ([1], cf.
sous-section 1.4). Le présent rapport traite surtout du second point.

Plus précisément, on ¢tudie une conjecture formulée par A. de Jong en 2001 ([7], cf. section 2.3). 1l est
impossible de I'énoncer sans le détail de I'interprétation géométrique (cf. section 2), et nous renvoyons a
la sous-section 2.3.1 pour un historique de celle-ci. La démonstration ¢tudiée pendant le stage (de Khare et
Bockle, [3] et [2]) utilise plusicurs outils tirés de la preuve de FLT. 1l aurait été trop long de les introduire.
On se contentera donc de présenter la preuve partielle de de Jong en sections 3 et 4.
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Lincérée des représentations de groupe de Galois est vaste. D’abord, la compréhension en soi du mystérieux

groupe de Galois Gal(Q/Q) ; ensuite, les théoremes de relevement de modularité aux applications que 'on

sait en théorie des nombres (et sinon, cf: note de bas de page (4)).



1.1 Groupe de Galois absolu

Soit £ un corps, supposé¢ parfait. A toute extension galoisienne K /£ est associée son groupe d’automor-
phismes Gal(K /k) laissant & invariant. Si K est fini sur &, c’est un groupe d’ordre [K : £]. Si K est infini,
Gal(K /k) est un groupe profmi]7 limite projective sur les extensions galoisiennes L/ k finies inclues dans K.
Il est compact pour la topologie associce.

Soit une extension intermédiaire £ ¢ L ¢ K, alors K [ L reste galoisienne et Gal(K '/ L) est un sous-groupe
de Gal(K /k). Réciproquement, & H < Gal(K /) (fermé) est associée K le corps des éléments de K laissés
invariants par H.

Rappc]ons la réciprocité sous-jacente, prcmiérc pierre de la philosophic galoisiennc:
Théoreme 1.1. La description du paragraphe précédent fournit un isomorphisme ordonné entre les extensions de corps

intermédiaires et les sous-groupes fermés de Gal(K [ k). L’hypothese de fermeture est superflue si k est fini. De plus, les
sous-groupes normaux de Gal(K '/ k) sont en bijection avec les extensions L] k galoisiennes.

Deéfiition 1.2. Le groupe de Galois absolu du corps £ est le groupe de Galois associ¢ a la cloture algébrique de

k. H est l’lOté (;k dans toute la suite.

Remarque. Supposons £ fini, disons & = . Alors & = U, Fyin, et

G, = %@Gal(w/pﬂ) = %n_qZ/dz =7.

Clest bien un groupe profini, qui est généré topologiquement par 1. On appelle I'élément x — «” € G,

correspondant le frobenius arithmériquc du corps k.

Définition 1.3. Soit £ un corps parfait, et 4 un anneau. Une A-représentation de G, est un morphisme de
groupe continu G, — GL,(A4).

Remarque. o Danneau de base A4 est souvent choisi comme étant fini : Fp7 F;, ou comme l'annecau des

entiers p-adiques ou leur corps de fractions Q; et sz.

o Les sources de représentations galoisiennes sont nombreuses. Soit ¥ un 4-module de rang 7. Sup-

posons que ¥ est muni d’'une action continue de G,. Clest équivalent a ladonnée d'une A-repésentation

¢ dimension #, tel que le stabilisateur de tout élément est ouvert. Alors le morphisme G, — GL(V
ded , tel que le stabilisateur de tout p 7

donne une 4-représentation de G,.

o Une représentation est dite modulaire si elle « provient de la géométrie ». Exemple : soit £ une courbe
elliptique définie sur Q (e.g. par yz =x + 1), munie de sa loi de groupe commutatif, et p un nombre
premier. On note E[p"] la p”-torsion et Y}(E) = (kin E[p"]) ®, Q, le Qp—module de Tate de E. G

n

. . A .
agit continument sur chaque groupe de torsion, donc sur 7;,(E)

Par le point précédent, il en résulte une représentation galoisienne de dimension 2 :

Pep i Gq = GLT,(E)) = GL,(Q)).

1.2 Déformations de représentation

Soient I' un groupe profini et & est un corps fini de caractéristique p, et p : I' = GL, (k) une représentation
de I, ot. On définit, suivant [4], VIII, une classe d’anneaux de déformation, qui s’avere assez restrictive pour

que les theorémes de cette section soient verifiés.

'Un groupe est dit profini s'il est limite projective de groupe fini. Clest un pro-p-groupe ¢'il est limite projective de p-groupe.
La précision des deux cas / # p importe dans le cas ol £ est de caractéristique p. Darithmétique change substantiellement
d'un cas a I'autre, comme nous le verrons en sections 1.4, et 2.3.



Définition 1.4. Soit A un anneau a valuation discret complet de corps résiduel £ On définit B(A) la care-
gorie des A-algebre locale noethérienne, artinienne, complete de corps residuel . Elle est munie de mor-

phismes locaux, qui induisent l'identité sur .
Remarque. 11 suffic davoir en téte le cas A = Z, ou W (k) I'anneau des vecteurs de Wite de £.

Définition 1.5. Soit 4 € B(A). On dit quiune déformation p : T' — GL,(A) est un relévement de p si la
réduction modulo m, donne 7 :

I —2 GL, (k)
P
T (mod 1)

GL,(4)

Deux relevements sont ¢quivalents si et seulement si I'un est conjugué de Pautre par une matrice de
ker(GL,(4) — GL,(k)). Une classe d’¢quivalence de relevements est une déformation de p.

On obtient deux foncteurs de déformation (le premier est dit cadré), selon la sensibilité au changement de

bHSC.

QZE 6, — Ens

A+ {relevements de p a coefficients dans A}

ct

% 6 — Ens
A+ {déformations de 7 a coeflicients dans A4}
Exemple 1.6. o Une de¢formation dordre 2 de pest la donnee de p: T' — GL, (k[¢] /%). On peut ¢crire
toute matrice p(y) = p(y) + eb(y) avec b(y) € M, (k).

o Une dé¢formation p,, : I' = GL, (k[e] /") d'ordre m se réduit a une déformation d’ordre -1 modulo

-1 . .
£"7. Dot un dlagramme commutatif:

l

GL,(kl¢]/e") — - —gGL kle] /%)

Lexemple precédent souleve deux questions. Quand est-ce qu'un tel relevement existe ? A-t-on une fac-
torisation de tout relevement vers un « anneau universel » associ¢ a p ? Dans le cas précédent, on sactendrait
a une representation p, 2 I' —> GL, (k[[e]]) ou k[[e]] := lim,, &[] /<™.

Il convient d’ajouter des conditions & aux déformations ¢tudiés : il est parfois nécessaire de fixer le
déterminant, ou la trace des déformations. On définit un foncteur E%j? de maniere analogue et les mémes
questions tiennent. Cela apparait par exemple en section 2.3.



1.3 Anneau de déformation universel

La représentatibilit¢ du foncteur de déformation nécessite en général une hypothese technique de finitude
sur le groupe I Elle est vérifice dans toutes les applications de ce texte.

Définition 1.7 (Hypothese (Dp). Pour tout I ¢ T sous groupe ouvert, Hom(I", Fp) est fini.

Avec cette hypothese, le foncteur de relevement est toujours representable. Ce n'est pas le cas du foncteur
de déformation, qui nécessite une hypothése supplémentaire.

Definition 1.8. La représentation  est absolument irréductible si
X k:T — GL”@)

est une représcntation de groupe irréductible. De maniere, équivalcnte,ﬁ ®, K est irréductible pour toute
extension K finie de £.

Théoreme 1.9. Soit 4 € B(A). Supposons que I est un ®,-groupe.

(i) Le foncteur @ﬁu est representable par un couple (RﬁD , P") dans la carégorie B(A). A
(ii) %z jsc;pposeﬁ absolument irréductible, alors 5 est représentable par un couple (R, o)

Le couple (Rﬁ, ") est alors unique a unique isomorphisme pres.

dans la catégorie

Preuve. On construit 'anneau de relevement explicitement. $il on impose des conditions de défor-

mations, d'autres méthodes existent ([4], VIII, Chaptcr 4). T étant proﬁni, on distinguc deux cas.
* Cas 1: T est un groupe fini. L'anneau universel Rﬁ(r) doit 1. appartenir a €(A) ; 2. vérifier pour tout

A € (A) la proprié¢cé universel

HomA—al g (R

(T), 4) = Hom, (T, GL, (4)). (1.1)

Soit Ry la A-algebre engendrée par Xlgj (1<4,j<netgel)etsoumise aux relations :

gh _ on g vh

Alors f +— (¢ — (f(Xlgj))U) réalise la bijection (1.1) pour toute A-algebre 4. 1l reste a modifier R
pour appartenir a C(A).

La bijection (1.1) donne un morphisme Ry +— 4. Son noyau est un idéal maximal m c Ry, et on peut
compléter R pour la topologie m-adique :

Ry(I') = Jim Ry .
Clest visiblement un objet de €(A). Soit p : I' — GL,(A4) une deformation de o, 4 dans €(A). La
bijection (1.1) donne £ : Ry — A un morphisme de A-algebre tel que () € m,. Dou, pour tout / = 0, un
morphisme Rﬁ(r) —> Rr/ml - A/mé. Il passe a la limice :

[iR(D) — A=limd/ny,  (de(n),

et le diagramme suivant commute :



r —— GL,(4)

T ~“— GL,(R,(I))

Enfin f et R5(T') sont uniquement déterminés par le diagramme ci-dessus.

* Cas 2: I est profini. Notons I = Lin G ou G décrit les quotients finis de I tels que 7 se factorise’ par G.
Par le cas 1, on dispose de (RF(G),ﬁgmv) universel pour ;. Grace a la propricte de @P—ﬁnitudc, le
systeme projectif (R5(G)) admert une limite R; dans €(T).

Montrons que R; est 'anneau de deformation universel associ¢ 4 5. Soit 4 € B(A) :

27 (4) = 1%1@9' (4) = L%nHomA_ulg<Rﬁ(G>,A>
= Homy_,(lim R(G), 4)

G
= Homy_y, (Rﬁ, A). O

La comprchension des déformations de g revient a I'étude de ses anneaux de déformation universels donnés
par le théoreme 1.9. En effet, une déformation p : I' — GL,, (A) est ¢quivalent a la donnée d’'un morphisme
d’anneaux Rﬁ — 4. Le premier résuleat est le

Corollaire 1.10. On dispose de d € N et d’un morphisme surjectif
Allxys oo %]l > R
En particulier Ry est quotient de lanneau de serie formelle Allxy, ..., x,]| par un idéal 1, appelé idéal des relations.

Remarque. Lentier d s'interpréte comme la dimension du groupe H' (T, ad(p)). Le calcul de I'idéal des

relations est difficile. Dans 1’cxcmp1c préscnté en section suivante, une dcscription précisc de 7 est donnée.

Exemple 1.11. Reprenons I'exemple 1.6, et supposons le foncteur de déformation représentable. On dispose
alors d'un factorisation pour tout 7 :

univ

ﬁ r
— |
GL,(R;) ----> GL,(k[e]/¢") —= GL,(k)

” (mod ¢)

done d’'un morphisme R; — k[[¢]], comme attendu.

1.4 Utilicé de Panneau universel : le cas p—adique modulo ?
Nous préscntons ici un autre résultatr érudi¢ au début du stage, a titre d’illustration. Cette section est in-
dépendante du reste du texte.

Les opérateurs de Hecke, ¢tudiés en section 3.2, permette de définir I'analogue T de 'anncau universel

« coté automorphc ». Il savere qu’un isomorphimc existe parfois entre l’zllgébrc de Hecke T et certains

1l existe une infinité de tels G. En effet T est compact et GL, (k) est un groupe fini. Le morphisme continu % est donc induit
par Gy —> GL,, (k) ot G, est fini. Tout quotient fini contenant G, convient.



anneaux de déformations. Ces algebres sont donc les points de jonctions du pont conjectural entre théorie des
nombres, et formes automorphes’. Cest le départ du programme de Langlands.

- S / . . — R
Soit F une extension finie de QP’ et une representation continue p : G — GLn(Fp). On pose dans
cette section A = ZP‘

Théoréme 1.12. L'anneau de déformation R/E vérifie les propriéeés suivantes :

() il est local, plat, d’intersection complete (cf. le corollaire suivant),
(ii) sa dimension en tant que Zp—module vaut n”> + n*[F : Q,l

Corollaire 1.13. En particulier onala présenfation suivante :

20 - Z,[x5 5 %11
£ (1> f)

ou (f1, ..., f-) est une suite réguliere de z, [ . s 2]
La preuve de ce résultat récent [1] répond a une conjecture de Mazur ([9], section 10). Elle repose sur
Pétude des dimensions des composantes d'une décomposition de Spec(RﬁD), et est inaccessible sans intro-

duire 16 langage dGS schémas.

Corollaire 1.14. Soit p : G —> GL,(F,) une représentation continue. Alors p admet un relevement en caracteris-
tique zéro p : Gp —> GL”(ZP).

Preuve. Par le théoréme 1.12, RﬁEI est plac donc RI,D [%] est non nul.  Soit x un point fermé de

Spec(RﬁD [%]), il donne un morphisme RJE — Q_p Par composition, on dispose donc de p, :

2 GL,(Q,)

ﬁ
G _ y )
GL,(R7)

O
nRJcT

et on conclut en prenant p = g, ® Z,,. O]

2 Réinterprétation géometrique du groupe de Galois

Avant de formuler le probleme posé par de Jong, voyons comment il est possible de construire un groupe
d’homotopie associ¢ a une varice¢ algébrique. La section suivante présente 'analogie au cas topologique de

la construction Compléte dOl’ll’léC en annexe B.

2.1 Construction du groupe fondamental arichmétique
211 Détour par la construction topologique

. - . C
On se donne un espace topologique X. La définition du groupe fondamental topologique 7, (X, 2) est
possible si l'on suppose par exemple X connexe par arcs : c’est le groupe des classes d’homotopies des lacets

*On a par exemple vu comment les représentations pouvaient provenir de courbes elliptiques. Je n'ai malheureusement pas la
place de détailler la preuve du dernier théoréme de Fermat par A. Wiles (présentée en [12]) dans cette note.
Elle exploita une correspondance représentations—formes modulaires et initia la théorie des déformations. Il savere que lex-
istence d’une solution non-triviale 2" + 6" = ¢” permet de construire une représentation, donc une forme modulaire 4 propriéeés
specifiques (une newform de poids 2) dont on sait par ailleurs 'inexistence.



de point de base 2 € X fixé. Or une variéeé générique maura pas une telle propriéce topologique. On procede
donc autrement :

Soit p : ¥ — X un revétement topologique, non ramifi¢ (i.e. en tout point x de X, on dispose d’un
voisinage U tel que chaque composante connexe de p_l(U) soit homéomorphe U par p. Il esc dit fini si
le nombre de composantes connexes de p™ (U) est fini. Soit Rev(X, x) la catégorie des revétements non-

ramifices connexes de X pointés en x. Rappelons que sous des hypothéses plus restreintes, on a la

Proposition 2.1. Soit X connexe, localement connexe par arcs et localement simplement connexe, la catégorie ordonnée
N o
Rev(X, a) est équivalente a l'ensemble ordonné des sous-groupes de 7[10P (X, a).

Preuve. Soit (Y, 5) € Rev(X, ). L'image de I'application injective 7zlmp (Y,b) — 7r1mp (X, a) fournit le
sous-groupe.

: . .
Réciproquement, 4 N un sous-groupe de 7, (X, 2) on associe I'espace (¥, y) donné par :
Yy = {y un chemin de source 2 dans X}/ ~y,

ot deux chemins sont équivalents dans Yy si et seulement si leur but et identique et le lacet obtenu par

composition est dans N. O

o - ¢ .. . . .
Si de plus le sous-groupe N € 7,”" (X, ) est distingué, le revétement correspondant est dit galoisien.

En particulier, NV trivial correspond au revétement universel X de X, et Aut(X/X)P donne une interpré-
ration du groupe fondamental n’utilisant pas les lacets. Sinous savons construire un tel espace au dessus de X
nous sommes en mesure de deéfinir le groupe fondamental sans considération intrinsequement topologique.
Seulement, plusieurs aspects algébriques seraient alors occultés, comme la fonctorialité, et la dépendance en
a. On notera dans la suite p : X — X le revétement universel au dessus de 4.

2.1.2  Formulation catégorique
Les hypotheses de la proposition 2.1 sont en vigueur. Notons Rev*(X) la catégorie des revétements non-
ramifics plus necessairement connexes sans mention d'un point de base.

Soit (¥, p) € Rev'(X). Un chemin continu de 2 a & dans X donne lieu, par propriété de relévement

universel, a Paction du groupe fondamental sur les fibres du revétement:

W{OP(X; a,b) xp_l (¢) — p_l(b) (2.1)
> 7?(&2,).
Remarque. Avec ce point de vue,

o un N sous-groupe est galoisien si I'action du groupe fondamental sur ¥, — X est fidele et transitive.

o Laction de 7zlmp (X, a) sur le groupe des automorphismes de Y5, au dessus de X est bien définie, et de
plus 7 (X, 2) [N = Aut(¥y /X)P.

Définition 2.2. Soit E| le foncteur covariant « fibre en 2 » Rev®(X) — Ens qui a un revétement (Y, p) associe

7 N (a).

Soit y un ¢lément de 7r1mp (X;a,b). Par (2.1), y définit le morphisme a(Y) : E(Y) — F(Y) et donc une
transformation naturelle de £, vers F. Réciproquement,

Proposition 2.3. Sous les mémes hypotheses sur X, le groupe fondamental topologique correspond aux transformations
des foncteurs fibres :
e/
Hom(E, ) = =, "(X;a,b).



Preuve. Un sens a été vu. Reste 2\1 Othl’liI' un chemin d€ a él b sachant une transformation nature]]e

a:b— I

Notons qu'un revétement universel X au dessus de 2 représente canoniquement le foncteur F, : E(Y) =
Homp ey (x) (X, Y).

Délément a(X) : F(X) — E(X) sécrit done 2(X)%F : 7, P (X;0) — 7,""(X;4) sachant Pisomor-
phisme Ez(j(\) = Aut(jf\/X) = 7rlmp (X;4)P. Le chemin de 2z 4 b en découle. O

Pour résumer, nous avons obtenu les isomorphismes suivants (a 'ordre de Popération prés), nous per-
mettant enfin une définition (qui a perdu en clarté, certes) du groupe fondamental d’un espace « géneral »

7" (X;a) = Aut(Homp, () (X, -)) = Aue(E).

En particulier, Péquivalence entre Rev® (X) des revétements non ramifiés de X et les 7, (X, 2)-ensembles,
donnée par la fibre en a.

213 Groupe fondamental arithmétique

En appendice est construit le groupe fondamental arithmétique d’un schéma connexe grace a lapercu cate-
gorique précédcnt. Seul le cas des courbes et des points (Spcck avec k£ un Corps) seront utilisés, mais les
théoremes 2.7 et 2.8 en justifient le cadre général.

Partons d’une variéee algebrique, ou d’un schéma. Deux difficultés se posent :

1. La notion de ramification est plus subtile dans le cas algebrique.
2. Lexistence d’'un revétement universel tombe en défaut.

En réponse aux deux difficulees soulevées : les morphismes entre schémas connexes analogues des revéte-
ments non-ramifiés sont construits en appendice B. Ils sont dit étales s le groupe fondamental est une limite
de groupe fini : il est profini.

Definition 2.4. Soit X un schéma connexe. Le groupe fondamental arichmetique de X est la limite des groupes

d’automorphismes Aut(Y'/X), ou Y — X est un morphisme fini galoisien, et ¢tale de schémas :

e .
iz = .
00 = lim Awe(r/X)
Y—-X
Si X est une courbe projective et lisse, on obtient 'expression simplifice

7 (X) = Gal(k(X) /k(X)),

\

ot k(X) est la composée des corps £(Y) ot ¥ est un revétement ¢tale fini et galoisien de X.

Proposition 2.5. Soit ¢ : X — Y un morphisme de schémas envoyant un point X sur ¥. Par construction, un
morphisme continue de groupes profinis ¢* : m (X, %) — = (Y, 7).

2.2 Le cas des courbes

Bien que la conjecture de de Jong soit formulée en toute généralité en section 2.3, nous travaillerons dans le
reste de notre travail avec X une courbe lisse et projective. En fait, le cas général s'en déduit ; cf. remarque

2.13.

Nous avons vu que le groupe fondamental arithmétiquc fournit une généralisation de la notion groupe
d’automorphismes de revétements d'espace topologique. Quand ce dernier est un point (muni, tout de
méme, de sa structure de schéma) Spec k, on retrouve le groupe de Galois absolu de £ ; cf. cxcmplc B.7.

9



221 Du corps a la courbe

Etant donné X sur £ une courbe, on construit sa « réalisation géomécrique »* X = X;. Si un polynome
[ € k[x, y] définic X sur &, X est la courbe sur & définit par le méme polyndome vu sur £[x, y]. Les morphismes
X — X — Spec k donnent par fonctorialite (prop. 2.5) une suite :

Wl(Y,E) —> 7[1(X,§) — ﬂl(Spec k,x) = G,.

Définition 2.6. On appelle 7, (X, %) (resp. 7, (X, %)) le groupe fondamentale arichmétique (vesp. géoméerique)
de X.

Théoréme 2.7 (Suite exacte homotopique). Le complexe ainsi construit est une extension de groupe profinis :

1 — 7 (X,%) — 1 (X,x) — G, — 1.

Ce théoreme est fondamental. Comme notre notation le suggere, le groupe géométrique capeure la
geéometrie de X, tandis qu'a I'opposé se trouve son contenu arithmétique. Le groupe 7 (X, ) synthctise ces
deux aspects, et reste dans la majorité des cas mystéricux. Nous renvoyons a la sous-section 2.2.2 suivante
pour une quantiﬁcation de ce phénoménc.

La conjecture de de Jong (section 2.3) donne un autre apercu de la différence de complexite des groupes

fondamentaux arithmétique et géométrique.

222 De la topologie a I'algebre
Si nous prenons £ = C, la courbe X peut étre vue soit algebriquement, soit topologiquement. Les deux
groupes fondamentaux correspondant sont en relation, la plus simple qui soit :

Théoréme 2.8. Soit X une courbe sur C et X(C) sa réalisation comme variéte topologique de C. Le groupe fonda-
mental géométrique de X est la complétion profinie du m topologique :

o~

7 (X, %) = 7. (X(C), %).

Exemple 2.9. Soit X = P'(C) le plan projectif. Ce n'est pas une courbe algébrique, nérant pas affine. Mais
X privé d’un point devient l'espace affine AlC) = Spec(C[z]) = C. En effet, C est algebriquement clos
ct tout idéal premier de C[¢] est de la forme (x — 2) pour A complexe. Dapres le théoreme précedent,
ﬁfCO(X— {x}) =1

Remarque. Ce dernier théoreme permet en particulier de décrire explicitement le groupe C(z). Clest assez

spectaculaire pour qu'on en donne le détail ; cf: appendice B.3.

2.3 Formulation de la conjecture de de Jong

On ¢nonce la conjecture de de Jong avant d’en faire un bref historique, et d’en donner les limites.

Soit X une courbe lisse et projective sur un corps fini Fq, et p une représentation continue
m (X) — GL, (F,(2))) »
. . . . ! .
avec / un nombre premier ne divisant pas g. Supposons qugﬁ|7rl (x) ost absolument irréductible.

Conjecture 1 (de Jong). Sous les hypothéses ci-dessous, le groupe p(m, (X)) est fini.

Sauf mention du contraire, par « courbe » sera entendu « courbe lisse et projective sur E,» dans le reste de cette
section.

. _
°La terminologie vient du cas £ = Q ou & un corps de nombres, auquel cas X est une courbe sur C.
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23.1 Historique et intérét

Dans Conjecture de Weil : II ([5], Conjecture (1.2.10)), Deligne formule une conjecture sur valeurs propres
d’un opérateur sur les fibres d'un faisceau Q-lisse sur une courbe X. Drinfeld et Deligne démontre le cas des
faisceaux de rang 2 grice aux travaux de ce dernier.

Remplagant les corps de coefficients Q; par F,((#)), on obtient la conjecture de de Jong, reformulée dans

[7] en la conjecture 1 :

Conjecture 2. Soit X une courbe définie sur un corps fini de caractéristique p # €. Le groupe de monodromie

géomérrique de tout F;((2))-faisceau lisse est fini.

Il est naturel de se demander si remplacer F;((2)) par F, (), Q,ouQ, dans la conjecture 1 donne encore
un énoncé plausible. Malheureusement, il nen est rien. Détaillons le premier cas.

Proposition 2.10. La conjecture 1 avec p au lieu de [ est fausse.

textbfPreuve. Supposons F = FP((I)) On pose X := All:p' Soit f(z) € F,[7] irréductible et Y — X
le morphisme (¢étale) correspondant a l'extension d’Artin-Schreier F, [£,x]/ (& = x = f(2)) sur F, [¢]. Clest
une extension cyclique de degre p de E,(¢). Pour f premier a g, on obtient deux realisations distinctes de

E, dans 7, (X). Soient f;(¢), 7 = 0 des polynomes de F,[] deux a deux premiers entre eux. On construit a
l"aide des extensions (restant galoisiennes)

Byl 2y, ,]/ (o =, = £2))

des morphismes surjectifs et compatibles ¢, : T (X) > F; D’ot une fleche surjective

= (X) — JF, = F,(2).
Composée a l'injection ((1) I) : Fy((£) — SLy(£,((#), la conjecture de de Jong tombe en défaut. O

Dans le méme papier [7], il est démontré que la conjecture 1 équivaut la finitude de I'anneau de défor-
mation universel attaché a la représentation résiduelle RX; définie en section 1.3.

Théoreme 2.11. Avec les méme hypotheses que dans la conjecture de de Jong, sequivalent :

(i) le groupe p(m, (X)) est fini,
(ii) Ry est un Z;-module fini.

Lauteur démontre en 2001 sa conjecture dansle casn = 2 grﬁce ala réciprocité de Drinfeld par des
méthodes automorphes que nous présentons en section 3.2, Dans [2], lu extensivement pendant le stage,
Bockle et Khare démontre la conjecture 1 pour tout 7z > 1 avec de forte hypotheses sur la représentation
p. Leur démonstration est completement différente car elle prouve la finicude de Ry et conclut par le
théoreme 2.11, par des methodes dies a Wiles, Skinner et Taylor. Enfin, D. Gaitsgory en 2006 démontre la
conjecture en toute généralité dans [6] en utilisant la réciprocité de Drinfeld pour tout 7.

Ainsi, avec de Jong et Gaitsgory, on déduit la finicude de Ry 5. Avec Bockle-Khare, on lutilise.

232 Quelques réductions

On formule une réduction de la représentation 7, (X) — GL,(F;((#))) qui sera nécessaire a Paccribution
d’une forme automorphe propre f{Jo, cf. section 3.3.
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Définition 2.12. Soit I' un groupe profini et ¥ un k-espace vectoriel. Soit p une représentation continue
I' — GL(V).
(i) On dit que p est irréductible si laction de T sur V" n’a pas d’espace propre non nul stable par T,
(ii) On dit que p est absolument irreductible si p ®, k est irreductible. Il est ¢quivalent de demander a ce
que V' ®, K soit irréductible pour toute extension K'/£ finie.

Proposition 2.13. Il suffit de démontrer la conjecture 1 pour tout couple (X, V, p) avec X une courbe lisse et projective,
dim V" < n et de plus :

dct(/o) est trivial,

ﬁ| ) est absolument irr ¢ductible.

2.3.3 Démonstration en dimension 7z = 1

Notons F = F;((z)). Soit p : 7 (X) —> F" une représentation continue. On tire parti du fait qui n'est vrai
que siz = 1: GL,(F) = F* est abélien. Dol la factorisation® p : 7 (X)™

— F*. Or nous avons le

Théoréme 2.14. Avec les notations ci-dessus, on a les décompositions suivantes
F* = (pro—l—groupe) x F; x Z et ™ (X)* = (pro—p—groupe) x (groupe fini) x 7.

De plus, le groupe fondamental geometrique (X) s'envoie par la fléche 7, (X) — m(X) - 7 (X) b dans les dewx
premiers facteurs de 7y (X ).

Definition 2.15. Soit (X, %) ¢ 7 (X, %) I'image inverse du sous-groupe (Frp) c Gal(F_q/Fq), Cest a dire
I'image de Z dans 7. par 2.7. Clest le groupe de Weil de X. Par exactitude de la suite d’homotopie 2.7, on voit
7 (X, %) comme un sous-groupe de W (X, x).

Soit X la courbe complétée projective lisse de X et S I'ensemble (fini) des places (finies) X-X. Le lemme
suivant est un corollaire de la théorie du corps de classe, dont on rappelle seulement le cadre en appendice
C (pour la preuve, cf. [11], IV, Théoreme 7).

Lemme 2.16. Soit K = k(X) le corps de fonction de X et K5 lextension de K abélienne non-ramifiée maximale
hors de S. Alors
W (X, %) = Gal(K> K) = (H o) ) \A¥ /K",

veS

et limage du groupe géomérrique dans le groupe de Weil sobtient en prenant les éléments A}( c Aj denorme 1:

(X, %)™ (H@ )\AK/K

veS

Preuve (du théoréme 2.14).

* Soit f(¢) € F*. On peut ¢crire f(¢) = at™ (1+£g(¢)) avec m entier relatif et g(¢) € F,[[#]], ce qui donne
la décomposition

F/ ()" = F; x Z x (1 + ¢F[[2])).

Or le groupe 1 + ¢F,[[¢] quotiente par 1 + thl [z1 (& = 1) est isomorphe a 'ensemble des polynémes a
coefficients dans F; de degré inférieur ou égal a £ — 1. Clest un espace vectoriel de dimension finie sur F, en

particulier c’est un /-groupe.

*Labélianisé¢ G d'un groupe topologique G vérifie la proprié¢eé universel : pour tout G — H morphisme de groupes continu,

et H abélien, on a la factorisation continue G** — H. Explicitement, G"* = G/[G,G).

12



* Clest plus délicat. On prend I'abélianisé de la suite d’homotopie (théoreme 2.7), donnant la suite exacte
m (X, %) — 7, (X,%)" — Gal(F,/F,) — 1.
Il reste & montrer que 7; (X, %) a pour image le produit d'un groupe fini et d'un pro-p-groupe, ce que

le lemme 2.16 impliquc (ce n'est pas immeédiat). OJ

Preuve de la conjecture 1 pour 7 = 1. Par le lemme, la pro-p partie de 7; (X)? est tuée done I'image

géométrique est finie. O

3 MéthOdCS automorphes sur ICS corps de fOl’lCtiOl’lS

Cette section consiste en une large généralisation de la théorie du corps de classe. En effet, cette derniere

donne une correspondance entre 'ensemble des caracteres d’ordre fini associés au groupe de Galois Gy et le
-1 * * 5 . / 5

groupe des ideles A% /K™ (pour les groupes fondamentaux c’est un plus compliqué, comme nous I'avons vu

en233dansle cas z = 1).

Dans le cas deux dimensionnel, la correspondance de Drinfeld énonce qu'a certaines représentations
galoisiennes correspond une forme automorphe (cf. théoréme 3.6). Le reste du travail peut donc s'effectuer
« du c6té automorphe ». Dans cette section, on rappelle que :

o kestun corps de caractéristique )2
. ! ! .
o X une courbe lisse, geometriquement connexe sur &,
o K le corps de fonctions de X
1.
o A, son anneau adélique, et
o 0, est un anneau local, d’idéal maximal m,. On note 7, une uniformisante,

o A un annecau noetherien dans lequel p admet un inverse. (eg. Q,, ou F;((2)).)

3.1 Forme automorphe

On définit dans cette section les formes automorphes de degre 2. Puis des endomorphismes particulier sur
Pespace de ces formes : les opérateurs de Hecke. Les formes automorphes d’intérée seront les formes propres

associces a ces opérateurs.
Définition 3.1. Une forme auromorphe7 a coefficients dans A est une fonction
£ GLy(0)\ GLy(Ag)/ GLy(K) — A

verifiant pour tout x € GL, (Ag) :

f SNz =0, lo(z)=((1) j) (3.1)

Explicitons cette deéfinition. Le double quotient dénote les deux invariances sur x € GL,(Ag) : f(xy) =

f(x) pour y € GL,(K) et f(ux) = f(x) pour # € GL,(0).

7~ . . . . .
Clest p]U.S ]ustcment une Formc zlutomorphe non—ramlﬁée parabohquc. Le texte ne traitant que dC CCHC—CI, on omet cette

précision.
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L'ensemble GL, (0)x est un ouvert de GL,(Ag) pour x € GL,(Ag). Une forme automorphe est donc
localement constante et continue, de méme que l'intégrande de (3.1). Or par invariance par translation
de K : f(xh(2)) = f(xh(z + k)) de sorte qu'integrer sur le groupe topologique compact Ag /K est licite
(implicitement est utilis¢e 'existence de la mesure de Haar normalisée dz sur Ag /K).

d’f‘E.nf‘m, fU dz € p” si U est ouvert. Or A est une Z [%]—a]g‘ebre et Pintégration de f(xh(-)) est bien
¢finie.

3.2 Opérateurs de Hecke

Definition 3.2. Soit v une place de X et f une forme automorphe, on appelle l'opéraceur de Hecke associc a la
place v 'endormorphisme

mﬂwraLMf@%m@

et '’homothétie

wne=£([% )

v

ou M, c M,;(0,) est I'ensemble des matrices g a déterminant dans 7,0;, et dg Iincégrale de Haar sur

GL,(K,) normalis¢ sur le sous-groupe compact GL,(0,).
Proposition 3.3. Les opérateurs de Hecke sont bien définis : T, f est une forme automorphe. On le voit avec lexpression

1[5 - 2 ke 2

0<i<gq, v

ou g, est le cardinal du corps résiduel x, == O, [(7,), et A; des représentants de x,, dans O,.

Preuve. On écrit toute matrice g € M, comme un produit gldgz avec gy, & triangulaires inférieure et
supérieure et d diagonale (décomposition de Bruhat). Les propri¢eés d’invariance de f permettent d'obtenir
la formule ci-dessus. O

Définition 3.4. Une forme automorphcf sera dite propre si f prcnd une valeur inversible dans A et si on

dispose de (z,), (#,) dans A tels que

T.f=t,f et Uf=u,f pourtousuv.

Remarque. Dans une démarche qui nest pas celle de ce texte (cf. section 2.3.1), on peut former une algebre de
Hecke engendré par des opérateurs de Hecke et homothéties en des places choisies.

Soit Cl’lﬁl’l IC A—modu]c dCS formcs propres %l ValCUI'S propres pI'CSCIitCS :

B(A) = {f forme automorphe telle que U, f = 4, f pour tous v.}

Les opérateurs de Hecke se transportent en endomorphismes A-lincaires de €(A).

Définition 3.5. Soit f* € B(A). Les valeurs propres des homothéties U, sont des unités de A. Le caractére
central associ¢ a f est le morphisme

z O \AR/K — A

(1,..,1,7,1,..) — ugl,

bien défini par invariance de f.
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33 Réciprocite de Drinfeld

Nous sommes en mesure d’énoncer, sans démonstration, le théoreme de Drinfeld ([7], Theorem 4.9) pour les

corps de fonctions.
Théoréme 3.6 (Réciprocicé de Drinfeld). Soit [ # p et une representation continue 7 (X) — GL, (F,((2))) telle
que

1. det(/o) est trivial,

2. pl, ) est absolument irréductible.
Alors il existe une forme propre f € B(A) telle que ¢, = Tr p(Fr,).

On termine par le théoreme de Lafforgue, utilis¢ a la fois dans la construction de I'isomorphisme entre
l'algébre de Hecke et 'anneau de déformation universel par Bockle et Khare [2] et dans la preuve générale de

Gaitsgory [6]. Il a en outre permit de démontrer la conjecture de Deligne compleéte mentionnée en historique
23.1:

Théoréme 3.7 (Lafforgue, [8]). Soit K le corps de fonction de X de caractéristique p > 0. On a une bijection o entre
1. les classes d’equivalences de représentations « paraboliques » 7 de GL,,(K), et
2. les classes d’équivalences de représentations irreductibles o(7) = Gy — GL,(Q)).

Cette bijection respecte les constructions des fonctions L : L, (7,s5) = L,(c(7),s) pour toute place finie v € X et s
complexe.

4  Traduction et algébricité des valeurs propres : fin de la démonstration

En section 2.3, on a traduit la conjecture de de Jong par la finitude de Ry 7 en tant que Z-module. On donne

plus bas une autre interprétation de la conjecture.

Plus précisément, c’est le caractere algébrique des ¢léments Tr( o (Fr ui est impliqué. Ce dernier point
p ) gebriq /)4 phq p

\ ! A 4 . A 4 4 . . 4 . ~ 14 \
peut a present éere ¢tabli du cote automorphe, et la réciprocité de Drinfeld (théoreme 3.6) nous permettra
de conclure.

4.1 Reformulation algébrique dela conjecture

Rappelons que X est une courbe lisse et projective sur F, et p : 7 (X) — GL, (F) = GL().

Proposition 4.1. Soient X et p comme dans la conjecture de de Jong 1. On a l'équivalence :

(i) ﬁ(ﬁl()_()) est fini,

(ii) Pour toute place finie v de X, le polynome caracteristique de p(Fr,) est a coefficients dans F;.
Preuve. Supposons (7), alors p(Fr,) est dordre fini dans GL(V). Donc ses valeurs propres sont al-

gébriques sur F;. Or tout ¢lément non-constant de F est transcendant, donc les valeurs propres sont dans

F,. Par somme et produit, les coefhicients du polynémc caractéristique dcjo(FrU) sont dans F; aussi.

Réciproquement, supposons (7). On considere pour 7 < dim 7 les fonctions continues
*
fii m(X) — A

yr—Tr (ﬁ(7)> /\ V)-
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ot I'élément Tr( SN V) est la trace de p transportée en la représentation p; @ 73 (X) — GL(/\ V)S. Par
hypothese, les f; appliquée en tout frobenius Fr, sont a valeurs dans F;. Or par le théoreme de Cebotarev, les
Fr, sont denses dans 7; (X). Par consé¢quent, toutes les f; sont a valeurs dans F;, donc localement constantes.

On dispose donc d'un sous groupe ouvert H < 7;(X) tel que les £; soient constantes sur A, de valeurs
Tr(lV, AN V). Pour b € H, p(h) 2 donc méme polyndéme caractéristique que l'identité de V'@ (X - l)dimV.

On en deduit que p(h) est unipotente.

Il suffic de montrer que p(H) est fini. En effet, 7; (X) est compact de sorte qu'un nombre fini d'ouverts
yH suffisent a recouvrir 7; (X). On mentionne seulement comment conclure : un argument cohomologique
montre que le pro-/-quotient maximal H' 3 un nombre de générateurs (topologiques) fini, son image par p
est alors un pro—l—groupe nilpotent, finiment engendre. Elle est finie etﬁ(H) = Jo(Hl) aussi. U

4.2 Du c6té automorphe

Terminons cette section par deux lemmes fondamentaux du c6té¢ automorphe : 'un sur la finicude de €(A),
Pautre sur Palgébricicé des valeurs propres des opérateurs de Hecke.

Lemme 4.2. Le A-module G(A) est finiment engendré. Si de plus A est un corps, et F € A désigne son corps premier,
alors

6(F) ® A =6(N),
et cet isomorphisme commute aux opérateurs de Hecke.

Remarque. On est forcé d’admettre le lemme 4.2 sans (de nouveau...) introduire un dictionnaire entre
GL,(0)\ GL,(Ag)/ GL,(K) et des classes d’isomorphismes de faisceaux localement libres de rang 2 sur
X.

Théoréme 4.3. Soit f € B(A) de caractere central qug(_). Alors les valeurs propres t, sont algébriques de degré
uniformément borne : il existe une extension finie E de F tel que t, € E pour toute v.

Avant de démontrer 'énonce 4.3, concluons la demonstration de la conjecture de de Jong. On pose

A = F = F/((2)), et pour appliquer la correspondance de Drinfeld, 7 = 2.

Preuve de la conjecture 1 pour z = 2. Soit f € B(A) la forme propre associce a la représentation

P m(X) — GL, (F,((#)) d'un couple (X, p) comme en proposition 2.13.
Il suffic d’apres la proposition 4.1 d'obtenir algébricité des valeurs propres #, = Tr p(Fr,). Mais le car-
actére central est par la condition #, = ¢, tel que le théoréme 4.3 s'applique. Par conséquent, p(7; (X)) est

fini. O

Preuve du théoreme 4.3. Supposons le lemme précédent démontre : Papplication €(F;) — B(F)
induit un isomorphisme par extension des scalaires. Par compatibilité, un opérateur de Hecke 7, sur provient
d'un opérateur B(F;) — B(F;). Or B(F) est un F-espace vectoriel de dimension finie, donc €(F;) est un
F;-espace vectoriel de dimension finie. Ainsi les valeurs propres des 7, sont algébriques de degré au plus

[€(F,)) : F)]. O

5 Epilogue

Aprés avoir terminé ce rapport début juillet, je m'essaye de nouveau a une lecture de Modular Forms and
Fermat’s Last Theorem [4]. Si de nombreux ¢léments techniques me manquent encore, au moins le brouillard
de ma premicre lecture s'est completement dissipe.

®Les images d’un élément y en les £ sont au signe pres les coefficients du polyndme caractéristique de p(y).
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A Schémas, courbes

Dans cet appendice, tous les anneaux seront supposés commutatifs et intégres. k est un corps parfait, de caractéristique
p et k dénote une cléture algébrique de k.

La notion de schéma généra]isc la notion de variécé algébriquc aussi bien que celle d’cspace topologiquc.
De méme qu'une variéeé différentielle est localement modelée sur espace R” ou C*, un schéma est locale-

ment modclée sur un Cnsemble beaucoup plUS vaste d’CSpQCCS.

Défiition A.l. Soit 4 un anneau, le spectre de 4 est l'espace topologique Spec A4 dont les points sont les
id¢aux premiers de 4. Une base d’'ouverts est donnée par D(f) = {p € Spec 4, f ¢ p}. En particulier cest
un point si 4 est un corps.

La « structure différentielle » du schéma nécessite plus que 'espace topologique de base :

Définition A.2. Le couple (X, Oy) est un espace localement annelé si X est un espace topologique et Oy un

faisceau d’anneaux commurarifs, i.c. :

(i) Oy est un foncteur contravariant de Ouv(X) dans Ann : pour tout U € Ouv(X) ouvert de X, Oy (U)
est un anneau, tel que ce foncteur soit Compatible a I'inclusion.
(ii) De plus, les sections locales se recollent uniquement. Plus précisement, pour U = | U; un recouvre-

ment par des ouverts, 121 suite est exacte :

Oy (U) — U Ox (V) - U Ox(U;nU) — 0
3 0
s (ﬂUt.),' ;o () — (5,'|U,.mUj - 5j|U,.nt)-

(iii) Le germe Oy, = limereouv(X) Oy (U) est un anneau local.

Définition A.3. Un schéma (XOy) est un espace localement annelé¢, tel que tout point x € X admet un

voisinage ouvert affine, i.e. de la forme Spec 4.
Un schéma est de type fini sur £ si en tout point, un voisinage affine Spec R existe avec 4 de type fini sur
k : on dispose de z > 0 et J un idéal de k[ X, ... X, ] tels que 4 = k[X;, ... X,] /1.

On définit le cadre algébrique des courbes, que I'on supposera irréductible et projective.

Définition A4. Une courbe algebrique X est un type particulier de schéma :

1. X est de type fini sur &,

2. X est de dimension 1, c’est a dire que la dimension de Krull des anneaux de type fini 4 sont < 1.
Si de plus X est supposé irréductible, on obtient les composantes de bases d’'une courbe algebrique :
Proposition A.5. Une courbe irréductible plane X sur k est la donnée d’un polynome irréductible P € k[X,Y] tel

que B = Spec(k[X,Y]/P(X,Y)).

Le texte ne parle que de courbe projective : on peut toujours s'y ramener par normalisation. Les com-
posantes irr¢ductible sont alors la donnée d'un polynéme irreductible homogene P € k[X,Y,Z] tel que
6 = Spec(k[X,Y,Z]|P(X,Y, Z)).

Soit X une courbe irréductible projective. Son corps de fonction £(X,Y,Z) /P est une extension de
type fini de £, de degre de transcendance 1. Reéciproquement, une telle extension donne lieu a une courbe
projective irréductible :

Théoréme A.6. Pour toute extension K de k de type fini et de degré de transcendance 1, on lui associe la courbe
projective irréductible X = {valuations v : K —» 7 U oo}, munie de la topologie cofinie.
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B Construction du groupe fondamental arithmétique

Rappelons que tout schéma est recouvert par une collection de schémas affines. Pour la lisibilicé, les défini-
rions qui suivent se place dans le cas affine.

B.1 Morphismes ¢tales
De¢finition B.1. Un morphisme d’anneaux f': 4 — B est dit fini ctale si

(i) B est un A-module plat et finiment engendre,
(ii) Pour tout p € Spec.A4, on a un isomorphisme de x(p)-algebre :

B®x(p) =K, xxK,

ot les K sont des extensions s¢parable finie de x(p).

Soit 4 un anneau intégralement clos et F sont corps de fraction.

Définition B.2. Une A—algébrc B est dite finie étale et connexe s'il existe une extension finie séparablc de F
telle que

(i) B estla cloture intégrale de 4 dans K,
(ii) Linclusion 4 < B est finie étale.

Une A-algebre finie étale est isomorphe a un produit finie de 4-algebres finies ¢tales connexes.

Elle est de plus dite de Galois si K/F est une extension galoisienne de corps. On note Aut(B/4) le
groupe des automorphismes de A-algebre de B. Si B est de Galois, alors Aut(B/A4) = Gal(K/F).

Exemple B.3. Notons Fét(A4) (resp. Fer (A)) la cacegorie des A-algebres finies ¢tales (resp. connexes). On
décrit cette catégorie (a isomorphisme prés) dans les cas suivants :

1. A4 est un corps k. On obtient les extensions finies s¢parables de 4.

2. A est un anneau de valuation discréte complet ; x, son corps résiduel x. Alors B € Fer(A) est aussi
de valuation discrete complet, et x5 /%, est une extension s¢parable finie. Pour 4 = ZP’ on en déduit
Fee (Z,) ={W(F,), n 2 1}.

3. A est un anneau de Dedekind. Si F désigne son corps de fractions, et K le corps de fraction d'une
A-algebre B,

B est finie étale connexe si et seulement si K est une extension non ramifiée de F.

Définition B.4. Soit X = Spec 4 un schéma affine. Un morphisme de schémas ¢ : ¥ — X est fini ¢tale s'il
existe B € Fét(4) tel que Y = Spec B = |_|i Spec B; et A <= B induit ¢. On pose auquel cas Aut(Y'/X) =
Aut(B/A).

B.2 Le groupe fondamental — enfin!

Soitx € X correspondant aun idéal premier P. Son germe est un anneau local et donne lieu a un morphisme
x : Speck(p) — X. Le point géometrique associ¢ a x est un morphisme ¥ : Specx(Q) — X, ot Q est une
cloture a]gébrique de x(p).

On peut définir le foncteur fibre en un point géométriquc X. Soit ¢ : ¥ — X un morphismc fini ¢tale,

E(Y):={y:SpecQ =Y, poy=x}
= HOmA_alg(B, Q).

18



Soit ¢ : ¥ — Y’ un morphisme dans Fét(X) (on impose donc ¢re (¥ — X) = (Y — X))’ Alors
E(y): E(Y) — E(Y)
y—yey
Remarque. Comme dans le cadre topologique, Y — X dans Fét(X) sera dit galoisien si I'action de Aut(Y'/X)
sur E(Y) est transitive et fidéle.
Théoreme B.5. On dispose d’un systeme projectif ((¥Y; — X 2.5 ¢z’j) de revétements finis étales galoisiens pointes
tel que pour tout Y € Fét(X), on ait

X

lim %, (1, Y) = F(Y),

2

le foncteur fibre en X est pro-représentable.

Deéfinition B.6. Soit X un schéma, on definit son groupe fondamental arichmetique, ou étale, comme Aut(F).
Grace au théoreme précédent, on a explicitement :

”1(X9§) = h(__m G‘ﬂ(Yz/X)’

z
\ . . . . . . \
ou 13 llmltC pI'O]CCthC est prisc rcspcctwcmcnt a

F(¢y)
Gal(/X) = (1) 5 E() = Gal(¥,/ ).

Remarque. Lastructure de groupe 7; (X, ¥) ne dépend pas du point de base ¥, 4 isomorphisme (non-canonique)
pres ; on s'autorise a 'omettre.
Exemple B.7. Reprenons les exemples donnés en B.3 :
1. A estun corps k. On a donné dans le texte le groupe fondamental du corps fini F,. Plus généralement,
7 (Spec k, Spec k) = Lin Gal(K/k) = G,.
K [k finie galoisienne

2. A est un anneau de valuation discréte complet. La donnée de B € Fét(A) est la donnée de son corps
de fraction. Ces derniers forment un systeme projectif 7 pour la composition de corps. On définit
F= limid K. la composée de tous ces Corps ; Pextension maximale non mmifiée de F. Alors

7 (Spec 4, %) = lim Gal(K;/F) = Gal(F/F).

3. Toute extension algebrique K'/Q stricte se ramifie en un premier divisant le discriminant Ay (qui
nlest pas trivial par le théoréme de Minkowski.) Par conséquent, 7; (Spec Z) = {1}.
A . . . . Xn . .

4. Soit E une courbe elliptique définie sur Q, alors E — E, pour z = 1 forme un systeme projectif et

m (E) = lim E[n] = T(E).

B.3 Le groupe de Galois absolu de C(¢)

Ce dernier ¢noncé nous renseigne sur Gal(C(z) /C(2)) :

o . A . . !/ .
De¢finition B.8. Soit X une surface de Riemann compacte connexe et X' = X —§ ou S est un ensemble fini.

- . . . ¢
On note By l'ensemble des surfaces de Riemann compactes connexes ¥ munie d’'un morphisme ¥ — X,
qui est un revétement topologique une fois restreint a

Y -4(S) — X

°On note By(Y,Y’) Pensemble de tels morphismes.
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Lemme B.9. Soit X une surface de Riemann compacte connexe et X' = X — S ou S est un ensemble fini. Soic Ky le
corps composé des corps de fonctions M(Y') pour Y dans By. Alors par le theoréme 2.8,

Gal(Ky [ (X)) = 77 (X', x).

Lemme B.10. On a une ¢quivalence de catégories entre :

o les extensions finies M(X) c K c M(X),

o les surfaces de Riemann compactes connexes Y munies d’un morphisme Yy — X fim' galoisicn et de corps de

fonction M(Y) = K.

Le lemme B.9 améne :

Gal (Z(X) [40(X)) = lim " (X', ).

Corollaire B.11. En particulier, C() est le corps de fonction de PI(C). SiS ep! (C) est fini de cardinal n + 1, le
groupe fondamental de X — S est le groupe libre a n générateur F,. Ainsi le lemme B.10 implique la description

Gal(C(r) /C(1)) = lim E, = F(C)

n

OLVL l€ d(’]’i’liﬁ}’ iSOﬂlOT‘DhiSﬂlﬁ est donné p[lV un théore'me d(’ A. Douady

Remarque. La description du groupe de Galois absolue est complete. Nous voyons en particulier que tout
sous-groupe fini est un quotient de G, ce qui est loin d’étre connu pour G,

Donnons un dernier apercu de la profondeur des théoremes principaux 2.7 et 2.8. D’une part le groupe
Ggq et dautre part Gy, : quen est-il de G,y ? La suite homotopique donne une réponse partielle :

Proposition B.12. La suite exacte de 2.7 appliquée a X = P1(Q) s'écri

1— F(C) — Gy — Gq — L.

La compréhension du groupe de Galois absolu de Q(z) revient a la description de cette suite exacte, ce qui est l'objet de
la conjecture des sections de Grothendieck.

C Cadre adelique

Soit K un corps global, cest-a-dire une extension finie de Q ou de E,(2) ol F, estun corps fini. Les nombres
premiers sur Q ont pour analogues les places de K : une classe d’équivalence de valuations sur le corps K.
Chaque place permet de compléter K en un corps noté K.

Exemple C.1. Si K = Q, le théoréme d’Ostrowski décrit I'ensemble des valuations de Q : elles sont, a
¢quivalence pres, soit ultramétriques x - |x|p = p_vp(x), soit archimédienne x + |x| la valeur absolue
usuelle. Les corps obtenues apres complétion sont respectivement les nombres p-adiques Q, et R.

Soit v une place non-archimédienne de K, on note O, 'ensemble des ¢léments de K tel que v(x) < 1.
Cest aussi I'anneau des entiers'’ de K. Une adele, cest une collection (x,) d’éléments de [, K, tels que
tous sauf un nombre fini sont entiers, cest a dire dans O, ¢ K. Plus formellement :

Défiition C.2. Danneau des adéles sur K est le produit restreint respectivement a {O,} des K. On le note
!
Ag = HU K,.

Son anneau des entiers est défini par O = [ 0,
v

0. . .
Si v est archimédienne, on pose O, = K.
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Exemple C3. Pour K = Q,

A=R-HQP.
V4

L’anneau des entiers de Q en p est Z,, et R sinon.

N . 5 . ’ ' R T . . \
Remarque. o On mur}l Ag d’une topologlc donnée par la base douvert HUES U, HueS O,oul, cK,
est un ouvert et S fini.

o Munies de cette topologie, les adeles forment un groupe topologique localement compact (pour ces
constructions et plus, cf. la these de Tate (1950), chap. 3 [10], et l’ouvrage de Weil [11]). Notons que
la topologic produit restreinte a Ag ne coincide pas a celle construite au point précedent.

o K se plonge dans A par x = (x,x,...) (K c O,) pour toute place v), et Ax/K est alors un groupe
compact.

Soit v non-archimédienne. L’anneau des entiers O, = {x € K, v(x) < 1} est local, d’idéal maximal
m, = {x € K, v(x) < 1}. Notons x(v) = O,/m, son corps residuel.

Défiition C.4 (Frobénius sur X). La place v € X donne lieu a un morphisme Specx(v) — X (d’'image v
dans X). On en déduirt une fleche
7 (Spec x(v)) — 7 (X). (C1)

Dapres la remarque 1.1, on a un ¢lément distingué genérant topologiquement 7; (Spec x(v)) = Gal(x(v) /x(v)) =
Z. Soit Fr,, € 7, (X) son image via (C.1), le frobénius associce a la place finie v.
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