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1 Déroulement du stage

J'ai e�ectué un stage de recherche à l'École polytechnique fédérale de Zürich
(ETH Zürich) sous la supervision de Joaquim Serra, que je remercie chaleureu-
sement pour le temps, les conseils et l'aide qu'il m'a consacrés en dépit d'un
format parfois inhabituel. En e�et, nous avons commencé à travailler à distance
en organisant des réunions Skype pour échanger environ une fois par semaine,
car l'ETH restait fermée aux étudiants. Notre première rencontre virtuelle a
eu lieu en janvier, mois au cours duquel j'ai pu lire des documents généraux
(surveys, notamment [Ser21] ou [HP15]) a�n de dé�nir un sujet d'étude, puis
le stage a commencé à proprement parler en février. Je suis parti début avril à
Zürich, mais nous n'avons pu nous rencontrer physiquement qu'en mi-mai, puis
le stage a continué plus normalement jusqu'à sa �n le 18 juillet.

Le stage consistait à étudier les surfaces minimales pour le périmètre frac-
tionnaire (ou non-local), sujet de recherche relativement récent introduit pour
la première fois dans [CRS09] (2009), dans lequel Joaquim Serra a apporté des
contributions. Plus précisément, l'étude usuelle de ces surfaces minimales se
restreint à celles qui sont le bord d'un sous-ensemble de Rn, et nous avons cher-
ché autant que possible à étendre les résultats de ce cas aux surfaces obtenues
comme l'union des bords des ensembles constituant une partition (�nie) de Rn.
Si la partition est binaire, on retrouve le cas usuel, mais on s'attend en géné-
ral à créer de nouveaux types de singularités comme des jonctions triples (en
dimension n = 3, trois demi-plans se rencontrant le long d'une droite avec des
angles 2π

3 ). Moralement, en raison de la forme particulière du périmètre frac-
tionnaire, cela consiste à séparer l'espace en davantage de phases en interaction
répulsive, là où usuellement on n'en considère que deux. Ces structures sont
appelées clusters en anglais, ou coloriages (on considère qu'on colorie l'espace
avec m couleurs, plutôt qu'avec seulement du noir et du blanc).

Après avoir établi la généralisation de résultats fondamentaux en février et
constaté certaines obstructions à d'autres résultats plus particuliers, j'ai com-
mencé un travail plus bibliographique a�n de comprendre l'étude des surfaces
minimales classiques (c'est-à-dire celles minimisant l'aire), qui a été conclue
par l'article de Jean Taylor en 1976 ([Tay76]). Outre cet article, j'ai pu m'ap-
puyer sur la monographie d'Enrico Giusti Minimal Surfaces and Functions of
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Bounded Variation ([Giu84]). Les stratégies ayant permis de conclure l'étude du
périmètre classique ont ensuite fortement inspiré celles du périmètre fraction-
naire : mais les di�cultés apportées par ce nouveau périmètre laissent toutefois
de nombreuses questions ouvertes, notamment à propos des cônes minimaux,
qui sont pourtant d'une importance cruciale dans l'étude des singularités des
surfaces minimales.

À partir de mi-avril, une grande partie de mon temps a alors été consacrée
à étudier ces cônes minimaux, d'abord dans le cas du périmètre classique a�n
de redémontrer les classi�cations déjà connues, ensuite dans le cas du périmètre
fractionnaire et des clusters. La grande di�culté de cette étude peut se résumer
ainsi : la classi�cation des cônes minimaux pour le périmètre fractionnaire n'est
connue (dans le cas usuel, donc sans clusters) qu'en dimension n = 2 (voir
[SV12]), et en dimension supérieure seulement dans la limite s→ 1. Nous avons
essayé de classi�er les clusters coniques en dimension n = 2 également en suivant
le schéma classique de dérivation du périmètre selon une déformation, comme
cela avait été fait dans [Fig+15] (section 6), mais en cherchant à étendre le
résultat à une déformation singulière à l'origine. Les résultats sont exposés dans
ce document. Nous n'avons pu aboutir tout à fait au théorème attendu, qui
reste à l'état de conjecture. Nous avons également montré, par des outils issus
de la théorie géométrique de la mesure, des résultats concernant la dimension
de Hausdor� des singularités d'un cluster.

Je tiens à remercier encore une fois Joaquim Serra qui m'a initié à ce domaine
des mathématiques, ainsi que mon tuteur Cyril Imbert pour m'avoir mis en
contact avec Joaquim.

2 Contenu mathématique

2.1 Surfaces minimales classiques

Notre étude des surfaces minimales (classiques) consistait à se poser la ques-
tion suivante : étant donné un ensemble F (ou une partition (F1, ..., Fm) de Rn)
et un ouvert (borné) Ω, existe-t-il un ensemble E (resp. une partition) coïnci-
dant avec F hors de Ω et minimisant le périmètre ? Sous quelles conditions, et
avec quelle dé�nition du périmètre ? Quelle est la régularité du bord d'un tel
ensemble ? À quoi "ressemble-t-il" ?

Ce point de vue, ensembliste, est par ailleurs un point de vue particulier : le
problème a également été abordé sous l'angle des varifolds et des courants.

Dé�nition 1 (Périmètre à variations bornées) Étant donné une fonction
mesurable f : Rn → R, on dé�nit sa variation dans Ω comme :∫

Ω

|Df | = sup
g∈C1

c (Ω),|g|≤1

∫
Ω

fdiv(g)dx

Si f ∈ L1(Ω) et que sa variation est �nie, on dit que f est à variation bornée
et on note f ∈ BV (Ω).
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On dé�nit alors le périmètre dans Ω d'un ensemble borélien E comme :

Per(E,Ω) =

∫
Ω

|DχE |

où χE est la fonction indicatrice de E.
Un ensemble localement à variation bornée (c'est-à-dire χE ∈ BV (Ω) pour

tout Ω ouvert borné) est appelé un ensemble de Cacciopoli.

Une telle dé�nition est large : les ensembles de Cacciopoli peuvent être très
généraux. La grande force de la théorie classique est qu'un minimiseur, bien
que pris selon une dé�nition aussi large, est toujours régulier. (Pour le cas des
clusters, d'autres singularités apparaissent, mais celles-ci restent également ré-
gulières dans une certaine mesure.)

Il est bon de noter que cette dé�nition coïncide avec la mesure de Hausdor�
de dimension n − 1 de ∂E ∩ Ω dès lors que ∂E est C2, mais pas en général.
La mesure de Hausdor� n'étant de plus pas semi-continue inférieurement sur les
ensembles de Cacciopoli, elle ne dispose pas des propriétés adéquates pour notre
étude, alors que la semi-continuité inférieure du périmètre ci-dessus découle
simplement d'une application du lemme de Fatou. Ce résultat et le théorème
de Rellich (applicable dès lors que Ω est su�samment régulier, par exemple s'il
s'agit d'un ouvert borné à bord Lipschitz) impliquent :

Théorème 2 (Existence de minimiseurs)
Soit Ω un ouvert borné à bord Lipschitz et F un ensemble de Cacciopoli. Alors
il existe un ensemble E coïncidant avec F hors de Ω et minimisant le périmètre.

Les ensembles de Cacciopoli satisfont également des propriétés d'approxima-
tion par ensembles réguliers, avec convergence du périmètre, et des inégalités
isopérimétriques. Naturellement les résultats précédents restent véri�és dans le
cas des clusters.

Une simpli�cation utile des ensembles de Cacciopoli à considérer tient au
fait que notre dé�nition du périmètre est invariante si on modi�e E par des
ensembles négligeables. Cela permet en particulier de ne considérer que des
ensembles satisfaisant :

{x ∈ Rn,∃ρ > 0, |B(x, ρ)∩E| = ωnρ
n} ⊂ E ⊂ {x ∈ Rn,∀ρ > 0, |B(x, ρ)∩E| > 0}

où ωn = |B1| est la mesure de Lebesgue de la boule unité.
Sous cette condition, le bord topologique de E coïncide avec son bord au

sens de la mesure :

∂E = {x ∈ Rn,∀ρ > 0, 0 < |B(x, ρ) ∩ E| < ωnρ
n}

Cette simpli�cation s'appliquera également au périmètre fractionnaire.
Les surfaces minimales satisfont un ensemble de propriétés remarquables

qu'on retrouvera pour le périmètre fractionnaire (et qui motivent grandement
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l'étude de ce nouveau périmètre) : des estimées uniformes de densité (au voi-
sinage d'un point du bord, |B(x, ρ) ∩ E| est minoré par cρn où c dépend uni-
quement de la dimension ; cela tient évidemment également pour Ec qui est
également minimal), une formule de monotonicité (r1−n ∫

Br
|DχE | est croissant

en r, constant uniquement pour un cône), un théorème de stabilité (une suite
d'ensembles de Cacciopoli minimaux convergeant dans L1

loc convergent vers un
ensemble de Cacciopoli minimal également), l'existence de cônes limites en tout
point (pour toute suite tj → 0, il existe une suite extraite telle que 1

tjk
E converge

vers un cône minimal).
Le lemme central pour montrer la régularité d'une surface est le suivant :

Lemme 3 (De Giorgi) Pour tout n ≥ 2 et 0 < α < 1, il existe une constante
positive σ > 0 telle que, si E ⊂ Rn est un ensemble de Cacciopoli et pour un
ρ > 0, E est minimal dans Bρ avec∫

Bρ

|DχE | −

∣∣∣∣∣
∫
Bρ

DχE

∣∣∣∣∣ < σρn−1

alors : ∫
Bαρ

|DχE | −

∣∣∣∣∣
∫
Bαρ

DχE

∣∣∣∣∣ < αn

(∫
Bρ

|DχE | −

∣∣∣∣∣
∫
Bρ

DχE

∣∣∣∣∣
)

Ce lemme se comprend de la façon suivante : la quantité

Λ(E, ρ) =

∫
Bρ

|DχE | −

∣∣∣∣∣
∫
Bρ

DχE

∣∣∣∣∣
contrôle les variations de DχE et, en particulier, est minimal si DχE s'écrit
comme une mesure de Radon fois un vecteur unitaire indépendant du point
considéré. Le lemme dit que, si ρ1−nΛ(E, ρ) est su�samment petit, alors la suite(
Λ(E,αkρ)

)
k∈N décroît de façon au moins exponentielle. Il est ensuite possible

de montrer que, au voisinage d'un point satisfaisant les hypothèses du lemme,
∂E est C1. (Cette régularité est en fait su�sante pour aboutir à l'analyticité de
∂E, mais ce point n'a pas été abordé en détail au cours du stage.)

Or cette condition est véri�ée en x dès lors qu'un cône limite en x est un
demi-espace ({xn > 0} à une rotation près). Cela conduit à la classi�cation des
cônes minimaux : si le demi-espace est l'unique cône minimal, puisqu'il existe
(au moins) un cône limite en tout point du bord, ∂E est analytique en tout
point.

Théorème 4 (Simons)
Soit E un cône minimal en dimension n ≤ 7. Alors E est un demi-espace.

Il est très étonnant que ce théorème soit optimal : en dimension 8, un cône
minimal singulier existe, appelé cône de Simons :

S = {x ∈ R8, x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 > x2
5 + x2

6 + x2
7 + x2

8}
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Par ailleurs, puisqu'un cône C en dimension n est minimal si et seulement si
C × R est minimal en dimension n + 1, on trouve a priori des singularités en
toute dimension supérieure. On sait cependant en contrôler la taille :

Théorème 5 (Dimension des singularités)
Soit E minimal dans Ω ⊂ Rn. On note Σ ⊂ ∂E ∩ Ω l'ensemble des points
singuliers.

� Si n ≤ 7, Σ = ∅.
� Si n = 8, Σ n'a que des points isolés.
� Si n ≥ 9, pour tout t > n − 8, Ht(Σ) = 0, où Ht est la mesure de

Hausdor� de dimension t.

Le cas des clusters rajoute des singularités. Celles-ci se contrôlent néanmoins
en procédant selon la même stratégie que précédemment : classi�cation des cônes
minimaux, régularité en fonction du cône minimal.

On dé�nit la jonction triple Y comme la partition conique à trois ensembles :

E1 = {x1 ≥ 0, x2 <
x1

2
}, E2 = {x1 < 0, x2 ≤ −

x1

2
}, E3 = (E1 ∪ E2)c

(et donc invariants dans la direction x3).
On dé�nit le cône T (tétraédrique) de la façon suivante. Aux rotations près,

il n'existe qu'une seule façon de séparer la sphère S2 en quatre sous-ensembles,
chacun étant un triangle dont tous les angles sont 2π

3 (un triangle sur la sphère
est entièrement déterminé par ses trois angles, à rotations près). La partition
conique engendrée par cette partition de S2 fournit le cône T .

Théorème 6 (Classi�cation des clusters minimaux)
On se place en dimension n = 3. Alors les seuls cônes minimaux sont le demi-
espace D, la jonction triple Y et le cône tétraédrique T , ou n'importe quelle
transformation orthogonale de ceux-ci.

Une fois cette classi�cation établie, Jean Taylor a montré que, en dimension
n = 3,

� le cône limite en un point est unique : il existe une unique transformation
orthogonale ϕ et un unique cône C parmi D, Y , T tel que le cône limite
est toujours ϕ(C)

� les points dont le cône limite est de type T sont isolés et forment un
ensemble localement compact

� l'ensemble des points dont le cône limite est de type Y forment une courbe
localement analytique.

L'objectif de Jean Taylor était alors d'étudier les surfaces minimales comme
une modélisation des �lms de savon. Cependant, cette modélisation issue de la
physique est uniquement phénoménologique, reposant sur la théorie de la tension
de surface qui n'est pas reliée aux postulats plus fondamentaux de la physique.
Le fait que les surfaces minimales pour le périmètre fractionnaire disposent de
nombreuses propriétés semblables permettrait donc, si la théorie aboutit un
jour à des théorèmes analogues jusqu'en dimension 3, de modéliser également
les �lms de savon avec l'application de forces non-locales.
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2.2 Périmètre fractionnaire : dé�nition et résultats fonda-

mentaux

Une fois �xé s ∈ (0, 1), on dé�nit le s-périmètre fractionnaire d'un ensemble
mesurable E ⊂ Rn dans Ω (un ouvert borné) comme :

Pers(E,Ω) =

∫
Rn×Rn

1

|x− y|n+s
χE(x)χEc(y)(1− χΩc(x)χΩc(y))dxdy

Cela revient à considérer un potentiel d'interaction

K(x− y) =
1

|x− y|n+s

radial et dont le comportement asymptotique (en 0 comme en +∞) est déter-
miné par s, l'interaction ayant lieu entre les points de E et ceux de Ec mais
(a�n d'obtenir une quantité �nie su�samment souvent) seulement lorsqu'un des
deux points au moins est dans Ω.

On dé�nit plus généralement pour A, B des ensembles mesurables :

L(A,B) =

∫
A

∫
B

K(x− y)dxdy

l'interaction entre A et B.
Le lien avec les surfaces classiques est obtenu dans la limite s→ 1 :

(1− s)Pers(E,B1)→ Per(E,B1)

(voir par exemple [Lom15]).
Le problème usuel considéré est la minimisation de Pers avec condition aux

bords �xées, ce qui dans ce cas revient à �xer E \ Ω et à n'autoriser que des
modi�cations à l'intérieur de Ω. Contrairement au cas classique, une "condition
aux bords" signi�e pour le périmètre non-local une condition sur tout Rn \ Ω,
et non au voisinage de ∂Ω.

Si on considère plus généralement des clusters, on �xe un nombre de cou-
leurs m ≥ 2 et on cherche à déterminer les propriétés de partitions E =
(E(1), ..., E(m)) de Rn minimisant :

Pers(E,Ω) =

m∑
i=1

Pers(E
(i),Ω)

(où on s'autorise la même notation par simplicité, les objets n'étant pas du même
type) parmi les partitions ayant les mêmes "conditions aux bords" (Ei \ Ω est
�xé pour tout i).

De même que pour le cas des surfaces minimales, on peut toujours supposer
que chaque Ei contient l'intérieur de son adhérence (si |B(x, ρ)∩Ei| = |B(x, ρ)|
pour un ρ > 0, alors x ∈ Ei) de sorte que les bords topologiques coïncident avec
les bords au sens de la mesure.
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Nous énonçons dans cette section une variété importante de résultats fonda-
mentaux, qui proviennent généralement de [CRS09], où ils n'ont été traités que
dans le cas usuel (m = 2). Les théorèmes de cet article sont néanmoins étendus
au cas des clusters sans grande di�culté : par souci d'intégrité, nous plaçons les
démonstrations en annexe, mais celles-ci sont des adaptations quasi-directes de
celles de [CRS09].

Théorème 7 (Semi-continuité inférieure)
� Soit Ej une suite d'ensembles mesurables tels que Ej → E dans Lloc1 .

Alors :
Pers(E,Ω) ≤ lim inf Pers(Ej ,Ω)

� Soit Ej = (E
(1)
j , ..., E

(m)
j ) une suite de clusters tels que, pour tout 1 ≤

i ≤ m, E(i)
j → E(i) dans L1

loc. On pose E = (E(1), ..., E(m)). Alors :

Pers(E,Ω) ≤ lim inf Pers(Ej ,Ω)

Les résultats sur les clusters étant plus généraux que ceux sur les ensembles
(on se ramène à un cluster en considérant simplement m = 2 et la partition
(E,Ec)), on énoncera les résultats suivants uniquement pour les clusters.

Théorème 8 (Existence de minimiseurs)
Soit F un cluster, Ω à bord Lipschitz. Alors il existe E un cluster avec même
conditions au bord que F et minimisant Pers parmi les clusters satisfaisant cette
condition au bord.

Théorème 9 (Stabilité des minimiseurs)
Soit Ej une suite de clusters minimaux dans Ω, convergeant dans L1

loc vers E.
Alors E est également minimal et :

Pers(E,Ω) = lim
j
Pers(Ej ,Ω)

Pers(E
(i),Ω) = lim

j
Pers(E

(i)
j ,Ω)

pour tout 1 ≤ i ≤ m

Théorème 10 (Estimée uniforme de densité)
Il existe une constante c = c(n, s) > 0 véri�ant la propriété suivante. Soit E un
cluster minimal et x ∈ Ω. Alors pour tout 1 ≤ i ≤ m tel que

∀ρ > 0, |B(x, ρ) ∩ E(i)| > 0

on a :
∀ 0 < ρ < d(x,Ωc), |B(x, ρ) ∩ E(i)| > cρn

Par ailleurs, cette constante c reste minorée (par une constante strictement
positive) quand s→ 1.
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Ce résultat a une importance particulière compte tenu du fait que la bonne
notion de convergence est la convergence L1

loc : si une couleur est présente au
voisinage d'un point pour tout cluster d'une suite convergente, alors elle reste
nécessairement présente à la limite.

A�n d'obtenir une formule de monotonicité, il est cependant nécessaire de
considérer une fonction plus complexe que la fonction indicatrice, obtenue à
partir de celle-ci en l'étendant à Rn+1

+ = Rn × R+ de la façon suivante : étant
donné u : Rn → R, on dé�nit ũ par :

ũ(·, 0) = u(·) sur Rn

div(z1−s∇ũ) = 0 sur Rn+1
+

où z est la coordonnée n+ 1 (on notera x un point de Rn).
L'équation précédente admet une unique solution. Pour un cluster donné, on

considère les fonctions étendues ũ(i) obtenues à partir de u(i) = χE(i) −χ(E(i))c .
Si Ω est un ouvert de Rn+1, on dé�nit Ω0 = Ω ∩ Rn = Ω ∩ {z = 0} et Ω+ =
Ω ∩ {z > 0}. On a alors la propriété de minimisation suivante :

Proposition 11 E est un cluster minimal dans B1 si et seulement si

m∑
i=1

∫
Ω+

z1−s|∇v(i)|2dxdz ≥
m∑
i=1

∫
Ω+

z1−s|∇ũ(i)|2dxdz

pour tout Ω ouvert borné tel que Ω0 ⊂⊂ B1 et toutes fonctions v(i) qui coïncident
avec ũ(i) sur un voisinage de ∂Ω et satisfont

∑m
i=1 v

(i) = 2−m sur Ω0.

Cette propriété conduit à une formule de monotonicité, mais qui fait inter-
venir la fonction étendue. On dé�nit :

φE(x, r) =

m∑
i=1

rs−n
∫
Br(x)+

z1−s|∇ũ(i)|2dxdz

(où Br(x)+ = {(y, z) ∈ Rn+1, z > 0, |(y, z)− (x, 0)| < r}).

Théorème 12 (Formule de monotonicité)
Supposons que E soit minimal dans B(x,R). Alors φE(x, ·) est croissante sur
(0, R). Elle est constante si et seulement si E est conique autour de x.

Théorème 13 (Convergence vers des cônes minimaux)
Soit E un cluster minimal dans B1. Soit rj → 0 une suite de réels strictement
positifs. Alors il existe une sous-suite extraite rjk telle que la suite de clusters :

1

rjk
E = ({x ∈ Rn, rjkx ∈ E(1)}, ..., {x ∈ Rn, rjkx ∈ E(m)})

converge dans L1
loc vers un cluster conique C minimal dans Rn entier (c'est-à-

dire, minimal parmi toutes les déformations compactes).
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Le théorème précédent assure qu'en tout point d'un cluster minimal il existe
un cône limite. Une di�culté supplémentaire reste toutefois que ce cône pourrait
dépendre de la suite rj → 0 considérée.

Théorème 14 (Réduction de la dimension)
Soit E un cluster dans Rn. E est minimal si et seulement si E×R est minimal.

Ce théorème est d'une importance capitale. En e�et, la classi�cation des
cônes n'est connue qu'en petite dimension : mais connaître tous les cônes mini-
maux en dimension n permet de connaître tous les cônes minimaux ayant (au
moins) une direction d'invariance en dimension n + 1, et ainsi de suite en di-
mension supérieure, et donc d'obtenir à partir d'une classi�cation en dimension
n0 des résultats, certes plus faibles, mais en dimension arbitraire.

Dé�nition 15 (Densité) On dé�nit la densité en un point x comme :

dE(x) = lim
r→0

φE(x, r)

qui existe par monotonicité de φE.

Il est important de noter que la densité est dé�nie indépendamment de toute
séquence rj → 0, et qu'elle est égale à la densité de tout cône limite (pour les-
quels dC(0) = φC(0, r),∀r > 0). Un cône minimal est dé�ni à transformation
orthogonale près : ainsi, prouver que les cônes minimaux ont des densités dis-
tinctes permet de s'assurer que le cône limite en un point est unique, mais il reste
à montrer que son représentant (parmi toutes les transformations orthogonales
possibles) est également unique. Les résultats suivants ne sont pas présents dans
[CRS09], nous en laissons donc les démonstrations.

Proposition 16 d est semi-continue supérieurement.

Démonstration
Fixons x0 ∈ Ω et considérons xk → x. Fixons ε > 0 puis r0 > 0 tel que, pour
tout r ∈ (0, r0), φ(x0, r) ≤ d(x0)+ε. Choisissons r ∈ (0, r0) puis k su�samment
grand pour avoir |x− xk| < r.

d(x0) ≥ φ(x0, r)− ε
≥ rs−n(r − |x− xk|)n−sφ(xk, r − |x− xk|)− ε
≥ rs−n(r − |x− xk|)n−sd(xk)− ε

Mais si k →∞, on obtient d(x0) ≥ lim supk d(xk)− ε. ε > 0 est arbitraire donc
d est semi-continue supérieurement. �

Proposition 17 Soit E minimal dans B1, xj → 0 tels que, en posant rj = |xj |
et yj =

xj
rj
, yj converge vers y ∈ Sn−1, 1

rj
E converge dans L1

loc vers un cône
limite C et dE(xj)→ dE(0). Alors C est invariant dans la direction y, c'est-à-
dire :

C + ty = C

pour tout t ∈ R.
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Démonstration
Quitte à appliquer une translation, x0 = 0. Supposons tout d'abord que E est
un cône, de sorte que E = C. Si d(0) = 0, la proposition est évidente, donc nous
supposons d(0) > 0 et d(xk) > 0 pour tout k. Supposons également dans un
premier temps yk = y, donc xk = rky.

Ces hypothèses supplémentaires impliquent que d(xk) ne dépend pas de k.
En e�et, pour r < rk :

φE(xk, r) = φE(y, r/rk)

donc la limite quand r → 0 est la même. Ainsi, d(0) = d(xk) pour tout k.
Mais pour tout x :

φ(0, R+ |x|)(R+ |x|)n−s = d(0)(R+ |x|)n−s ≥ Rn−sφ(x,R)

Cela implique lim supR→∞ φ(x,R) ≤ d(0). Mais pour x = y, la formule de
monotonicité implique que φ(y,R) ≥ d(y) = d(0) pour tout R, donc que φ(y, ·)
est constante, c'est-à-dire que E − y est un cône. Donc E est invariant dans la
direction y.

À présent, en supposant toujours que E est un cône, supposons seulement
yk → y. La semi-continuité supérieure de d implique que d(y) ≥ limk d(yk) =
d(0) et on a déjà montré d(0) ≥ d(y), donc d(0) = d(y) et on retrouve le cas
précédent.

En�n, considérons le cas d'un cluster général E. Notons d la densité de E et
d∗ la densité de C, qui coïncident en x = 0.

Comme précédemment, la semi-continuité supérieure de d implique d∗(y) ≤
d(0).

Fixons ε > 0. Choisissons r > 0 tel que :

d∗(y) ≥ φC(y, r)− ε

et k0 su�samment grand pour que pour tout k ≥ k0 on ait :

φC(y, r) ≥ φ 1
rk
E(y, r)− ε

et |yk − y| < r. Alors, pour de tels r, k :

d∗(yk) ≥ φC(y, r)− ε
≥ φ 1

rk
E(y, r)− 2ε

≥ φ 1
rk
E(yk, r − |y − yk|)

(
r

r − |yk − y|

)s−n
+ 2ε

≥ φE(xk, (r − |yk − y|)rk)

(
r

r − |yk − y|

)s−n
+ 2ε

≥ d(xk)

(
r

r − |yk − y|

)s−n
+ 2ε

Donc comme yk → y, d∗(y) ≥ d(0) + 2ε.
ε est arbitraire donc on a e�ectivement d∗(y) = d(0) = d∗(0) et le raisonne-

ment du cas conique s'applique. �
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Proposition 18 Soit C un cône minimal, dC sa densité et dD la densité du
demi-espace. Il existe c > 0 dépendant uniquement de n, s tel que, si C n'est pas
un demi-espace,

dC > dD + c

Théorème 19 (Ca�arelli, Roquejo�re, Savin)
Soit E un cluster minimal dans B1 tel qu'un cône limite en 0 est un demi-espace.
Alors Σ =

⋃
i ∂E

(i) est lisse au voisinage de 0.

Ces deux derniers résultats sont montrés dans [CRS09] et se démontrent de
la même façon pour le cas des clusters. (En particulier, pour le théorème, quitte
à regarder E d'assez près, il n'y a que deux couleurs au voisinage de 0.)

Remarque 20 (Obstructions) Dans ce qui précède, on a l'impression que
tous les résultats théoriques concernant les ensembles minimaux s'étendent aux
clusters minimaux, ce qui est faux. Il existe en fait un genre de raisonnement par-
ticulier pour lequel une obstruction apparaît à ces généralisations : a�n d'utiliser
la minimalité d'un ensemble E, certaines démonstrations requièrent de considé-
rer des compétiteurs, qui peuvent être décrits par des �ajouts� et des �retraits�
de masse dans E. Or les �retraits� de masse n'existent pas pour les clusters : si
m = 2, on sait que retirer à E revient à le donner à Ec, mais pour un cluster il
s'agit de choisir à quelle autre couleur on donne ce qu'on a retiré à l'un des en-
sembles de la partition. Tenter de moyenner sur toutes les autres couleurs o�re
parfois une voie de sortie, mais pas systématiquement. Notamment, les résultats
de [CSV16] ne sont pas généralisables facilement.

2.3 La classi�cation des cônes minimaux en dimension 2

2.3.1 Choix d'une déformation

En dimension n = 2, on appelle raie une demi-droite partant de 0 et secteur
l'espace délimité par deux raies. Un cône est décrit par un nombre �ni de secteurs
(angulaires), chacun d'une couleur particulière. Nous considérons le bord entre
deux secteurs et, quitte à e�ectuer une rotation, nous supposons que ce bord est
l'axe des abscisses positives. Dans ce qui suit, on note B la couleur supérieure
(c'est-à-dire l'ensemble des secteurs de la couleur supérieure) et A la couleur
inférieure.

Soit ε > 0 assez petit. Nous allons considérer Aε ⊂ A ∩ B1 et comparer le
cône initial au compétiteur obtenu en coloriant Aε avec la couleur de B. Cela
ne fait pas intervenir d'autres couleurs, donc la di�érence de périmètre entre les
périmètres initial et �nal est :

f(ε) = L(Aε, B)− L(Aε, A \Aε)

Si f est strictement positive pour un ε > 0, cela indique que le cône n'est pas
minimal.

La déformation que nous étudions est décrite par la �gure 1. Cette défor-
mation est celle que l'on considère pour le périmètre classique a�n de montrer

11



Figure 1 � La déformation considérée

qu'il y a moins de quatre raies : il est naturel de s'attendre à ce qu'elle fournisse
également des informations pour le périmètre fractionnaire. Notons θ0 l'angle
du secteur de A juste en-dessous du bord décalé par la déformation : alors Aε
est le triangle entre les points 0, (1, 0), (ε,−θ0) (en coordonnées polaires). On
le paramétrise par une fonction :

ϕ : (x, y) ∈ [0, ε]× [0, 1] 7→ (y + x(1− y) cos θ0,−x(1− y) sin θ0)

de sorte que :

f(ε) =

∫ ε

0

∫ 1

0

∫
B∪A\Aε

K(z − ϕ(x, y))(χB(z)− χA(z))dz(1− y) sin θ0dydx

Par ailleurs, a�n de di�érentier en ε > 0, nous écrivons :

f(ε+ t) = f(ε) + L(Aε+t \Aε, B ∪Aε)− L(Aε+t \Aε, A \Aε+t)

Proposition 21 (Variation première) Soit ε > 0 assez petit. Alors :

f ′(ε) =

∫ 1

0

(1− y) sin θ0

v.p.

(∫
B∪A

K(z − ϕ(ε, y))(χB(z)− χA(z) + 2χAε(z))dz

)
dy

où la valeur principale est donnée par :

lim
r→0

∫
B∪A\B(ϕ(ε,y),r)

K(z − ϕ(ε, y))(χB(z)− χA(z) + 2χAε(z))dz

12



dont la limite est stationnaire, c'est-à-dire que la valeur ne change plus une fois
que r est assez petit (à y �xé).

Démonstration
Fixons ε > 0 assez petit, y ∈ (0, 1) et posons r(y) > 0 su�samment petit
pour que B(ϕ(ε, y), r(y)) soit entièrement inclus dans (A∪B)∩B1, et pour que
cela reste vrai en ε′ = ε + t, pour t petit. Il est clair qu'un tel r(y) satisfait la
deuxième partie de la proposition, c'est-à-dire :

lim
r→0

∫
B∪A\B(ϕ(ε,y),r)

K(z − ϕ(ε, y))(χB(z)− χA(z) + 2χAε(z))dz

=

∫
B∪A\B(ϕ(ε,y),r(y))

K(z − ϕ(ε, y))(χB(z)− χA(z) + 2χAε(z))dz

puisque les termes dans l'anneau entre 0 < r < r(y) et r(y) se compensent
exactement.

On cherche donc à di�érentier en t = 0 :∫ ε+t

ε

∫
B∪A

K(z − ϕ(x, y))(χB∪Aε(z)− χA\Aε+t(z))dzdx

Considérons alors la quantité altérée :∫ ε+t

ε

∫
B∪A\B(ϕ(ε,y),r(y))

K(z − ϕ(x, y))(χB∪Aε(z)− χA\Aε+t(z))dzdx

K est bornée par (r(y)− t)−2−s, donc nous pouvons di�érentier :∫
B∪A\B(ϕ(ε,y),r(y))

K(z − ϕ(ε, y))(χB(z)− χA(z) + 2χAε(z))dz

Les termes que nous avons mis de côté ci-dessus sont :∫ ε+t

ε

∫
B(ϕ(ε,y),r(y))

K(z − ϕ(x, y))(χB∪Aε(z)− χA\Aε+t(z))dzdx

Ils peuvent être séparés en deux parties : une provenant de B qui est l'interaction
entre une ligne de longueur t dans la direction −θ0 et une demi-boule de rayon
r(y) dans le demi-espace supérieur ; une provenant de A qui est l'interaction
entre une ligne de longueur t dans la direction −θ0 + O(t) et l'intersection du
demi-espace supérieur avec une boule de rayon r(y) et de centre t-proche de 0.

La di�érence entre la partie provenant de A et celle obtenue si la boule
de rayon r(y) avait son centre en 0 est contrôlée par r(y)−2−st2r(y) (à des
constantes près dépendant uniquement de s pour t assez petit devant r(y)),
donc en o(t) ce qui est invisible dans la variation première. La �gure 2 montre
la situation (nous avons choisi r(y) su�samment petit a�n de décrire le bord
au voisinage de ϕ(·, y) comme une droite).
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Figure 2 � La partie venant de A

Alors, puisque les termes provenant de A et B ont des signes distincts, ils se
compensent à l'exception d'un petit angle de taille O(t). Mais l'interaction entre
une ligne de longueur t et un domaine angulaire d'angle O(t) est en O(t2−s),
donc négligeable au premier ordre.

Il reste uniquement à montrer que la formule obtenue pour chaque y �xé
est intégrable en y : cela provient du fait que l'on peut choisir r(y) d'ordre
min(y, 1− y) et qu'ainsi, l'interaction avec B ou A est contrôlée par :∫ ∞

r(y)

r−2−srdr =
1

s
r(y)−s

mais y−s et (1− y)−s sont intégrables sur (0, 1). �

Un point d'intérêt particulier est ε = 0. En ce point, la con�guration est un
cône, donc nous utilisons l'invariance par changement d'échelle a�n d'écrire la
dérivée première sous une forme plus agréable :

f ′(0) =

∫ 1

0

(1− y) sin θ0v.p.
∫
B∪A

K(z − (y, 0))(χB(z)− χA(z))dzdy

=

∫ 1

0

(1− y)y−s sin θ0dy v.p.
∫
B∪A

K(z − (1, 0))(χB(z)− χA(z))dz

Échanger les rôles de A et B fournit un changement de signe (et du facteur
sin θ0), donc on déduit qu'une condition nécessaire à la minimalité est que cette
valeur principale ci-dessus est 0.
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Par ailleurs, lorsqu'on calcule la valeur principale, il est clair que l'on peut
retirer n'importe quel domaine symétrique par rapport à l'axe des abscisses, pas
nécessairement une boule, donc en particulier nous pouvons retirer des domaines
angulaires de chaque côté. De cette observation, on déduit aisément :

Proposition 22 Considérons un cône minimal et deux secteurs adjacents tels
qu'ils sont les uniques secteurs de leurs couleurs respectives. Alors ces secteurs
ont le même angle.

2.3.2 Variation seconde

Le calcul de f ′′ est un peu plus délicat. En e�et, on peut remarquer que dans
(presque) tous les cas, f n'est pas deux fois dérivable en 0. A�n de contourner ce
problème et d'obtenir facilement une formule, on approche f ′ par approximation.
Pour tout δ > 0, on dé�nit :

Kδ(z) =
1

(δ + |z|)−2−s

et :

f ′δ(ε) =

∫ 1

0

(1− x̃) sin θ0

∫
A∪B

Kδ(z − ϕ(x̃, ε))(χB(z)− χA(z) + 2χAε(z))dzdx̃

Lemme 23 Il existe ε1 > 0 et Cs > 0 tels que :

∀ 1 > δ > 0,∀ε < ε1, |f ′(ε)− f ′δ(ε)| ≤ Csδ(1−s)/2

Démonstration
On écrit :

f ′(ε)− f ′δ(ε) =

∫ 1

0

(1− x̃) sin θ0

(∫
B∪A

(K −Kδ)(χB − χA + 2χAε)

)
dx̃

Or :

K(z−ϕ(x̃, ε))−Kδ(z−ϕ(x̃, ε)) = K(z−ϕ(x̃, ε))

(
1−

(
δ

|z − ϕ(x̃, ε)|
+ 1

)−n−s)

Il existe ε1 > 0 tel que, pour tout x̃ �xé, on peut trouver r > 0 d'ordre min(x̃, 1−
x̃) indépendant de ε < ε1 tel qu'on peut retirer la boule de centre ϕ(x̃, ε) et de
rayon r sans changer l'intégrale précédente, et ce pour tout δ > 0, ε1 > ε > 0.

Pour un tel r > 0,∣∣∣∣∣
∫

(B∪A)\Br(ϕ(x̃,ε))

(K −Kδ)(χB − χA + 2χAε)dz

∣∣∣∣∣
≤
∫

(B∪A)\Br(ϕ(x̃,ε))

Kdz sup

(
1−

(
δ

|z − ϕ(x̃, ε)|
+ 1

)−n−s)
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Si r <
√
δ, ce supremum est inférieur à 1. Pour r >

√
δ, ce supremum est

inférieur à cδ(n+ s)
√
δ, avec cδ → 1 quand δ → 0.

En�n, on a vu que l'intégrale avec K est contrôlée par r−s. Ainsi, au total,

|f ′(ε)− f ′δ(ε)| <
∫ 1−

√
δ

√
δ

C(x̃−s + (1− x̃)−s)
√
δdx̃+ C

∫ √δ
0

x̃−sdx̃

La première intégrale est inférieure à Cs
√
δ ≤ Csδ(1−s)/2. La deuxième intégrale

est inférieure à Csδ(1−s)/2 également, ce qui conclut. �

Lemme 24 Pour tout δ > 0, ε ∈ R+∗, la dérivée de f ′δ est :

f ′′δ (ε) = f ′′int(ε, δ) +

∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0(∫
∂̃A

Kδ(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νA(z)dz −
∫
∂̃B

Kδ(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νB(z)dz

)
dx̃

où f ′′int est une fonction de ε, δ uniformément bornée en ε, δ, ν0 est le vecteur
unitaire dans la direction −θ0, ∂̃A et ∂̃B désignent respectivement ∂A et ∂B
sans l'axe des abscisses positives (le bord déplacé), νA et νB sont les vecteurs
normaux unitaires à A et B.

Démonstration
Fixons δ > 0 et ε > 0, puis calculons f ′′δ (ε).

f ′′δ (ε) =

∫ 1

0

(1− x̃) sin θ0

(
−
∫
B∪Aε

∇Kδ(z − ϕ(x̃, ε)) · (1− x̃)ν0dz

+

∫
A\Aε

∇Kδ(z − ϕ(x̃, ε)) · (1− x̃)ν0dz

+

∫ 1

0

(1− x̃′) sin θ0K(ϕ(x̃′, ε)− ϕ(x̃, ε))dx̃′
)
dx̃

Par la première identité de Green :∫
B∪Aε

∇Kδ(z−ϕ(x̃, ε))·(1−x̃)ν0dz =

∫
∂(B∪Aε)

Kδ(z−ϕ(x̃, ε))(1−x̃)ν0·νB∪Aεdz

On sépare cette intégrale en 3 : une sur ∂̃B, une sur le bord de Aε et une sur
l'axe positif des abscisses avec x ≥ 1 ; on e�ectue la même séparation sur A\Aε.

D'abord, nous montrons que l'intégrale sur l'axe des x ≥ 1 reste uniformé-
ment borné en ε, δ. Sur ce bord, ν0 · νB = sin θ0. De plus, la distance entre
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ϕ(x̃, ε) et (r, 0) (r ≥ 1) est minorée par C(r − x̃) pour tout ε < 1.∫ 1

0

(1− x̃)2 sin2 θ0

∫ ∞
1

(δ + C(r − x̃))−2−sdrdx̃

≤ C
∫ 1

0

(1− x̃)2(δ + C(1− x̃))−2−sdx̃

≤ C
∫ 1

0

(1− x̃)−sdx̃

≤ C

Ensuite, nous montrons que l'intégrale sur le bord de Aε compense le dernier
terme de f ′′δ su�samment pour que leur somme reste uniformément bornée en
δ, ε. Le bord de Aε qui intervient se décompose en une petite portion de taille ε,
mais sur laquelle ν0 est orthogonal au vecteur normal, et une portion de taille
sin θ0
sin θε

, où θε est l'angle entre ν0 et cette portion. Sur cette seconde portion, ν0

scalaire le vecteur normal est sin(θε), de sorte que les termes considérés valent :∫ 1

0

(1− x̃) sin2 θ0

∫ 1

0

(1− x̃)(δ + |x̃′ − x̃|)−2−s − (1− x̃′)(δ + |x̃′ − x̃|)−2−sdx̃′dx̃

Ainsi, cela se simpli�e en :

C

∫ 1

0

(1− x̃)

∫ 1

0

(x̃′ − x̃)(δ + |x̃′ − x̃|)−2−sdx̃′dx̃

Fixons x̃ ∈ (0, 1). Supposons d'abord x̃ ∈ (0, 1/2). Alors on regroupe x̃′ ≤ x̃ et
2x̃ − x̃′ (symétriques par rapport à x̃), de sorte que les termes se compensent
exactement. On aboutit donc à :

(1− x̃)

∫ 1

2x̃

(x̃′ − x̃)(δ + |x̃′ − x̃|)−2−s ≤ C(1− x̃)x̃−s

de sorte que l'intégrale sur (0, 1/2) est bornée.
Le même raisonnement sur (1/2, 1) fournit :

C(1− x̃)1−s

et l'intégrale y reste bornée également.
On place tous les termes précédents dans fint. Le seul terme restant est :∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0

(∫
∂̃A

Kδ(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νA(z)dz

−
∫
∂̃B

Kδ(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νB(z)dz

)
dx̃

comme attendu. �
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Le point intéressant est de noter que ce dernier terme n'est pas uniformément
borné en δ, ε : à ε > 0 �xé, on peut faire tendre δ → 0 pour obtenir l'expression
limite :∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0(∫
∂̃A

K(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νA(z)dz −
∫
∂̃B

K(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νB(z)dz

)
dx̃

et cette expression diverge comme ε−s quand ε→ 0, comme on va le voir.

Lemme 25 Soit ε1 > ε0 > 0. Alors f ′′δ − f ′′int(·, δ) converge vers :

f̃ ′′(ε) =

∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0(∫
∂̃A

K(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νA(z)dz −
∫
∂̃B

K(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νB(z)dz

)
dx̃

uniformément en ε ∈ (ε0, ε1) quand δ → 0.

Démonstration
Une fois que ε > ε0 > 0, ϕ(x̃, ε) est à distance strictement positive de ∂̃B et de

∂̃A (à l'exception du bord dans la direction −θ0, mais sur lequel ν0 · νA = 0)
et uniformément minorée en x̃, la minoration dépendant uniquement de ε0, de
sorte que la convergence en δ est uniforme sur (ε0, ε1). �

Lemme 26 La fonction f ′, dé�nie sur un voisinage de 0 dans R+, est continue
en 0.

Démonstration
Considérons ε < 1/2. On a alors :

f ′(ε) =

∫ 1

0

(1− x̃) sin θ0

∫
A∪B

K(z − ϕ(x̃, ε))(χB(z)− χA(z) + 2χAε(z))dzdx̃

Fixons x̃ ∈ (0, 1) et regardons les contributions hors d'une balle de rayon r > 0,
centrée en x̃, 0), notée Br(x̃), en supposant que ε > 0 est su�samment petit
pour que ϕ(x̃, ε) ∈ Br(x̃).∣∣∣∣∣
∫
A∪B\Br(x̃)

(K(z − (x̃, 0))(χB − χA + 2χAε)−K(z − ϕ(x̃, ε))(χB − χA))

∣∣∣∣∣
≤ C

∫
R2\Br

(|z| − ε)−2−s − |z|−2−sdz

≤ C
∫ ∞
r

((r′ − ε)−2−s − r′−2−s)r′dr′

≤ C
(

1

s
(r − ε)−s − 1

s
r−s + ε

1

1 + s
(r − ε)−1−s

)
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Supposons de plus que r est d'ordre min(x̃, 1− x̃) et supérieur à
√
ε. Alors, en

intégrant sur x̃ ∈ (
√
ε, 1/2), on a :∫ 1/2

√
ε

C

(
1

s
(x̃− ε)−s − 1

s
x̃−s + ε

1

1 + s
(x̃− ε)−1−s

)
dx̃

≤ C
√
ε+ Cε(

√
ε− ε)−s ≤ C

√
ε

On contrôle de la même façon x̃ ∈ (1/2, 1−
√
ε).

Il reste à contrôler l'intégrale pour x̃ ∈ (0,
√
ε) (et de façon équivalente

x̃ ∈ (1 −
√
ε, 1)). Mais sur ce domaine, indépendamment de ε, l'intégrale en z

est contrôlée par x̃−s, de sorte que :∫ √ε
0

x̃−sdx̃ ≤ Cε(1−s)/2

ce qui conclut. �

Lemme 27 Notons r(x̃, ε), θ(x̃, ε) les coordonnées polaires de ϕ(x̃, ε). Alors f̃ ′′

peut être réécrit : ∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0r(x̃, ε)
−1−scA,B(θ(x̃, ε))dx̃

où :

cA,B(θ) =

∫
∂̃A

K(z − (cos θ,− sin θ))ν0 · νA(z)dz

−
∫
∂̃B

K(z − (cos θ,− sin θ))ν0 · νB(z)dz

Démonstration
On calcule :∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0(∫
∂̃A

K(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νA(z)dz −
∫
∂̃B

K(z − ϕ(x̃, ε))ν0 · νB(z)dz

)
dx̃

=

∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0r(x̃, ε)
−1−s(∫

∂̃A

K(z − (cos θ(x̃, ε), sin θ(x̃, ε)))ν0 · νA(z)dz

−
∫
∂̃B

K(z − (cos θ(x̃, ε), sin θ(x̃, ε)))ν0 · νB(z)dz

)
dx̃

=

∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0r(x̃, ε)
−1−scA,B(θ(x̃, ε))dx̃

C'est le résultat attendu. �
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Lemme 28 Supposons θ0 ∈ (0, π2 ). Alors :

f̃ ′′(ε) ∼
ε→0

C(s, θ0)ε−s
∫ θ0

0

sin(θ)s−1cA,B(θ)dθ

(sous réserve que
∫ θ0

0
sin(θ)s−1cA,B(θ)dθ 6= 0).

Démonstration
Donnons tout d'abord une expression de r(x̃, ε) et θ(x̃, ε) :

r(x̃, ε) =

√
(x̃+ ε(1− x̃) cos θ0)2 + ε2(1− x̃)2 sin2 θ0

et :

tan θ(θ0, x̃, ε) =
ε(1− x̃) sin θ0

x̃+ ε(1− x̃) cos θ0

Posons X = x̃
ε(1−x̃) cos θ0

de sorte que :

r(x̃, ε) =
√

(X + 1)2 + tan2 θ0ε(1− x̃) cos θ0

et :

tan θ(x̃, ε) =
tan θ0

X + 1

Écrivons également :

x̃ =
εX cos θ0

1 + εX cos θ0
= 1− 1

1 + εX cos θ0

On considère donc :

I =

∫ 1

0

(1− x̃)2 sin θ0r(x̃, ε)
−1−scA,B(θ(x̃, ε))dx̃

= C(θ0)ε−1−s
∫ 1

0

(1− x̃)1−s((X + 1)2 + tan2 θ0)−(1+s)/2cA,B(θ(x̃, ε))dx̃

dans la limite ε→ 0.
On e�ectue le changement de variable en X et on obtient :

C(θ0)ε−1−s
∫ 1

0

(
1− 1

1 + εX cos θ0

)1−s

((X + 1)2 + tan2 θ0)−
1+s
2

cA,B

(
arctan

tan θ0

X + 1

)
dx̃

= C(θ0)ε−1−s
∫ ∞

0

(
1− 1

1 + εX cos θ0

)1−s

((X + 1)2 + tan2 θ0)−
1+s
2

cA,B

(
arctan

tan θ0

X + 1

)
ε cos θ0dX

(1 + εX cos θ0)2

= C(θ0)ε−s
(∫ ∞

0

((X + 1)2 + tan2 θ0)−
1+s
2 cA,B

(
arctan

tan θ0

X + 1

)
(

1− 1

1 + εX cos θ0

)1−s
dX

(1 + εX cos θ0)2

)
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Il su�t à présent de considérer l'intégrale entre parenthèses pour conclure. cA,B

est une fonction bornée de θ (sur [0, θ0]) et
(

1− 1
1+εX cos θ0

)1−s
(1+εX cos θ0)−2

converge simplement vers 1, en restant majoré par 1 uniformément en ε, donc
par convergence dominée la limite de cette intégrale quand ε→ 0 est :∫ ∞

0

((X + 1)2 + tan2 θ0)−
1+s
2 cA,B

(
arctan

tan θ0

X + 1

)
dX

=

∫ tan θ0

0

(
tan2 θ0

X2
+ tan2 θ0

)− 1+s
2

cA,B(arctanX)
tan θ0

X2
dX

= tan(θ0)−s
∫ θ0

0

(
1 +

1

tan2 θ

)− 1+s
2

cA,B(θ)
1 + tan2 θ

tan2 θ
dθ

= tan(θ0)−s
∫ θ0

0

(
1 + tan2 θ

tan2 θ

) 1−s
2

cA,B(θ)dθ

On range tan(θ0) > 0 dans C(θ0). En�n :

1 + tan2 θ

tan2 θ
=

1

sin2 θ

donc le terme �nal est : ∫ θ0

0

sin(θ)s−1cA,B(θ)dθ

comme annoncé. �

Proposition 29 (Cas d'un secteur par couleur) Supposons que A et B
n'ont qu'un seul secteur chacun. Si θ0 <

π
2 , alors le cône n'est pas minimal.

Démonstration
Par la Proposition 22, les angles de A et B sont égaux à θ0.

On montre que, sous ces hypothèses, cA,B(θ) reste (strictement) positif sur
[0, θ0], de sorte que f(ε) > 0 pour ε assez petit.

Dans ce cas, si on considère la dé�nition de cA,B , l'intégrale sur ∂̃A est nulle
car ce bord est constitué de la seule raie dans la direction ν0, sur laquelle on a
donc ν0 · νA = 0 ; de même, ∂̃B n'est constitué que d'une seule raie, sur laquelle
ν0 · νB = − sin(2θ0). Le signe − devant l'intégrale sur ∂̃B permet de conclure
que cA,B(θ) > 0. �

La démonstration dans le cas général est un peu plus délicate et nous ne
l'avons pas achevée. La conjecture est la suivante :

Conjecture 30 Soit E un cône minimal en dimension n = 2. Supposons que,
pour tout i, |E(i) ∩ B1| > 0. Alors m ≤ 3 et, à transformations orthogonales et
ensembles négligeables près, si m = 2, E est une partition en deux demi-plans ;
si m = 3, E est une partition en 3 secteurs angulaires de taille 2π

3 .
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Nous avons des raisons de penser que la conjecture est correcte : notamment,
cA,B(0) > 0 pour au moins une raie dès que le cône considéré est distinct de
D, Y ou du cône à quatre secteurs de tailles π

2 et quatre couleurs distinctes (ce
dernier cas étant traité à part).

2.3.3 Étude de cA,B

Posons :

g(θ) =

∫ ∞
0

K((r cos θ, r sin θ)− (1, 0))dr

=

∫ ∞
0

(r2 + 1− 2r cos θ)−(2+s)/2dr

l'interaction entre un point et une demi-droite dans la direction θ.
Décrivons ensuite A par ses secteurs angulaires, (θi, θ

′
i)1≤i≤a (avec θa =

2π − θ0 et θ′a = 2π) et de même B par (ψi, ψ
′
i)1≤i≤b (avec ψ1 = 0). Alors

cA,B(θ) s'exprime comme :

cA,B(θ) =

a−1∑
i=1

(sin(θ0 + θi)g(θi + θ)− sin(θ0 + θ′i)g(θ′i + θ))

+ sin(θ0 + θa)g(θa + θ) + sin(θ0 + ψ′1)g(ψ′1 + θ)

+

b∑
i=2

(sin(θ0 + ψ′i)g(ψ′i + θ)− sin(θ0 + ψi)g(ψi + θ))

A�n de séparer les dépendances en θ0, θ et les angles des bords, on utilise la
formule de duplication des sinus comme :

sin(θ0 + θi) = sin(θ0 − θ) cos(θi + θ) + cos(θ0 − θ) sin(θi + θ)

De sorte que :

cA,B(θ) = sin(θ0 − θ)csymA,B (θ) + cos(θ0 − θ)casymA,B (θ)

avec :

csymA,B (θ) =

a−1∑
i=1

(cos(θi + θ)g(θi + θ)− cos(θ′i + θ)g(θ′i + θ))

+ cos(θa + θ)g(θa + θ) + cos(ψ′1 + θ)g(ψ′1 + θ)

+

b∑
i=2

(cos(ψ′i + θ)g(ψ′i + θ)− cos(ψi + θ)g(ψi + θ))

et :

casymA,B (θ) =

a−1∑
i=1

(sin(θi + θ)g(θi + θ)− sin(θ′i + θ)g(θ′i + θ))

+ sin(θa + θ)g(θa + θ) + sin(ψ′1 + θ)g(ψ′1 + θ)

+

b∑
i=2

(sin(ψ′i + θ)g(ψ′i + θ)− sin(ψi + θ)g(ψi + θ))
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L'un est "symétrique" et l'autre "antisymétrique" car csymB,A(0) = csymA,B (0)

tandis que casymB,A (0) = −casymA,B (0). (On a fait tous les calculs dans le cas où on
rogne à A pour donner à B, mais on peut inverser leurs rôles.)

Lemme 31 Si casymA,B (0) 6= 0, alors le cône n'est pas stable.

Démonstration
Dans ce cas, quitte à échanger le rôle de A et B, on peut supposer que casymA,B (0) >
0. On emploie alors l'astuce du "bord arti�ciel", qui consiste à séparer le secteur
de A d'angle θ0 en deux secteurs adjacents, le plus proche de B étant d'angle
petit, et d'appliquer les résultats précédents à cette con�guration avec un petit
angle dθ à la place de θ0 (mais avec un secteur de plus pour A). L'ajout de ce
bord arti�ciel ne modi�e pas les fonction c

(a)sym
A,B (ce qui est ajouté d'un côté

est retranché de l'autre) mais modi�e leurs poids donc in �ne la fonction cA,B .

Dans cette situation, la continuité en θ des fonctions c(a)sym
A,B (θ) permet d'ob-

tenir pour dθ assez petit que cos(dθ−θ)casymA,B (θ) > η pour θ ∈ (0, dθ) tandis que
sin(dθ − θ)csymA,B (θ) > −η sur le même intervalle et cA,B > 0 sur cet intervalle,
donc le cône n'est pas stable. �

On suppose donc casymA,B (0) = 0. Malheureusement, la stratégie de créer un
bord arti�ciel d'angle petit ne fonctionne plus ensuite (en particulier, quand s
est proche de 1, le fait que (1 − s)Pers approche Per nous indique que cette
déformation a peu de chance de fournir de bons résultats).

casymA,B est constitué d'une somme alternée de termes sin(·)g(·) qui sont dif-
�ciles à contrôler ; mais csymA,B est constitué d'une somme alternée de termes
cos(·)g(·) qui béné�cient de propriétés intéressantes.

Lemme 32 La fonction :

h : θ ∈ (0, 2π) 7→ cos(θ)g(θ)

est strictement convexe, symétrique par rapport à π (c'est-à-dire h(π − θ) =
h(π + θ)), strictement décroissante sur (0, π) et avec comme valeurs remar-
quables :

h
(π

2

)
= 0 h(π) = − 1

1 + s
h(0+) = +∞

et la minoration h
(
π
4

)
> 1

1+s .

La preuve de ce lemme est purement technique et a été placée en annexe.
L'astuce consiste essentiellement à ne pas se décourager devant de longs calculs.

Ainsi, même si h est di�cile à calculer à s �xé, sa stricte convexité permet
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de contrôler csymA,B simplement :

h(ψ′1 + θ) +

b∑
i=2

(h(ψ′i + θ)− h(ψi + θ))

= h(ψ′1 + θ) +

b∑
i=2

∫ ψ′i+θ

ψi+θ

h′(ψ)dψ

≥ h(ψ′1 + θ) +

b∑
i=2

∫ ψ′1+θ+
∑i
j=2(ψ′i−ψi)

ψ′1+θ+
∑i−1
j=2(ψ′i−ψi)

h′(ψ)dψ

= h(θ + ψ′1 +

b∑
i=2

(ψ′i − ψi)

Si on note ΘB = S1 ∩B et ΘA = S1 ∩A, on trouve donc :

csymA,B (θ) ≥ h(|ΘA| − θ) + h(|ΘB |+ θ) ≥ 2h

(
|ΘB |+ |ΘA|

2

)
avec égalité si et seulement si toutes les inégalités précédentes sont des égalités,
donc si et seulement si A et B n'ont qu'un seul secteur de taille π

2 − θ pour B
et π

2 + θ pour A.
Ensuite, le fait que h(θ) > 0 dès que θ < π

2 permet de déduire csymA,B > 0 dès
que |ΘB |+ |ΘA| < π, ce qui est une contrainte forte (et indépendante de s !) Des
considérations plus �nes, notamment en utilisant des compensations de termes
sur les deux bords d'un secteur, permettent en�n de montrer que, si un secteur
est de taille inférieure à π

4 , c
sym
A,B (0) > 0 sur au moins un de ses bords.

Le terme casymA,B est plus problématique, mais on peut le contourner dès que
casymA,B (0) = 0, en tenant cependant compte d'un terme perturbatif :

pA,B(θ) =

a−1∑
i=1

(cos(2θi + θ)− cos(2θ′i + θ)) + cos(2θa + θ)

+ cos(2ψ′1 + θ) +
b∑
i=2

(cos(2ψ′i + θ)− cos(2ψi + θ))

Lemme 33 Supposons casymA,B = 0. Alors :∫ θ0

0

(sin θ)s−1cA,B(θ)dθ =

∫ θ0

0

csymA,B (θ) sin θ0(1− s)
∫ θ0

θ

(sinψ)s−2dψdθ

+

∫ θ0

0

sin(θ)s cos(θ0 − θ)pA,B(θ)dθ

Démonstration
On obtient cette nouvelle expression en écrivant pour tout θ :

casymA,B (θ) = casymA,B (θ)− casymA,B (0) =

∫ θ

0

d

dψ
casymA,B (ψ)dψ
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puis en réorganisant les termes. La dérivée de g(·) sin(·) est :

−sh(·)− (sin2(·)− cos2(·)) = −sh(·) + cos(2·)

cA,B s'exprime comme une somme. Considérons uniquement le terme en θi pour
obtenir :∫ θ0

0

(sin θ)s−1 sin(θ0 − θ)h(θi + θ)dθ

+

∫ θ0

0

(sin θ)s−1 cos(θ0 − θ)
∫ θ

0

cos(2(θi + ψ)− sh(θi + ψ)dψdθ

=

∫ θ0

0

(sin θ)s−1 sin(θ0 − θ)h(θi + θ)dθ

−
∫ θ0

0

∫ θ0

θ

(sinψ)s−1 cos(θ0 − ψ)sh(θi + θ)dψdθ

+

∫ θ0

0

(sin θ)s−1 cos(θ0 − θ)
∫ θ

0

cos(2(θi + ψ))dψ

=

∫ θ0

0

h(θi + θ)

(
(sin θ)s−1 sin(θ0 − θ)− s

∫ θ0

θ

(sinψ)s−1 cos(θ0 − ψ)dψ

)
dθ

+

∫ θ0

0

(sin θ)s−1 cos(θ0 − θ)
1

2
(sin(2(θi + θ)− sin(2θi))dθ

Il reste alors à calculer le coe�cient en face de h :

(sin θ)s−1 sin(θ0 − θ)− s
∫ θ0

θ

(sinψ)s−1 cos(θ0 − ψ)dψ

= (sin θ)s−1 sin θ0 cos θ − (sin θ)s cos θ0 − s
∫ θ0

θ

(sinψ)s−1(cos θ0 cosψ + sin θ0 sinψ)dψ

= (sin θ)s−1 sin θ0 cos θ − (sin θ)s cos θ0 − cos θ0((sin θ0)s − (sin θ)s)− s
∫ θ0

θ

sin θ0(sinψ)sdψ

= sin θ0

(
(sin θ)s−1 cos θ − (sin θ0)s−1 cos θ0 − s

∫ θ0

θ

(sinψ)sdψ

)

= sin θ0

∫ θ0

θ

((sinψ)s + (1− s)(cosψ)2(sinψ)s−2)− s(sinψ)sdψ

= sin θ0(1− s)
∫ θ0

θ

(sinψ)s−2dψ

Pour le second terme, on utilise les formules usuelles :

1

2
(sin(2(θi + θ)− sin(2θi)) = sin θ cos(2θi + θ)

En sommant ensuite sur tous les bords, on obtient bien l'expression annon-
cée. �
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L'avantage de la forme précédente est qu'elle ne fait plus intervenir que csymA,B ,
et que le terme perturbatif ne contient aucun terme potentiellement singulier
(puisque le noyauK n'y intervient plus). Par ailleurs, l'intégrale étant sur [0, θ0],
on peut montrer que l'intégrande total est strictement positif au moins aux deux
bords sous des hypothèses faibles :

� si csymA,B (0) > 0 (ce qui est très souvent véri�é en choisissant bien le bord),
le fait que le terme perturbatif ait un sin(θ) supplémentaire assure que
l'intégrande total est strictement positif en θ ∼ 0 (et même divergent,
d'ordre θs−1 - donc intégrable) ;

� si le bord dans la direction −θ0 de A est un vrai bord (et pas un bord
arti�ciel), en θ ∼ θ0, c

sym
A,B (θ) est d'ordre (θ0− θ)−1−s car la contribution

de ce bord de A est de cet ordre. L'intégrale
∫ θ0
θ
... en facteur de csymA,B

tend vers 0, mais seulement à vitesse linéaire en (θ0−θ), donc l'intégrande
totale avec le terme perturbatif reste positif, divergeant à vitesse (θ0 −
θ)−s.

À la �n du stage, nous avons abouti à ces résultats sans parvenir à contrôler
e�cacement cette quantité sur tout l'intervalle [0, θ0], mais ces observations vont
dans le sens de la conjecture 30.

2.4 Régularité et singularités

Dans cette section, on suppose que la conjecture 30 est vraie.
On dénote par d(n)

D , d
(n)
Y les densités des cônesD (demi-espace) et Y (jonction

triple) en dimension n ≥ 2.

Théorème 34 (Structure en dimension n = 2)
Soit E un cluster minimal en dimension n = 2. Dé�nissons Σ =

⋃
i ∂Ei.

Alors Σ = Σ1 t Σ0, avec :
� Σ1 = {x ∈ Σ, il existe un cône limite en x qui est un demi-plan} = {x ∈

Σ, d(x) = d
(2)
D } est ouvert dans Σ, de dimension de Hausdor� 1 et lisse.

� Σ0 = {x ∈ Σ, il existe un cône limite en x qui est une jonction triple} =

{x ∈ Σ, d(x) = d
(2)
Y } est un ensemble dénombrable, fermé et constitué de

points isolés. Au voisinage de chacun de ses points, Σ et l'union de trois
courbes lisses se rencontrant avec des angles 2π

3 .

Démonstration
Le fait que Σ1 soit lisse découle du théorème 19. Une fois la classi�cation admise,

on sait de plus que d(2)
D < d

(2)
Y et que, pour tout point x ∈ Σ, d(x) = d

(2)
D ou

d(x) = d
(2)
Y . La semi-continuité supérieure de d implique donc que Σ0 est fermé.

La proposition 17 implique ensuite que les points de Σ0 sont isolés, donc Σ0 est
dénombrable. (Cela peut aussi être vu comme une conséquence du fait que d
ne satisfait aucune propriété de continuité séquentielle au voisinage d'un point
de x, d'après [FRS19], lemme 7.1). En�n, Σ0 ne peut pas être isolé dans Σ,
autrement pour un x ∈ Σ0 on aurait d(y) = 0 sur y ∈ Br(x) \ {x} et donc par
l'estimée uniforme de densité il n'existerait qu'une seule couleur au voisinage de
x, donc d(x) = 0, absurde. �
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Théorème 35 (Structure en dimension n = 3)
Il existe s0 ∈ (0, 1) tel que ce qui suit soit véri�é. Soit E un cluster minimal en
dimension n = 3, pour s ∈ (0, 1). On dé�nit Σ comme précédemment. Écrivons
Σ = Σ2 t Σ1 t Σ0 avec :

� Σ2 est l'ensemble des points où il existe un cône limite possédant deux
directions invariantes ;

� Σ1 est l'ensemble des points où il existe un cône limite possédant une
direction invariante ;

� Σ0 = Σ \ (Σ1 ∪ Σ2)
Alors :
� Σ2 = {x ∈ R3, d(x) = d

(3)
D } est de dimension de Hausdor� 2, ouvert dans

Σ et est une surface lisse.
� Σ1 est de dimension de Hausdor� inférieure à 1, et si s > s0, le cône

limite est toujours une jonction triple et Σ1 = {x ∈ R3, d(x) = d
(3)
Y }.

� Σ0 est dénombrable et, si s > s0, Σ0 = {x ∈ R3, d(x) > d
(3)
Y }.

Démonstration
Les propriétés de Σ2 (points dont un cône limite possède deux directions d'in-
variance) se déduisent de la même façon qu'en dimension n = 2.

Concernant Σ1 et Σ0, les dimensions de Hausdor� et la dénombrabilité dé-
coulent d'outils de la théorie géométrique de la mesure exposés dans [FRS19],
section 7 (lemme 7.1 et proposition 7.3), pour f = d, avec les propositions 17
et 14 qui permettent de caractériser les cônes ayant des directions d'invariance.

La semi-continuité supérieure de d et la classi�cation des cônes ayant au
moins une direction d'invariance permet en�n de savoir que, pour tout cône C
di�érent de Y , de D et faisant apparaître au moins une jonction triple (sur son
intersection avec S2) satisfait dC > dY . Le seul cas délicat serait celui d'un
cône minimal dont l'intersection avec S2 serait lisse (donc sans jonction triple).
Nous montrons que, pour s > s0 (s0 assez proche de 1), de tels cônes minimaux
n'existent pas.

Supposons par l'absurde qu'il existe une suite sk → 1 de cônes minimaux Ek
pour le sk-périmètre, tel qu'aucun d'entre eux n'a de point de jonction triple.
On peut supposer que sk ≥ 1

2 pour tout k. La minimalité de Ek, en comparant
au cas où on colorie tout B1 avec une seule couleur, fournit :

Persk(Ek, B1) ≤ C

1− sk

pour une constante C > 0 indépendante de sk. (On a utilisé ici sk ≥ 1
2 , en

général on obtiendrait autrement un terme 1
sk
.)

On peut alors appliquer le théorème 4 de [BBM01] : quitte à extraire une
sous-suite, il existe un cône E limite au sens de la convergence L1

loc. En e�et,
en prenant ρk su�samment proche de (1 − sk)|x|−n+1−sk , on a les hypothèses
requises. Ce cône E est minimal pour le périmètre classique, car il a été prouvé
dans [CN19] (théorème 2.8) que (1− s)Pers Γ-converge vers Per (par rapport à
la convergence L1

loc) et la convergence des minimiseurs.
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Mais l'estimée de densité uniforme pour tout s ∈ (0, 1) et le fait que la
constante dans cette estimée peut être choisie uniforme en s (pour s loin de 0)
implique qu'on a également la convergence au sens de la distance de Hausdor�.

Cependant, les cônes minimaux pour le périmètre classique sont bien connus :
à l'exception du demi-espace, tous contiennent une jonction triple. La conver-
gence vers un demi-espace est impossible par l'amélioration de la planéité prou-
vée dans [CRS09] (qui est l'analogue du lemme de De Giorgi pour les surfaces
minimales : si on est proche dans L1

loc d'un demi-espace, grossir la �gure géo-
métriquement permet de converger géométriquement vers le demi-espace, et en
particulier il n'existe aucun cône minimal trop proche d'un demi-espace). En-
suite, par l'estimée uniforme de densité, il n'est pas possible non plus qu'une
séquence de cônes sans jonction triple converge vers un cône avec jonction triple.

On aboutit à une contradiction, d'où l'existence d'un tel s0. �
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Annexe A : Démonstrations des résultats fonda-

mentaux, adaptées aux clusters

Démonstration (du théorème 7)
Le premier point a été montré dans [CRS09]. L'extension aux clusters est immé-
diate, le périmètre d'un cluster étant la somme des périmètres de ses ensembles,
chacun étant semi-continu inférieurement. �

Démonstration (du théorème 8)
On considère une suite de clusters dont le périmètre fractionnaire converge vers
la borne inférieure. Si une sous-suite converge dans L1

loc, la semi-continuité in-
férieure assure que la limite est le minimiseur voulu.

Or la convergence dans L1
loc provient du fait que l'injection de Sobolev

W 1,s(Ω)→ L1(Ω) est compacte et que la norme surW 1,s(Ω) d'une fonction indi-
catrice est contrôlée par le périmètre fractionnaire d'ordre s (plus une constante,
|Ω|). �

Démonstration (du théorème 9)
Soit F = (F (1), ..., F (m)) un cluster tel que F = E hors de B1. Posons :

F
(j)
k = (F (j) ∩B1) ∪ (E

(j)
k \ Ω)

de sorte que Fk = Ek hors de B1, et donc par minimalité :

Pers(Fk, B1) ≥ Pers(Ek, B1)

Cependant :

Pers(F
(j), B1)− Pers(F

(j)
k , B1)

=

∫
F (j)∩B1

(∫
(F (j))c

dy

|x− y|n+s
−
∫

(F
(j)
k )c

dy

|x− y|n+s

)
dx

+

∫
B1\F (j)

(∫
F (j)\B1

dy

|x− y|n+s
−
∫
F

(j)
k \B1

dy

|x− y|n+s

)
dx

=

∫
F (j)∩B1

(∫
(E(j))c\B1

dy

|x− y|n+s
−
∫

(E
(j)
k )c\B1

dy

|x− y|n+s

)
dx

+

∫
B1\F (j)

(∫
E(j)\B1

dy

|x− y|n+s
−
∫
E

(j)
k \B1

dy

|x− y|n+s

)
dx
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=

∫
F (j)∩B1

∫
(E(j))c\((E(j)

k )c∪B1)

dy

|x− y|n+s
−
∫

(E
(j)
k )c\((E(j))c∪B1)

dy

|x− y|n+s
dx

+

∫
B1\F (j)

∫
E(j)\(E(j)

k ∪B1)

dy

|x− y|n+s
−
∫
E

(j)
k \(E(j)∪B1)

dy

|x− y|n+s
dx

≤
∫
B1

∫
E

(j)
k \(E(j)∪B1)

dy

|x− y|n+s
dx+

∫
B1

∫
E(j)\(E(j)

k ∪B1)

dy

|x− y|n+s
dx

≤
∫
B1

∫
(E(j)∆E

(j)
k )\B1

dxdy

|x− y|n+s

≤ L(B1, (E
(j)∆E

(j)
k ) \B1)

En échangeant le rôle de F (j) et F (j)
k , on obtient :

|Pers(F (j), B1)− Pers(F
(j)
k , B1)| ≤ L(B1, E

(j)∆E
(j)
k \B1)

d'où :

|Pers(F,B1)− Pers(Fk, B1)| ≤
m∑
j=1

L(B1, E
(j)∆E

(j)
k \B1)

Posons alors :
b
(j)
k = L(B1, E

(j)∆E
(j)
k \B1)

Supposons que b(j)k → 0 quand k →∞, pour tout j. Alors :

Pers(F,B1) = lim
k

Pers(F,B1) + 2

m∑
j=1

bkj

≥ lim sup
k

Pers(Fk, B1)

≥ lim sup
k

Pers(Ek, B1)

≥ lim inf
k

Pers(Ek, B1)

≥ Pers(E,B1)

par la semi-continuité inférieure de Pers. Ainsi, E est un minimiseur et, en consi-
dérant les inégalités précédentes avec F = E, nous avons même prouvé que la
limite ci-dessus existe et qu'elle vaut Pers(E,B1). Comme Pers est semi-continu
inférieurement pour les ensembles, on obtient donc également Pers(E

(j)
k , B1)→

Pers(E(j), B1).
Posons :

a
(j)
k (r) = Hn−1((E(j)∆E

(j)
k ) ∩ ∂Br)
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Alors, pour tout r0 > 2 :

b
(j)
k =

∫ ∞
1

∫
(E(j)∆E

(j)
k )∩∂Br

∫
B1

dxdydr

|x− y|n+s

≤ C(n, s)

∫ r0

1

∫
(E(j)∆E

(j)
k )∩∂Br

(r − 1)−sdydr + C(n)

∫
B1

∫ ∞
r0

rn−1

(r − 1)s+n
drdx

≤ C(n, s)

∫ r0

1

a
(j)
k (r)(r − 1)−sdr + C(n, s)r−s0

Mais puisque a(j)
k (r) ≤ C(n)rn−1

0 si r ≤ r0, on peut calculer :∫ r0

1

a
(j)
k (r)(r − 1)−sdr ≤

∫ 1+ε

1

C(n)rn−1
0 (r − 1)−sdr + ε−s

∫ r0

1+ε

a
(j)
k (r)dr

La deuxième intégrale converge vers 0 quand k → ∞ par les hypothèses de
convergence L1

loc sur E
(j)
k . La première intégrale est indépendante de k et, à r0

�xé, converge vers 0 quand ε → 0. En�n, le dernier terme C(n, s)r−s0 converge
vers 0 quand r0 →∞, d'où :

lim sup b
(j)
k = 0

ce qui complète la démonstration. �

Démonstration (du théorème 10)
A�n de démontrer ce théorème, il su�t de montrer qu'il existe une constante
c0(n, s,m) > 0 telle que, si |E(i) ∩B1| < c0, alors |E(i) ∩B1/2| = 0.

Si r ∈ (0, 1), posons :

Ar = E(j) ∩Br, Vr = |Ar|, a(r) = Hn−1(E(j) ∩ ∂Br)

Appliquons alors l'inégalité de Sobolev à u = χAr , pour p = 2n
n−s :

‖u‖Lp = V
n−s
n

r ≤ CL(Ar, A
c
r) = C‖u‖Hs/2

Mais E est minimal, donc :

L(Ar, A
c
r) = L(Ar, (E

(j))c) + L(Ar, E
(j) \Ar)

= L(Ar, E
(j) \Ar) +

∑
i 6=j

L(Ar, E
(i))

≤ mL(Ar, E
(j) \Ar) ≤ mL(Ar, B

c
r)

Si x ∈ Ar, on a que :∫
Bcr

dy

|x− y|n+s
≤ C

∫ ∞
r−|x|

1

ρn+s
ρn−1dρ ≤ C(r − |x|)−s
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d'où :

L(Ar, B
c
r) ≤ C

∫
Ar

(r − |x|)−sdx ≤ C
∫ r

0

a(ρ)(r − ρ)−sdρ

avec C dépendant uniquement de n, s. Ainsi :

V
n−s
n

r ≤ C
∫ r

0

a(ρ)(r − ρ)−sdρ

avec C dépendant uniquement de n, s,m. On intègre cette inégalité entre 0 et
t : ∫ t

0

V
n−s
n

r dr ≤ C
∫ t

0

∫ r

0

a(ρ)(r − ρ)−sdρdr

= C

∫ t

0

a(ρ)

∫ t′

ρ

(r − ρ)−sdrdρ

≤ Ct1−s
∫ t

0

a(ρ)dρ

Posons à présent :

tk =
1

2
+

1

2k
, vk = Vtk

de sorte que, par la croissance de Vr on ait :

2−(k+1)v
n
n−s
k+1 ≤

∫ tk

tk+1

V
n
n−s
r dr ≤ Ct1−sk vk ≤ Cvk

On reconnaît alors une itération de De Giorgi : si v1 = V1 est assez petit, vk → 0
et cela conclut. De plus, dans le procédé d'itération de De Giorgi, la limite sur
v1 peut être choisie indépendamment de la constante C, donc ne dépend que de
n, s et ne peut converger vers 0 que lorsque s→ 0, pas s→ 1. �

Démonstration (de la proposition 11)
La démonstration de la propriété analogue pour le cas usuelm = 2 dans [CRS09]
découle de propriétés des extensions, indépendamment de toute notion de mi-
nimiseur, donc la démonstration reste exactement la même pour le cas m quel-
conque. �

Démonstration
Quitte à e�ectuer une translation, x = 0. Il su�t de montrer d

drφE(1) ≥ 0
pour un minimiseur dans BR, R > 1. En e�et, par invariance par homothétie,
φ′E(r) = φ′rE(1), et pour r < R, rE est un minimiseur dans BR/r. L'idée de
la preuve est de comparer E au cluster qui coïncide avec E hors de B1 et
correspond au cône engendré par E ∩ Sn−1 dans B1.

Cependant :

φ′E(1) =

m∑
j=1

∫
∂B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dσ − (n− s)
∫
B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dxdz
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Posons, pour ε > 0 :

v(j)
ε (x, z) =


ũ(j)((1 + ε)(x, z)) if (1 + ε)|(x, z)| ≤ 1

ũ(j)
(

(x,z)
|(x,z)|

)
if 1

1+ε ≤ |(x, z)| ≤ 1

ũ(j)(x, z) else

Les v(j)
ε prennent comme valeur ±1 sur Rn, sont égaux aux ũ(j) sur un voisinage

de ∂B+
2 et leur somme est 2−m sur Rn. Ainsi, par minimalité de E :

m∑
j=1

∫
B+

1

z1−s|∇v(j)
ε |2dxdz ≥

m∑
i=j

∫
B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dxdz

Notons ∇τ la composante tangentielle du gradient, ∇ν sa composante radiale.
Alors :∫

B+
1

z1−s|∇v(j)
ε |2dxdz =

∫
B+

1

(z/(1 + ε))1−s|(1 + ε)∇ũ(j)|2 dxdz

(1 + ε)n+1

+

∫
B+

1 \B
+
1/(1+ε)

z1−s| 1

|(x, z)|
∇τ ũ(j)|2dxdz

= (1 + ε)s−n
∫
B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dxdz

+

∫
B+

1 \B
+
1/(1+ε)

z1−s

|(x, z)|2
|∇τ ũ(j)|2dxdz

Ainsi, lorsque ε→ 0 :

m∑
j=1

(s− n)

∫
B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dxdz +

∫
∂B+

1

z1−s|∇τ ũ(j)|2dσ ≥ 0

d'où :

φ′E(1) =

m∑
j=1

∫
∂B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dσ − (n− s)
∫
B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dxdz

=

m∑
j=1

∫
∂B+

1

z1−s(|∇τ ũ(j)|2 + |∇ν ũ(j)|2)dσ + (s− n)

∫
B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dxdz

≥
m∑
j=1

∫
∂B+

1

z1−s|∇ν ũ(j)|2dσ ≥ 0

Et φE est croissante.
Si φE est constante, les calculs ci-dessus impliquent que |∇ν ũ(j)| = 0 dans

B+
R pour tout j, donc que ũ(j) est homogène de degré 0 dans B+

R .
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Réciproquement, si chaque ũ(j) est homogène de degré 0 :∫
∂B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dσ − (n− s)
∫
B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dxdz

=

∫
∂B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dσ − (n− s)
∫ 1

0

∫
∂B+

1

(rz)1−s 1

r2
|∇ũ(j)|2rndσdr

=

∫
∂B+

1

z1−s|∇ũ(j)|2dσ
(

1− (n− s)
∫ 1

0

rn−s−1dr

)
= 0

et φE est constante. �

Démonstration (du théorème 13)
L'existence d'une sous-suite convergente est obtenu par compacité, de la même
façon que pour l'existence de minimiseurs. Il a été prouvé dans [CRS09] que
les fonctions φ convergeaient (pour les minimiseurs) et la démonstration s'étend
immédiatement au cas des clusters, de sorte que la fonction φ d'une telle limite
est nécessairement conique (théorème 12). Ce cône, en�n, est minimal par la
stabilité des minimiseurs (théorème 9). �

Démonstration (du théorème 14)
La démonstration de [CRS09] s'adapte également immédiatement (le sens direct
s'obtient en considérant qu'un compétiteur dans Rn+1 est moins bon que E dans
chacun des plans Rn ×{z}, z ∈ R ; le sens indirect s'obtient par la construction
d'un compétiteur dans Rn+1 à partir d'un compétiteur F dans Rn, en raccordant
F × [−a, a] à E × [−a − 1, a + 1]c par une opération de coût �ni et en laissant
a→∞.) �

Annexe B : Preuve du lemme 32

La preuve de ce lemme n'est pas particulièrement instructive et consiste
principalement en des calculs.

La symétrie h(2π − θ) = h(θ) est évident à partir des symétries de cos et g.
Les valeurs remarquables sont obtenues aisément à partir de calculs simples,

nous ne traitons explicitement que π
4 :

h
(π

4

)
=

√
2

2

∫ ∞
0

(r√2

2
− 1

)2

+
r2

2

−1−s/2

dr

= 2−1/2

∫ ∞
0

(r − √2

2

)2

+
1

2

−1−s/2

dr
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> 2−1/2

∫ ∞
0

(
r2 +

1

2

)−1−s/2

dr

= 2s/2
∫ ∞

0

(r2 + 1)−1−s/2dr

>

∫ ∞
0

(r2 + 1)−3/2dr

=

[
r√

r2 + 1

]∞
0

= 1

>
1

1 + s

A�n de simpli�er les calculs, nous allons utiliser le changement de variable
X = cos θ. En e�et, h ne dépend que de cos θ et pas de θ.

Posons :

b(X,α) =

∫ ∞
0

(r2 − 2rX + 1)−α/2dr

H(X) = Xb(X, 2 + s)

Ainsi : h(θ) = H(cos θ).
Montrons d'abord un résultat sur b : nous écrirons b′(X,α) = ∂

∂X b(X,α).

b′(X,α) = 1 + αXb(X,α+ 2) =

∫ ∞
0

(r2 − 2rX + 1)−(α+2)/2αrdr

En e�et, on calcule :

b′(X,α) =

∫ ∞
0

(r2 − 2rX + 1)−α/2−1αrdr

=

∫ ∞
0

(r2 − 2rX + 1)−α/2−1α

2
(2r − 2X)dr

+Xα

∫ ∞
0

(r2 − 2rX + 1)−(α+2)/2dr

= 1 + αXb(X,α+ 2)

Ceci permet de calculer e�cacement les deux premières dérivées de H :

H ′(X) = b(X, 2 + s) +Xb′(X, 2 + s)

= b(X, 2 + s) +X + (2 + s)X2b(X, 4 + s)

H ′′(X) = 2b′(X, 2 + s) +Xb′′(X, 2 + s)

= 2 + 3(2 + s)Xb(X, 4 + s) + (2 + s)(4 + s)X3b(X, 6 + s)

Montrons d'abord que H est croissante sur [−1, 1), de sorte que h = H ◦ cos
est décroissant sur (0, π]. En e�et, en regardant H ′, nous pouvons traiter l'ex-
pression comme s'il s'agissait d'un polynôme d'ordre 2 (en X) a�n de déterminer
s'il s'annule :

∆ = 1− 4(2 + s)b(X, 4 + s)b(X, 2 + s)
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Si X ∈ [−1, 1) est tel que ∆ < 0, alors H ′(X) > 0.
Mais nous connaissons une borne inférieure simple sur b :

b(X,α) ≥ b(−1, α) =

∫ ∞
0

(r2 + 2r + 1)−α/2dr =
1

α− 1

Ainsi :

∆ ≤ 1− 4(2 + s)

(3 + s)(1 + s)
=

3 + 4s+ s2 − 8− 4s

(3 + s)(1 + s)
=

−5 + s2

(3 + s)(1 + s)
< 0

Donc la monotonicité stricte est acquise.
Montrons à présent que h est strictement convexe.

h′′(θ) = H ′′(cos θ) sin2 θ − cos θH ′(cos θ)

En utilisant à nouveau le changement de variable X = cos θ, il nous faut mon-
trer :

H ′′(X)(1−X2)−XH ′(X) > 0

pour tout X ∈ [−1, 1).
Considérons d'abord X ∈ [−1, 0]. Pour cela, nous calculons :

H ′′(X)(1−X2)−XH ′(X)

= X(1−X2)b′′(X, 2 + s) + 2(1−X2)b′(X, 2 + s)

−X2b′(X, 2 + s)−Xb(X, 2 + s)

=

∫ ∞
0

(r2 − 2rX + 1)−3−s/2 (X(1−X2)r2(2 + s)(4 + s)

+(2− 3X2)r(2 + s)(r2 − 2rX + 1)−X(r2 − 2rX + 1)2
)
dr

Étudions seulement le terme entre parenthèses. Comme X ≤ 0 et r > 0 :

X(1−X2)r2(2 + s)(4 + s) + (2− 3X2)r(2 + s)(r2 − 2rX + 1)−X(r2 − 2rX + 1)2

= (2 + s)(4 + s)r2X − (2 + s)(4 + s)r2X3 + 2(r2 + 1)r(2 + s)− 4r2(2 + s)X

− 3(2 + s)rX2(r2 + 1) + 6r2(2 + s)X3 −X(r2 + 1)2 − 4r2X3 + 4rX2(r2 + 1)

= 2(r2 + 1)r(2 + s) +X
(
(2 + s)(4 + s)r2 − 4(2 + s)r2 − (r2 + 1)2

)
+X2

(
−3(2 + s)r(r2 + 1) + 4r(r2 + 1)

)
+X3

(
6r2(2 + s)− (2 + s)(4 + s)r2 − 4r2

)
= 2(2 + s)r(r2 + 1)−X

(
(r2 + 1)2 − (2 + s)sr2

)
−X2(r2 + 1)r(2 + 3s)−X3r2s2

= (r2 + 1)
(
2(2 + s)r −X2r(2 + 3s)

)
−X(r2 + 1)2 +Xsr2

(
2 + s−X2s

)
≥ (r2 + 1)r(2− s)−X(r2 + 1)2 + 3Xr2

> (r2 + 1)r −X(r4 − r2 + 1) > 0

ce qui conclut ce cas.
Étudions à présent le cas X ∈ [0, 1). La stratégie précédente ne peut fonc-

tionner, car le terme d'ordre le plus haut en r est −Xr4 ci-dessus.
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Étudions d'abord la fonction b et cherchons à séparer autant que possible X
de l'intégrale.

b(X,α) =

∫ ∞
0

(r2 − 2rX + 1)−α/2dr

=

∫ ∞
0

((r −X)2 + (1−X2))−α/2dr

= (1−X2)−α/2
∫ ∞
−X

(
r2

1−X2
+ 1)−α/2dr

= (1−X2)(1−α)/2

∫ ∞
−X/

√
1−X2

(r2 + 1)−α/2dr

Cela indique le comportement de b pour X ∼ 1. À présent, comparons :∫ ∞
0

(r2 + 1)−α/2dr −
∫ ∞

0

(r2 + 1)−α/2−1dr

=

∫ ∞
0

(r2 + 1)−α/2−1r2dr

= [−(r2 + 1)−α/2
1

α
r]∞0 +

∫ ∞
0

1

α
(r2 + 1)−α/2dr

=
1

α

∫ ∞
0

(r2 + 1)−α/2dr

donc : ∫ ∞
0

(r2 + 1)−(α+2)/2dr =

(
1− 1

α

)∫ ∞
0

(r2 + 1)−α/2dr

Le même calcul avec ∞ remplacé par X√
1−X2

donne :

∫ X/
√

1−X2

0

(r2 + 1)−(α+2)/2dr

=

(
1− 1

α

)∫ X/
√

1−X2

0

(r2 + 1)−α/2dr +
1

α

X√
1−X2

(
X2

1−X2
+ 1)−α/2

=

(
1− 1

α

)∫ X/
√

1−X2

0

(r2 + 1)−α/2dr +
1

α
X(1−X2)(α−1)/2

Posons cs =
∫∞

0
(1 + r2)−1−s/2 et cs,X =

∫X/√1−X2

0
(1 + r2)−1−s/2dr < cs.

H ′′(X)(1−X2)−XH ′(X)

= (1−X2)(2 + 3(2 + s)Xb(X, 4 + s) + (2 + s)(4 + s)X3b(X, 6 + s))

−X(b(X, 2 + s) +X + (2 + s)X2b(X, 4 + s))
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= (1−X2)

(
2 + 3(2 + s)X(1−X2)−(3+s)/2

(
1 + s

2 + s
(cs + cs,X) +

1

2 + s
X(1−X2)(1+s)/2

)
+ (2 + s)(4 + s)X3(1−X2)−(5+s)/2(

1 + s

2 + s

3 + s

4 + s
(cs + cs,X) +

3 + s

4 + s

1

2 + s
X(1−X2)(1+s)/2 +

1

4 + s
X(1−X2)(3+s)/2

))
−X

(
(1−X2)−(1+s)/2(cs + cs,X) +X

+(2 + s)X2(1−X2)−(3+s)/2

(
1 + s

2 + s
(cs + cs,X) +

1

2 + s
X(1−X2)(1+s)/2

))
= (1−X2)−(3+s)/2

(
X3(1 + s)(3 + s)(cs + cs,X)−X3(1 + s)(cs + cs,X)

)
+ (1−X2)−1

(
(3 + s)X4 −X4

)
+ (1−X2)−(1+s)/2 (3X(1 + s)(cs + cs,X)−X(cs + cs,X))

+ 2(1−X2) + 3X2 + (2 + s)X4 −X2

= (cs + cs,X)
(

(1−X2)−(3+s)/2X3(1 + s)(2 + s) + (1−X2)−(1+s)/2X(2 + 3s)
)

+ (1−X2)−1(2 + s)X4 + 2 + (2 + s)X4 > 0

Cela montre que h est e�ectivement strictement convexe.

38


	Déroulement du stage
	Contenu mathématique
	Surfaces minimales classiques
	Périmètre fractionnaire : définition et résultats fondamentaux
	La classification des cônes minimaux en dimension 2
	Choix d'une déformation
	Variation seconde
	Étude de cA, B

	Régularité et singularités

	Démonstrations des résultats fondamentaux, adaptées aux clusters
	Preuve du lemme 32

