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Résumé

Le graphe d’Erdés—Rényi est I'un des plus importants modeles de graphe
aléatoire. Dans un premier temps, on se propose d’expliquer certaines de ses
caractéristiques et de donner sa limite d’échelle au sens de Gromov-Hausdorff.

On introduit ensuite I'algorithme d’isolation d’un sommet et formule une
conjecture sur le nombre d’étapes pour isoler un sommet dans le graphe
d’Erdés—Rényi. Finalement, on explique une piste de résolution qui n’a pas
abouti.
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1 Introduction

Un graphe non orienté est la donnée d’un ensemble de sommets pouvant étre
liés par des arétes. Plus formellement, un graphe G est la donnée d’un ensemble
V ={vy,...,0,} et d'un sous ensemble £ = V x V. On dit que v; et v; sont reliés si
et seulement si (v;,v;) € £. On considere pour simplifier V = [n] = {1...n} pour les
graphes a n sommets. Le graphe est enraciné si on s’est fixé un sommet particulier
qu’on appellera racine p. Par ailleurs, un arbre est un graphe connexe et acyclique.
La notion de graphe aléatoire a été introduite par Paul Erdos et Alfred Rényi dans
une série d’articles publiée entre 1959 et 1968. Ils ont été recus avec une énorme
attention et ont ouvert la voie a d’autres mathématiciens pour qu’ils s’impliquent
dans I’étude des propriétés des graphes aléatoires.

Le graphe d’Erdos—Rényi FR(n,p) est définit la premiere fois en 1960 par Erdos
et Rényi dans leur article “On the evolution of random graphs” [12]. Dans ce modele,
on choisit un graphe aléatoire a n sommets en décidant de joindre deux sommets
avec une probabilité p de manieére indépendante des autres paires de sommets. De
prime abord, ce modele a I’air simple. Comme il est discret, on a tendance a vouloir
développer des calculs. Par exemple, la probabilité d’avoir k arétes dans le graphe
est explicitée par :

(%)
2(3)

La méthode purement combinatoire échoue dans la mise en évidence des proprié-
tés subtiles de ce modele. En effet, la premiere caractéristique du modele binomial
d’Erdos—Rényi est 'apparition d’une transition de phase. Elle a été mise en évidence
dans l'article [T2]. Si la valeur de la probabilité de connexion est de I'ordre de ¢ avec
a < 1, la taille de la plus grande composante connexe est de 'ordre de O(log(n)). Si
a > 1, on observe 'apparition d'une composante géante d'une taille de 'ordre n. Ce
phénomene est perceptible a travers la figure (|1)). Pour le régime critique c’est-a-dire
a = 1, la taille de la plus grande composante connexe est de l'ordre n*? ce qui
justifie le terme de “double saut” quand il s’agit de caractériser cette transition de
phase.

\v..%‘;!,,
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F1GURE 1 — Simulation de graphe d’Erdés-Rényi pour n = 150 avec des probabilités
différentes. On affiche en bleu la plus grande composante connexe et en rouge, la
deuxieéme plus grande composante connexe. Le reste des arétes sont tracés en gris.




Aldous étudie plus précisément le régime critique en explicitant le comportement
des tailles des composantes connexes ainsi que leurs surplusE]. Son article [7] est si-
rement 'un des résultats les plus fondamentaux dans ’étude des régimes critiques.
En réalité, I'aspect le plus remarquable est d’exprimer les graphes a travers des
processus stochastiques qu’on maitrise. On peut alors réinterpréter les propriétés
du monde des processus a travers le prisme des graphes aléatoires. Addario-Berry,
Broutin et Goldschmidt étendent 1’étude du régime critique en s’intéressant a ’as-
pect géométrique. Dans 'article [2], ils prouvent que les composantes connexes du
graphe d’Erdés—Rényi vues comme des espaces métriques munis de la distance na-
turelle renormalisée par n~/3 admettent une limite au sens de la convergence de
Gromov-Hausdorff. L’objet limite est essentiellement un arbre réel continu aléatoire
ou on identifie des paires de points. Dans [1], ils donnent aussi une méthode de
construction qui permet de comprendre la structure des cycles a 'infini.

Par ailleurs, le sujet des algorithmes de destruction des arbres a suscité l'intérét
de plusieurs mathématiciens. Il a été introduit pour la premiere fois par Meir et Moon
dans [21] et [22] en 1969. Initialement, la procédure s’effectue sur un arbre. Soit T
un arbre enraciné quelconque, a chaque itération, on sélectionne aléatoirement une
aréte qu’on coupe. On obtient ainsi deux arbres 77 et T5. A l'issue de cette étape,
on ne garde que la composante connexe qui contient la racine. On s’arréte quand la
composante connexe contient uniquement la racine. L’objet d’étude de Meir et Moon
est le nombre d’étapes nécessaire pour isoler la racine. Ils appliquent cet algorithme
a l'arbre de Cayley[| 7}, et démontrent le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (Meir et Moon [21]). On note pu(n) l’espérance du nombre d’étape
et 0%(n) sa variance. On obtient :

pu(n) ~ qliﬁn et o*(n) ~ (2 - g)n

Ultérieurement, Panholzer dans [23] prouve que la loi limite est la loi de Rayleigh
en se basant sur ’étude des limites des moments. Janson [I7] donne une autre
preuve pour une classe plus large, celle des arbres de Galton—Watson a variance
finie conditionné dans le régime critique. Cette classe englobe les arbres de Cayley
en considérant la loi de Poisson de parametre 1.

Théoréme 1.2 (Panholzer [23]). On note k,, le nombre d’étapes pour isoler un
sommet dans un arbre de Cayley T,,. On a :

Rn d
ino dop
\n
g2
ou R est une variable aléatoire qui suit la loi de Rayleigh de densité xe™2

L’objectif de ce stage est d’étudier le comportement asymptotique du nombre
d’étape pour isoler un sommet dans le graphe ER(n,p,) en se placant dans la
fenétre critique étudiée par Aldous.

1. le nombre minimal d’aréte qu’il faut enlever pour obtenir un arbre
2. un arbre aléatoire uniforme & n sommets



Conjecture 1. Soit t € R, on considére p(n) = % + # et on note kZT le nombre

d’étapes pour isoler un sommet dans la plus grande composante connexe. Alors, il

existe oy € R

/{ER d
5~ R
nl/

ot R est une loi de Rayleigh.

Dans la section (2)), on définira les méthodes d’exploration et les marches as-
sociées. Puis, on donnera les premieres caractéristiques du modele d’Erdés—Rényi.
Ensuite, dans la section , on s’intéressera au comportement asymptotique de la
suite des tailles et des surplus des composantes connexes. Par ailleurs, on définira la
notion de convergence de Gromov-Hausdorff ainsi que la notion d’arbre continu réel
dans la section pour pouvoir étudier plus en détail I’aspect géométrique. Puis, on
expliquera dans la section Iintuition derriere cette conjecture. Enfin, on donnera
dans la section @ un schéma potentiel de preuve qui n’a pas encore abouti.

2 Le graphe d’Erdos—Rényi et ses premieres pro-
priétés

Le modele fait apparaitre une transition de phase lorsque la probabilité p va-
rie ainsi qu’une limite lorsqu’on n tend vers 'infini dans la fenétre critique. Afin
d’étudier les propriétés de ce graphe, on commence par définir I’arbre de parcours
en profondeur et en largeur.

2.1 Algorithme de parcours d’un graphe

On définit deux manieres déterministes pour parcourir un graphe G. On considere
que les sommets de G sont initialement a valeurs dans [n].

2.1.1 Parcours en profondeur

On note O; la pile de sommets actifs a I'étape i et A; I'ensemble de sommets
explorés a 1’étape i.
A Pétape 0, on initialise la pile Oy avec le sommet (1). L’ensemble Aq est vide et
¢(0) = 1. A chaque étape, deux cas se présentent :
o La pile O; n’est pas vide. On se donne v;, I’élément en haut de la pile et N
I'ensemble de ses voisins dans [n]\O; U A;. A 'issue de cette étape, le sommet
v; est “exploré” et on pose A;, 1 = A; U {v;}. On rajoute les éléments de N
a O; au sommet de la pile dans l'ordre croissant.
o La pile O; est vide. Alors, on fait les mémes opérations en se donnant v; le
plus petit élément de [n]\A;. On pose ¢;41 = ¢; + 1
A la fin de cette procédure, ¢, correspond au nombre de composantes connexes
du graphe G. On a aussi défini un nouvel ordre {vy,...v,_1} sur les sommets de G.
On construit la forét d’exploration en profondeur oDFS(G) ou 'aréte zy existe si



seulement si x est exploré avant y et y € N; ou réciproquement.

On définit aussi la marche en profondeur par
Xi =10\vi| = (i = 1)

ainsi que la fonction hauteur par H(i) = distance du sommet v; a la racine.

X (i)
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FI1GURE 2 — En noir, la marche aléatoire en profondeur associée au graphe a droite.
Les points coloriés en rouge et en vert correspondent aux arétes en surplus. La figure
est extraite de l'article [2].

Intuitivement, lorsqu’on parcourt le graphe, I'aréte uv est en surplus si lors de
I’exploration, les deux sommets ont été actifs simultanément. En effet, si v est exploré
avant le sommet u, deux cas se présentent :

— u est actif : uv est en surplus et a ’étape précédente, u et v étaient actifs.

— u n’est actif et il sera un enfant de u et uv appartiendra & o DFS(G).

Cette remarque justifie la définition suivante :

Définition 2.1. L’ensemble des arétes admissibles d’un arbre T est l’ensemble :
P(T) ={uv¢T; Iitel que u,ve O;}.

Si on se donne un arbre 7', I'’ensemble des arétes qu’on peut ajouter pour obtenir
un graphe connexe G tel que oDFS(G) = T est 'ensemble des arétes admissibles.
Le cardinal de cet ensemble peut étre calculé par le lemme suivant démontré dans

2] -
Lemme 2.1 (Lemme 6 [2]). Le cardinal de P(T) est égal a a(T) = Y= X (i) o
X est la marche en profondeur associée a T.

On remarque que les fonctions X et H ne tiennent pas compte des arétes en
surplus. Pour ne pas perdre la structure du graphe, on code les arétes en surplus
avec un ensemble de marques Q(G), voir un exemple a la figure . On met une
marque a la position (7,7) si j < X(i) et s’il y a une aréte entre le sommet v; et
Uk(ij) ol k(i,j) = inf{k > i, X (k) = j}.

Définition 2.2. Soit Q@ < Z x Z et T un arbre discret, le graphe G(T,Q) est
construit a partir de l'arbre T en ajoutant les arétes vivyg ;) pour (i,7) € {(7',j') €
Q:0<7;0<j <X()}.

On remarque que G(oDFS(G), Q(G)) = G.
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2.1.2 Parcours en largeur

La seule différence entre les deux procédures consiste a remplacer le mot “pile”
par “file” c’est-a-dire qu’on traite les sommets les moins récents en priorité au lieu
de manipuler le dernier sommet introduit dans la pile.

On note O; la file de sommets actifs a I'étape i et A; 'ensemble de sommets
explorés a 1’étape i.
A Pétape 0, on initialise la pile Oy avec le sommet (1). L’ensemble Aq est vide et
¢(0) = 1. A chaque étape, deux cas se présentent :

o La file O; n’est pas vide. On pose v;;1, ’élément au début de la file et N ;
I'ensemble de ses voisins dans [n]\O; U A;. Le sommet v;,1 est “exploré” et
on pose A;11 = A; U {vi11}. On rajoute les éléments de N1 a O; a la fin de
la file dans 'ordre croissant.

o La file O; est vide. Alors, on fait les mémes opérations en se donnant v;, le
plus petit élément de [n]\A;. On pose ¢;41 = ¢; + 1

On a définit un nouvel ordre {vy,...v,} sur les sommets de G ainsi qu'un ordre
sur les composantes connexes {%;}.
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FiGURE 3 — La marche aléatoire associée au graphe ci-dessus. Les sommets sont
numérotés selon le parcours en largeur. Les traits rouges délimitent les composantes
connexes. La figure est extraite de l'article d’Aldous [7].

Par ailleurs, on définit la marche aléatoire en largeur Y (i) = |O;| — ¢; ainsi que
la forét d’exploration en largeur o BFS(G) ou l'aréte zy existe si seulement si x est
exploré avant y et y € N ou réciproquement.



On note :
() =€+ + [l

et on remarque que :
Y(C(5)=—jet Y(i)=—j pourtout ((j) <i<((j+1).

La taille de la composante connexe correspond au temps que passe la marche aléa-
toire au dessus de son ancien minimum. Intuitivement, 1’étude du comportement
de la marche aléatoire permettra de retrouver le comportement asymptotique des
tailles des composantes connexes.

2.2 Transition de phase et fenétre critique :

Le comportement des clusters dépend radicalement de la valeur de p(n)n. Alors
que la plus grande composante connexe 6., est de l'ordre de log(n) lorsque p(n)n
est inférieure a 1, une composante connexe géante de taille ©(n) apparait lorsque
p(n)n > 1. Ce changement abrupte de comportement justifie I'appellation transition
de phase.

Théoréme 2.1 ([16]). On note a = np(n)
e Pour a > 1, pour tout v € (%, 1), il existe 0 tel que

P (||Gmaz| — an| = n") = O(n™°). (1)

e Poura <1, pour tout o > a—%mg(a)’ il existe 6 > 0 tel que
P (|%mas| = alog(n)) = O(n™"). (2)

e Poura <1, pour tout a < a—%log(a)’ il existe 6 > 0 tel que
P (|%mas| < alog(n)) = O(n™). (3)

La preuve de ce théoréme se base sur la comparaison entre le graphe d’Erdos—
Rényi et le processus de branchement de Galton—Watson. A chaque étape ¢ de I'ex-

ploration, chaque sommet qui n’a pas été vu a une probabilité¢ ¢ d’étre un voisin

de v;. On en déduit que £(Y; —Y;1|Y1,...Yi1) = B(n — (i — 1) = Y;_1, ). Intui-
tivement, au début de I'exploration et pour n assez grand, le graphe se comporte
comme un processus de branchement poissonnien de moyenne a. Le lemme suivant
précise cette relation :

Lemme 2.2. Pour tout k,n,p, on considére € (1) la composante conneze de ER(n, p)
contenant le sommet 1 alors

ou TZ, TS sont des processus de branchement binomiauz de paramétre (n,p) et (n—
k,p) respectivement.



3 Comportement critique de la taille et du sur-
plus

Dans le régime critique, on évite a la fois un réseau tres peu dense avec beaucoup
de composantes connexes et un effet cluster ou la majorité des points sont reliés. Il
parait donc naturel d’étudier le comportement critique du graphe d’Erdés—Rényi.
On considere une probabilité de connexion égale a % + # Ce choix est en partie
justifié par le théoreme suivant démontré dans [16] :

Théoreme 3.1. Pour tout t, on considére une probabilité de connexion égale a

p(n) = % + # alors il existe une constante b telle que pour tout w > 1 :

2/3
n b
P ( < |Grnaz| < wn2/3) >1- =
w w
Ce théoreme prouve que la taille de la composante connexe maximale est de
I'ordre de n??3. Par ailleurs, les suites 0230 | €t n%3/|€ naz| sont tendues ce qui
motive I’étude de leurs limites.

3.1 Enoncés des théorémes

Nous avons déja mentionné qu’on pouvait retrouver les tailles des composantes
connexes a partir de la marche aléatoire en largeur. Aldous prouve dans [7] que la
marche aléatoire renormalisée dans le cas p(n) = % + # converge vers un mouve-
ment brownien avec drift parabolique, défini pour tout ¢ > 0 par :

2

Wh(s) = W(s) + ts — %

ou W est le mouvement brownien standard. On définit aussi le mouvement brownien
réfléchi :
B(s) = W'(s) — min W'(s').

0<s'<s
Par ailleurs, on souhaite comprendre le comportement des surplus du graphe d’Erdos—
Rényi. On remarque qu’on peut compter le nombre de surplus lors de 1’exploration.
On associe simplement & la marche un processus de comptage (N (s))o<s<n €0 ajou-
tant +1 pour chaque aréte entre le sommet v; en cours d’exploration et un sommet
appartenant & O; U A;. Aldous prouve que (N!(s)) converge vers un processus de
comptage définit par la propriété :

N(s) — J B'(u)du est une martingale .
0

Le processus N est bien défini grace au théoréme de décomposition de Doob-Meyer.
De maniere informelle, conditionnellement au passé, on a un saut entre [s, s + ds]
avec une probabilité B'(s)ds :

P ( saut entre [s,s + ds] | B (u),u < s) = B'(s)ds.

Les limites sont résumées par le théoreme suivant qu’on redémontre dans la
sous-section suivante :



Théoréme 3.2 (Aldous [7]). Soitt € R, on note Y,! la marche aléatoire en largeur
du graphe ER (n, % + ﬁ) On obtient la convergence en loi

(78 (L 5s]) 5 (125])) 5 2 0] = ((7(5). (005 0)

quand n — oo pour la topologie de la convergence uniforme sur tout intervalle de
temps compact.

On rappelle la définition d’une excursion.

Définition 3.1. Une excursion v du processus brownien réfléchi est un intervalle
[1(7), r(7)] tel que

B'(1(y)) = B'(r(v)) =0 , B'(s)>0 pourse((y).r(7))

On note |y| = r(v) — () et u(vy) le nombre de points du processus ponctuel associé
a N dans Uintervalle [I(v),r(7)].

Au vu des arguments heuristiques, il parait naturel de s’attendre a ce que les
tailles des composantes connexes convergent vers la longueur des excursions du brow-
nien réfléchi. Formellement, Aldous démontre le théoreme suivant :

Corollaire 3.1 (Aldous [7]). On note :
— (CL(j))jen la taille des composantes de ER (n, + + —i) dans Uordre décrois-
sant
— (SL(4))jen le nombre de surplus correspondant.
— (|73])jen les tailles des excursions du brownien B' rangées dans lordre dé-
croissant.
— Pour tout j, p; le nombre de point dans lintervalle [I(y;),r(v;)] du processus
ponctuel associé.
On obtient la convergence suivante :

(n=*C(5), S4(4)) 5 (1l 115),

au sens {2 par rapport a la premiére composante et au sens de la topologie produit
par rapport a la seconde.

3.2 Preuve du théoréme [3.2

On se propose de démontrer le théoréme [3.2l On commence par définir une
nouvelle marche aléatoire. Pour éviter que les sauts soient concentrés aux temps
entiers, on les éparpille en choisissant uniformément un temps sur les intervalles
entiers. Plus formellement, on définit pour tout w € [0, 1] :

ch(7)
ZHi—14u)=Z(Gi—1)—u+ 1y, <u
j=1

ol ch(i) est le nombre d’enfant du sommet i et (Uj;)i<i<ni<j<ch(i) des variables
uniformes sur (0, 1) indépendantes. Etant donné que Z% est un processus markovien
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de saut, on peut le décomposer en une somme d’une martingale M! et un processus
At continu et & variation bornée. Intuitivement, le processus sera l’accumulation des
accroissements infinitésimaux E (Z)(s + ds) — Z%(s) | o(ZL(u), u < s)). On obtient
alors : "

Al (u) = J (an(s)— 1 )ds

0
du au drift

ou
a,(s)ds = P (une nouvelle aréte est découverte entre s et s + ds | o(Z}(u), u < s))

Pour v € [n], on définit ¢;!(v) I'indice de la composante connexe & laquelle appar-
tient le sommet v rangé dans 'ordre de leur découverte. Le sommet v([s]) ne peut
pas étre relié a lui-méme. Une aréte avec un sommet déja vu ne compte pas dans
la marche aléatoire. Le nombre d’arétes dont v([s]) est 'un des c6tés et qui compte
dans la marche aléatoire est égale n — v,(s) avec

va(s) = [s1=1H|Opa [+6 (D) =G (s1=1)+ ) Loy <emsten) = 546, ([sD)=Z3(s).

Par construction du graphe d’Erdos-Rényi, une aréte elligible appartient au graphe
avec une probabilité p(n). De plus, sachant qu’une aréte existe, elle sera découverte
en un temps uniforme entre 0 et 1. On obtient alors :

=(n—uv,(s p(n)
o O ey

Grace au théoreme de décomposition de Doob-Meyer, on peut aussi décomposer

(M!)? en une somme d’une martingale et d’un processus B! croissant et continu.
U

Grace au méme type de raisonnement, on obtient B! (u) = f (an(s))ds. L'objectif
0

est d’utiliser le théoreme 7.1.4b de [13]. Si 'on montre que pour tout sg :

n’2/SB£L (n2/330) —, S0, (4)
n~*E sup | M} (s) — Mﬁ(s‘)’Q — 0. (5)
s<n?/3sg

alors on pourra conclure que :
_ d
n 1/3M£(n2/33) S Wt
Par ailleurs, si on montre que :

n~% sup |AL(s) +n~'s?/2 - n_1/3st‘ —, 0, (6)

s<n2/3sg

alors on obtient : )
n~ Y37t (n?Ps) - W+ ts — 552
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Etant donné que les sauts de M} sont limités & 1, la convergence est trivialement
vérifiée. Comme Af (u) = B! (u) — u, (4)) se rameéne & prouver :

n~23 AL (n2/330) —, 0

t
n’

ce qui est une conséquence de @ Au vu de l'expression de A’, on se ramene a

démontrer pour tout s,
n~%® sup | ZL(s)| —p 0. (7)

s<n?/3sq

On pose T}, = min{s < son??;|Z¢(s)| > Kn'/?}. L'inégalité de Markov donne :

E (|2t (Tt
2w [700)] > Hont?) =B (2| > ) < ZUALTID

s<n2/3sq

Il reste a contrdler E (|ZL(T))) :
E (|Z.(T3)]) < E (|Ma(T,)]) + E (|A(T,)])
<k (|M)P) "+ B (A
<E(|BLTH|)"? + E (|AL(TE)|)

son?/3
< J np(n) ds + an'/?
0 1 —(s—[s])p(n)
s t st Kn'/3

son
+ J\
0

<an'®+ 4so K.

L2 2/3
- n1/3+n4/3 ds~|—(30n )4 "

On se donne € > 0 et on prend K = en'/3

< =20
enl/3 ol

4
]P<n2/3 sup ‘Zfl(s)’>e)< © 4+ 20

s<n?/3sg

ce qui conclut la premiere partie de cette preuve.

On s’intéresse maintenant au processus N! qui est un processus de comptage.
D’apres le théoreme 12.6 de [9], il suffit de montrer la convergence des lois fini-
dimensionnelles. Comme les accroissements sont indépendants, il suffit de montrer
la convergence des intensités qui est une conséquence de la convergence de la marche
aléatoire. En effet, conditionnellement & la donnée Z%, N! est le processus de comp-
tage associé au processus ponctuel binomial de parameétre p entre min,<,(Z! (u)) et
Z! (). Apres renormalisation, le processus ponctuel binomial converge vers le proces-
sus ponctuel de Poisson d’intensité la mesure de Lebesgue au sens de la convergence
faible des distributions de probabilité. On conclut que pour tout s, Nt(s) converge
vers N'(s). O
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3.3 Preuve du corollaire [3.1]

On rappelle qu’on a montré la convergence des marches aléatoires et qu’on
cherche a déduire la convergence des longueurs des excursions. On expliquera dans
ses grandes lignes la preuve du corollaire démontré par Aldous dans [7]. Comme
on n’utilisera pas ces lemmes techniques par la suite, on va les énoncer sans les
prouver.

Le premier permet de passer de la convergence de la marche X a la convergence
vague des processus ponctuels. Les processus ponctuels sont interprétés comme des
mesures ce qui justifie I'utilisation de la convergence vague :

=2 — {(n_g/?"yn(i),n_Q/SCfL(i)) i > 1} — 2 = {(I(v), |7]),7 une excursion B'}
ot v(7,(7)) est le dernier sommet de la (i — 1)composante découverte.

Lemme 3.1. Soit f : [0,00) — R est une fonction continue. On note £ est un
ensemble d’intervalles non vide tel que :

f(r) = f(I) = min f(s)

s<l

f(s) > f(0)

Supposons que pour ey, es € E tels que ly < ly, on a f(l1) > f(l3). On suppose aussi
U.ee(l,7) est de mesure nulle. On se donne f, qui converge uniformément sur tout
compacts ainsi que t,,; tel que :

— 0=t <tpo <tpz--- etlim,pnt,; =0,
In (tn,i> = miHU<tn,i fn(u)f
MaXi, ,<so (fn (tni) = fn (tnis1)) — 0 quand n — o, pour tout sy < 0.
Alors, 2 = {(tni,tniv1 — tni) ;i = 1} converge vaguement quand n tend vers l'in-
fini vers = = {(l,r —1): (I,r) e £}

Le deuxieme lemme consiste a passer de la convergence vague a la convergence
dans ¢2 de la suite des points rangés dans 'ordre décroissant. On note 7 la projection
sur la seconde coordonnée et la fonction ord : I3 (I') — 2 qui ordonne les termes
de la suite dans l'ordre décroissant.

Lemme 3.2. Soit Y™ € 12 (T") pour tout 1 <n < o et 2™ le processus ponctuel
(00

biaisé par la taille associé. Supposons =™ —; Z(*) tel que =) est un processus
ponctuel

Si (s,y) € = alors Z y=s,
(=
max {y : (s,y) € = avec s > so} —, 0 lorsque sy — o

sup {3 - (s,y) € 2 pour un certainy} = © a.s.

alors Y(®) = ord (E(OO)) est dans ZQ\, et ord Y™ —, ord Y™,
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Les hypotheéses du lemme sont vérifiées par le mouvement brownien et le
restent pour W' par absolue continuité. On obtient grice au théoréme et le
théoréme de représentation de Skorokhod, la convergence presque sfire de =™ vers
Z(®) au sens de la convergence vague. Intuitivement, on s’attend a découvrir les
grandes composantes trés vite. En effet, 2™ est le processus ponctuel biaisé par
la taille associé & Y qui sont les tailles des composantes dans lordre de leur
apparition. La vérification des hypotheses est tres technique donc on choisit de ne
pas la détailler. Le lemme [3.2] s’applique et on conclut la convergence au sens f5. [

4 Etude de la structure du graphe dans la fenétre
critique

On a étudié le comportement asymptotique des tailles et des surplus des compo-
santes connexes. Il est naturel d’étendre I’étude a la forme géométrique du graphe.
Il reste a donner du sens a la limite d’un graphe ce qui fait 'objet du prochain
paragraphe.

4.1 Topologie de Gromov-Hausdorff

Il est naturel de voir les graphes comme des espaces métriques compacts. Une
notion intuitive de distance entre deux graphes G, et GG serait de les plonger dans
un espace métrique (M, d) et d’évaluer la distance au sens de Hausdorff :

dy (K, K') =inf{e>0: K< F.(K') and K' € F.(K)}.

ou F(K)={xeM:d(x,K) <€} est le € voisinage de K dans M.
Plus formellement, on définit la distance de Gromov-Hausdorff entre deux espaces
métriques compacts X et X’ ayant des points distingués p et p’ par :

don (X, X') = inf {dy (¢(X), ¢" (X)) v d(¢(p), & (p)},

en prenant U'infimum qur tous les espaces métriques (M, d) et tous les plongements
isométriques ¢ (resp. ¢') de X (resp. X’) dans M. De part son expression, cette dé-
finition est difficile a manipuler dans les démonstrations. On donne une formulation
alternative qui se base sur la notion de correspondance.

Définition 4.1. Une correspondance entre X etY est la donnée d’un sous-ensemble
R c X xY tel que pour tout v € X,y €Y, il existe 2’ € X,y €Y tel que (z,y') € R
et (¢/,y) € R

Autrement dit, on généralise la notion d’application surjective en autorisant un
point a avoir plusieurs images. On a en quelque sorte tordu X pour le transformer
en Y et on mesure la déformation par :

dis(R) = sup {|dx (z,2") —dy (y,4)] : (z,y), (2", ¢/) € R}.
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On mesure la proximité des deux graphes en choisissant la correspondance qui tord le
moins. Formellement, on obtient I’équivalence des deux définitions (théoreme 7.3.25

[11) :

deu(X,Y) = inf dis(R).

1
2 ReE(X,Y)

4.2 Arbres réels et leurs constructions

Afin de pouvoir prouver un théoreme de convergence, il faut trouver la bonne
notion de limite potentielle. On commence d’abord a s’intéresser aux arbres et on
définit ainsi les arbres réels.

Définition 4.2. Un arbre réel enraciné (T, p,d) est un espace métrique compact tel
que pour tous sommets x,y € T :

o [l existe une unique géodésique de x vers y c’est a dire il existe une unique
isométrie fy, 1 [0,d(x,y)] — T tel que f,,(0) = z et f,,(d(z,y)) = y.
L’image de celte application sera noté |x,y|

e Siq:[0,1] — T est une application injective et continue tel que q(0) = x et

q(1) =y alors q([0,1]) = [z,y].

Comme on a pu voir, le parcours en profondeur encode un arbre discret a travers
la marche en profondeur associée. L’idée fondamentale derriere les arbres réels est de
les coder avec la fonction hauteur. Pour mesurer la distance entre deux sommets x, y
dans un arbre discret, on cherche 'ancétre commun = A y et on somme la distance
relative & x A y. La définition de dj se base sur cette idée. Plus précisément, si on
se donne h : [0,00) — [0,00) une fonction continue a support compact telle que
h(0) = 0, on a une pseudo-distance :

dp(z,y) = h(z) + h(y) — 2szi<It1£mvyh(t)’ x,y € [0,00).
On définit arbre T, = [0,00)/ ~, ou & ~p, y si et seulement si d(x,y) = 0. On
notera 75, 'application de projection associée. Par ailleurs, on obtient aussi une me-
sure qui est le tiré en arriere par la projection 7, de la mesure de Lebesgue.

=
4]

FIGURE 4 — Une réalisation de I’excursion brownienne et un sous-graphe engendré
par la racine et les feuilles A,B,C,D. La figure est extraite de l'article [].
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Un arbre réel particulierement étudié est I’arbre aléatoire continu brownien d’Al-
dous (Brownian continuous real tree) défini par [0,00)/ ~j ou h(t) = 2e(t) l'excur-
sion brownienne. Il a été défini et étudié par David Aldous dans ([4], [5], [6]) qui a
prouvé la limite d’échelle suivante :

Théoréme 4.1 (Aldous [6]). Soit T,, l'arbre de Cayley et T est un CRT alors on
a la convergence en loi suivante au sens Gromov-Hausdorff :

n_l/ZTn — T.

I ¥

FIGURE 5 — Une réalisation de I'arbre de Cayley a 27179 sommets (approximant
I'arbre brownien d’Aldous). La figure est extraite du site d’Igor Kotchemski.

Ce résultat reste naturel au vu du théoreme de Marckert et Mokaddem dans [1§]
et de la construction du CRT. Ils démontrent la convergence au sens de Skorokhod de
la marche aléatoire en profondeur ainsi que la hauteur associée a I'arbre planaire de
Galton—Watson conditionné. Si on considere un arbre Galton—-Watson poissonnien
qu’on numérote ses sommets et on oublie ’ordre et la racine, on obtient un arbre de
Cayley. Grace a cette construction, la marche aléatoire associée a Galton—Watson et
celle associée ont la méme loi. Le théoreme suivant est une conséquence du théoreme
de Marckert et Mokaddem dans [18] :

Théoréme 4.2 (Marckert et Mokaddem [18]). Soit X™ la marche en profondeur
associée a T, l'arbre de Cayley et H™ la fonction hauteur associée, on obtient la
convergence en loi au sens de Skorokhod suivante :

1

(1 (X"(nth0<t<1),

NG

ou e est ['excursion brownienne.

(H™(|nt]),0 <t < 1)) 45 (e,2e).  (8)

L’objet de notre étude est un graphe avec un nombre d’arétes en surplus qui
converge vers une constante. On étend 'idée d’encoder les arétes en surplus a tra-
vers des marques en dessous de la fonction hauteur. La notion d’aréte disparait a
I'infini et sa réminiscence s’exprime par 'identification de certains points.
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Soit @ < R xR, h une fonction continue a support compact telle que h(0) = 0,
on définit :

Onh={(zr,y) e Q:0<y<h(z)}

Pour tout (&;,&,) € Qn(h/2) , on connecte les deux points 7(&,) et 7 (inf{u > &,; h(u) = 2§,}).
Le graphe ainsi construit sera noté g(h, Q).

On munit ce graphe de la distance naturelle définie par ’expression suivante :

min <dh (x,2"), inf (dh T, 5 Zd ( E]H fﬁ;) +dy, ( €T+1,x/))> 9)
i1 yeensin,

€1,.-5€r

olt on a noté (2¥,z}) les points qu'on a identifiés. Il faut s’imaginer qu’on peut

tester tous les raccourcis possibles et on prend le chemin optimal apres le passage
au quotient.

4.3 La limite continue du graphe d’Erdos—Rényi

Dans cette section, on se propose d’expliquer la convergence des graphes d’Erdos—
Rényi étudiée par Addario-Berry, Broutin et Goldschmidt dans [2]. On commence
par s’intéresser a chaque composante connexe. On note G(m, p) la loi d’'un graphe
d’Erdos—Rényi sachant qu’il est connexe. On rappelle que a(T) est le nombre d’arétes
admissibles de I'arbre T" (voir deﬁnltlonn On construit G (m, p) a partir de I'arbre
Tp suivant la loi P (Tp = T) a(l—p)~@ “(T) auquel on ajoute des arétes indépendam-
ment et avec une probabilité p parmi les arétes admissibles.

Propriété 4.1. Pour tout m,p, le graphe G(m,p) a la méme loi que G(m,p).

Preuve : On se donne un graphe G a m sommets. Par définition du graphe aléa-
toire G(m,p), on a :

P (G (m,p) = G)oc(1 — p)OPFS@ (@) (1 — p)alePESEN =)
OCpS(G)(l _ p)—s(G)

O = p) (B Op (G, p) = G)

ce qui suffit pour conclure. O]

On rappelle qu’on note (C%(7)); les tailles des composantes connexes du graphe
d’Erdos-Rényi rangées dans 'ordre décroissant. Par ailleurs, on notera C’,(7) la com-
posante connexe qui correspond a la taille C% (7). La propriété E se réinterprete
comme suit : “sachant (C?), les composantes (¢") ont la méme loi que (G(C* (i), p)):”.
Comme le corollaire (3.1 nous donne le comportement limite de (C%(i));, on peut se
restreindre a 1'étude de é(m,p). L’essentiel de la preuve consiste a contréler le
comportement asymptotique de la marche aléatoire en profondeur et du processus
ponctuel associés & G(m, p).
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La marche aléatoire tiltée : La premiere étape consiste a étudier la marche
aléatoire associée au graphe (G(m,p)) lorsque mp*?® — o ce qui est donné par le

théoréme suivant :

Théoréme 4.3 (Addario-Berry et al. [2]). On suppose que mp*® — o et on note

X la marche aléatoire en profondeur associée a G(m,p). On note el Vezcursion
brownienne de longueur o. Alors, on a la convergence suivante dans D ([0, 0], R*)f]

((m/o) X ([(m/o)t]),0 < t < ) 5 (69(t),0 <t < ). (10)

E [1 {etrep) EXP (LU el (t)dt) ]
E [exp ( [ e(")(t)dt>]

Remarque. Comme la limite est continue, on a [’équivalence entre la convergence
au sens de Skorokhod et la convergence uniforme.

ou € est définie par :

P (&9 eB) =

pour tout borélien B.

Preuve : Pour simplifier les calculs, on note e ’excursion brownienne de taille 1.
On rappelle que :

((1),0<t <o) £ (Vo e(t)o),0 <t <o)

Quitte a renormaliser, on se ramene au cas o = 1.

On note X,, la marche aléatoire en profondeur associée a T, 'arbre de Cayley a m
sommets. L’étape fondamentale est de remarquer que pour tout f : D ([0,1],R") —
R* continue borné :

E [f (Xn) (1 —p)™" 5 Xma)dt}
E[(1—p) s Xt ]

E[f (m™2X,(Imt]),0 <t <1)] = (12)

ot X,,(t) = m™Y2X,,(|mt]). D’apres le théoréme [4.2] et le théoreme de Skorokhod,
on se place dans un espace probabilisé tel que :

(X (t),0 <t <1) 25 (e(t),0 <t < 1).

Comme la convergence a lieu dans D ([0, 0], R") et que h € D ([0, 0], RT) — Sé h(t)dt
est continue, on a aussi :

_ 1
(1—p) S X 22, o (J e(t)dt> :

0

3. L’espace des fonctions cadlag a valeurs dans R muni de la topologie de Skorokhod.
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Il parait naturel de s’attendre & la convergence de (m~2X,,) vers é. Plus précisé-
ment, il nous manque un argument d’uniforme intégrabilité pour échanger la limite
et l'espérance dans . Montrons que (1 — p)~*7m) est borné dans L?. Pour m
suffisamment grand, on a p < 2m~23 < 1/2 et

E ((1 . p)—Qa(Tm)) < E (64pa(Tm))

< J 4pe*P (a (T),) = x) dx
0
2

< J S (| Xn] = vVmm™*?z) dz.
0

On remarque par ailleurs que le nombre de surplus est majoré par m||.X,,| donc
P(a(Ty) = x) <P(m|X,| =)

La preuve du théoréme se ramene a majorer P (m/|X,,|| = x) ce qui est donné par le
lemme ci-dessous qui nous permet de conclure. O

Lemme 4.1. [] existe C' > 0 et a > 0 tel que pour tout me N et x =0 :
P (| X,] = 2y/m) < Cem

La preuve du lemme est donnée dans I'annexe.

Les marques : On rappelle que pour tout arbre 7" et Q < Z x Z, le graphe
G(T, Q) construit par I'ajout des arétes v; et vy j) pour (i,7) € {(7',7) € @ : 0 <
70 < j' < X(¢)} a larbre T'.

Par construction de G(m, p), on a G(m,p) 4 G(X(m,p), Q) oit QP est un pro-
cessus ponctuel binomial d’intensité p indépendant de X (m,p). Comme on suppose
dans cette section mp*® — &, on s’attend & voir apparaitre un processus ponctuel
de Poisson.

Lemme 4.2 (Addario-Berry et al. [2]). On se donne p = p(m) tel que mp?® — o.
On tire aléatoirement un arbre tilté T,’;L et on note X,, la marche en profondeur as-
sociée. On considére maintenant un processus ponctuel binomial d’intensité p qu’on
normalise

P = {((m/o)~"i, (m/o)""%]) = (i,j) € Q"} .
On obtient la convergence suivante au sens de Skorokhod pour la premiére coordonnée
et au sens de Hausdorff pour la seconde coordonnée :

((m/v)‘l/QXm([(m/a)-J),Pm A ((mfo) 2 X (|(m/o)])) > (€7, P &) (13)

lorsque n — o0, ou P est un processus ponctuel de Poisson d’intensité la mesure de
Lebesque sur R x R* et indépendant é').
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On rappelle qu’on a construit le graphe g(h, Q) en connectant les deux points
7(&) et 7 (inf{u > &; h(u) = 2¢,}) dans I'arbre T,. Au vu des résultats [£.2] et [4.3]
la limite naturelle de n='3G(m, p) est g (26, P).

Théoréme 4.4 (Addario-Berry et al. [2]). Supposons m(n)~%3

1, ona:

n— o etp(n)n —
n 3G (m, p) -5 €7 = g (26, P).

Preuve : Quitte a renormaliser, on peut supposer o = 1. D’apres et le théo-
réme de Skorokhod, on peut trouver un espace probabilisé tel qu’on a la convergence
presque sfire suivante :

(2K (]}, P 0 (2% (me])) + (2P ). (14

On note pour simplifier X™(¢) = m~"Y2X,,(|m-|) et H™(t) = m~Y2H™(|m-|). Un
lemme technique (lemme 16 de [2]) dont la preuve est donnée dans l'article montre
qu’il existe K et mg = 0 tel que pour tout m = my :

P (| X — H™/2| = m*®) < Km ™1, (15)

On en déduit que sur ce méme espace de probabilité, la fonction hauteur converge
vers 2€. B

A w fixé, on a |P N é| = s(w) est fini et comme |P,,, n X™| est entier, la suite est
constante a partir d'un certain rang M (w). Etant donné que la convergence est au
sens de Hausdorff, on peut numéroter les points de chaque ensemble de maniére a
avoir :

}g?g{m &l+ 13" =&l —0 (16)

Onnote k" = m~'k (mi?, m?j") et u(§) = u (€%, €Y) = inf {u > £ : &(u) = ¢}

On obtient aussi la convergence suivante :

max |k7" —u (&)] — 0. (17)

Autrement dit, on retrouve le fait que le nombre de surplus converge vers une

constante. On n’a pas juste conservé le nombre de surplus mais les positions des
arétes en surplus convergent “sans discontinuité”.

D’abord, on remarque que le graphe G’ défini en identifiant Ui €6 Upype €St

a une distance d’au plus s du graphe @(m,p). En effet, il suffit de considérer la

correspondance identité. On se ramene donc & I’étude de la convergence de m~=/2G".

On peut interpréter les convergences ([16)) et (17)) comme une correspondance des

points carrefours. La meilleur vitesse qu’on puisse espérer pour la convergence du
graphe est limitée par ¢, défini par :

. ‘m o €T m _
€y = MAaxX {11222(5 lig* — &1, max k)" —u (§e>|} .
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On construit une correspondance entre T, et T en associant les points dont I’abscisse
correspondante ne dépasse pas ¢,,. Formellement, on définit :

(v, 1) € Ry = ’le_t < €.

On remarque que :
s+1

2
En effet, pour tout x,2" € G’ y,y' € C, si d(z,2") > d(y,y’), on considére le chemin
optimal entre y et 1/ et le chemin entre x et 2’ en passant par les carrefours corres-
pondants. Si le chemin entre y et 3’ passe par plus de s fois par un carrefour, il existe
au moins un point par lequel on passe deux fois. Autrement dit, il n’est pas optimal.
Donc, on passe par au plus de s points carrefours. Comme on a choisi un chemin
entre x et 2’ qui passe par les points carrefours correspondants, on s’est ramené &
calculer la distorsion entre les arbres DFS. On obtient 'inégalité annoncée. Il reste
maintenant & montrer que dis(R,,) — 0.

den (n™3G),,C) < dis (R -

On se donne z,2’ € T%, y,y € T et onnote I = |[n~Y3dp (v;,v;)—d#(7(t), 7(u))],
alors
I< |n_1/3dm (v, v; A vj) — da(T(t), T(t) A T(w))
+ 0Bz (0 A v, ) = dp(T(E) A T(u), T(w)]

< o (R G) PG -2 i )
refi,j]n

_ (Qé(t) + 2é(u) — 4 inf é(v)) | + on~1/3 — 0.

ve(t,u)

1/3

Le terme en n™"* vient de I'inégalité :

dr (vo,v; A v;) — ngn}ggj H(k)‘ < L

On conclut donc la convergence du graphe au sens de Gromov-Hausdorff. O]
Grace au théoreme précédent et au théoreme de représentation de Skorohod, on

déduit la convergence en loi au sens 2 par rapport a la premiére coordonnée et de

la topologie produit par rapport a la deuxieme coordonnée :

(n=23Ct n3¢t) % (C,0).

ot C < (1), et conditionnellement a la loi C, (C(7)) sont indépendants et C(7) 4
C(CH).

Dans [2], les auteurs prouvent que la convergence par rapport a la seconde coor-
donnée a lieu en * :

Théoréme 4.5 (Addario-Berry et al. [2]). En gardant les notations précédentes,
on a :

(n=23Ct n3¢) % (C,0).
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La premiére est au sens (* et la convergence de la seconde coordonnée a lieu par
rapport a la métrique suivante :

- 1/4
d(A,B) = (Z e Bz-)4> .

i=1

5 Justification heuristique de la conjecture

On rappelle que I'objectif du stage était I’étude du nombre de coupes nécessaires
pour isoler un sommet dans le graphe d’Erdos—Rényi dans la fenétre critique. Comme
on a pu le voir, 'arbre de Cayley converge au sens de Gromov-Hausdorff vers un
CRT alors que les graphes d’Erdos-Rényi convergent vers un graphe construit de
maniere tres proche. On va “juste” recoller un nombre fini de sommets d’'un CRT.
Quand bien méme que 'excursion n’est pas la méme, on peut s’attendre a avoir le
méme comportement.

On peut aussi voir la conjecture comme une conséquence de la généralisation
du théoreme (1.1} En effet, on déduit directement de la propriété le corollaire
suivant :

Corollaire 5.1. Une composante de ER(n,p) conditionnée a avoir m sommets et un
surplus s est un graphe connexe uniformément choisi parmi ceux ayant m sommets
etm+s—1 arétes.

Essentiellement, a partir du moment ot 'on connait la taille et le surplus qui
sont étudiés dans [7], la composante connexe a une loi uniforme. En particulier, le
parametre ¢ n’intervient plus. Le théoreme démontre la convergence pour des
arbres de Cayley soit pour un surplus égale a 0. C’est en ceci qu'il s’agit d'une
conséquence de la généralisation du théoréme [1.1]

— t=0.2
05 1 — =03
— t=04
i) — t=05
03 -
02 -
0.1
0.0

0 2 4 6 8

FIGURE 6 — Apparition de la densité de Rayleigh pour n = 1000

Simulation du processus : On a simulé des graphes d’Erdés—Rényi pour diffé-
rentes valeurs de ¢t en prenant des valeurs de n de plus en plus grandes. On voit
effectivement apparaitre la densité d’une loi de Rayleigh dont le parametre varie
avec ¢ (figure [6]).
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5.1 Etude des moments :

Comme on connait le comportement asymptotique de la taille et du surplus,
on peut se restreindre a 1’étude des graphes uniformes a n arétes et s surplus. On
commence par étudier les moments du temps de coupe en s’appuyant sur la méthode
de Meir et Moon dans [2I] qu’on commence par présenter. L’idée est d’utiliser les
séries génératrices pour transformer une relation de récurrence en une EDO. On
note :

e Kms le nombre d’étapes pour isoler la racine d’'un graphe connexe a m som-
mets et s surplus tiré uniformément,

o A, s le nombre de graphes étiquetés connexes a n sommets et s surplus,

« Wi=2, Al,kz-&-l%»

o 1(m, ) = E () et Yy(x) = X plm, )25

Dans un arbre, lorsqu’on coupe une aréte, on le décompose en deux composantes
connexes : 'une de taille k£ qui contient la racine et I'autre qu’on oublie. Pour un
graphe a n sommets et s surplus, on peut le déconnecter en une composante connexe
de taille k et ¢ arétes en surplus et une autre composante qu’on oublie. On peut aussi
enlever une aréte qui participe a un cycle. Dans ce cas, le nombre de surplus diminue

de 1.

FIGURE 7 — Les deux cas de figure qui peuvent apparaitre. Si on retire 'aréte (3,7),
on déconnecte le graphe en deux composantes connexes. Si on retire Uaréte (1,2), le
graphe reste connexe.

On obtient alors I’équation de récurrence suivante :

m S _1
(m+5—1) AP (K = 2) z:zxg_l)ﬂm—kﬂmﬁmkﬁJW@sz—U+
k=1 1=0

((2)—On+s—%>Am1PWm51=$—D-

On en déduit :

(m+s—1)A, su(m,s) 2 ( ) m — k) ApiApps—i(p(k, i) + 1)+

k=1 1=0

( ? . —(ms- 2)) Apsa(pu(m,s — 1) +1).
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On obtient finalement :
20,Y, + (s — 1)Y, = 2?2W,_1 + sW,_1 + 1/22%02Y,_,

— oY1 —(s—2)Ysq + Z 2%(0,Y3) (0:Wi_i_1).

i=0
On note 8 =1 —W_;. Si s = 0, on retrouve le résultat de Meir et Moon
Yo = —(1 - 0)log(6).
On identifie ainsi p(m,0) dont on peut étudier le comportement asymptotique. Si
s = 1, on obtient :

0—1

2
0

B 1\ (1-0)>3
ang_R(9)+<Yo+6+9>92

ou R est une fraction rationnelle. Contrairement aux articles ([21],[26],[27]) qui em-
ploient la méme méthode, on obtient des termes en 62 log(f) ce qui indique que le
logarithme persistera et nous conduit a s’intéresser directement a la convergence de
la variable aléatoire.

5.2 Lien avec les arbres branchants Markoviens

On reprend une preuve donnée par Bertoin dans [§]. On commence par expliquer
la preuve dans le cadre de l'arbre de Cayley. L’idée est d’encoder le processus de
coupe de tout I'arbre en un autre arbre qui contiendrait toutes les informations.

oe

1,25 6,734

1,23,4,56,78

12,3456,7.8

FIGURE 8 — Un arbre a 8 sommets et le processus de logging associé.

Logging process : On se donne un arbre T" a n sommets et un ordre de coupe
E=e¢e,...,e, 1. L'idée est de voir chaque composante comme un bloc qui contient
ces sommets. On commence par un bloc qui contient tous les sommets. A chaque
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étape, on coupe un bloc B en deux B’ et B” ce qui est représenté par des arétes
entre le bloc parent B et les blocs enfants B’ et B” . Puis, on oublie le contenu de
chaque bloc et on garde la structure d’arbre binaire. L’arbre ainsi construit est noté
R(T,E).

Par construction, le nombre d’étapes pour isoler un sommet aléatoire par la
procédure est égal en loi a la distance entre la racine et une feuille choisie uniformé-
ment. Dans l'article [§], Bertoin en s’appuyant sur l'article [I5] de Haas et Miermont
montre que 'arbre R(T, E') converge vers ’arbre réel brownien en se basant sur les
arbres a branchement markovien avec un nombre de feuilles fixé.

Définition 5.1. Soit (q,,n = 1) une séquence de distributions de probabilités sur
P, Uensemble des partitions de l'entier n tel que q,((n)) < 1 pour tout n > 1.
On définit la distribution markovienne branchante P! sur l’ensemble des arbres a n
feuilles comme suit :
e Pl est la loi d’un arbre d une feuille de longueur G une variable aléatoire
géométrique de paramétre ¢ (),
e pour tout n = 2, P? est la loi dun arbre construit en reliant les arbres
(T(i))lgigp(l\) a une racine ot la distribution de A est q, et que conditionnel-
lement a celle ci, les arbres (T(i))lgigp(/\) sont indépendants et de loi Ph,.

Il faut s’imaginer un sac de n balles et a chaque étape, on se donne une maniere
de diviser chaque sac en d’autres plus petits. A la fin, on arrive a des sacs contenant
chacun une seule balle.

F1GURE 9 — Un exemple d'un graphe a 11 feuilles. La figure est extraite de 'article
[15].

Dans l'article [I5], on étudie les limites d’échelle de ces graphes sous 1’hypo-
these que les fragmentations des parties plus grandes que n~” restent rares. Plus
formellement, on suppose :

Hypotheése 1. [l existe une paire de fragmentation (—vy,v) avec v > 0 , v une
mesure de dislocation et une fonction € : (0,00) — (0,00) d variation lente tel qu’on
a la convergence faible suivante :

nl(n) (1 = s1) Gu(ds) -5 (1 — s1) v(ds). (18)

n—0o0

24



ou G, est une mesure sur St (I’ensemble des partitions de la masse 1 ordonné dans
Uordre décroissant) défini par

w(h = X s (2).

AP,
Le théoreme principal de larticle [I5] est le suivant :

Théoréme 5.1 (Haas et Miermont [15]). Soit ¢ = (q,(\))aep, satisfaisant 'hy-
pothése on se donne T, ayant la distribution P! qu’on voit comme un espace
métrique compact. On a la convergence en loi au sens de Gromov-Hausdorff :
1 d
nl(n)" " n—o

T (19)

Remarque. En réalité, il démontre le théoréeme au sens de Gromov Hausdorff Pro-
khorov étant donné que ['arbre réel est naturellement muni d’une mesure quotient.
Dans ce cadre, on munira les arbres discrets de la mesure uniforme sur les feuilles.

Dans notre exemple, I'arbre construit apres le logging est un arbre de branche-
ment markovien. Plus exactement, Pavlov démontre dans [24] que la série de lois g,
correspondante est :

(Z)m™2(n —m)""2n(n — m)
(n—1)nn—2

Gn(m) = (20)

On remarque que 'hypothese [1| est vérifiée pour v = 1/2, £(n) =1 et
1

v(ds) = ds.
2rs3(1 — )3

En effet, on a
1

\/2m(m/n)3(1 —m/n)
Grace au théoréme (5.1]), on démontre la convergence de l'arbre de logging vers
I’arbre brownien d’Aldous et on sait que la distance entre deux sommets suit la loi
de Rayleigh. En réalité, ce qui nous intéresse lorsqu’on veut démontrer est le
lemme 28 dans [I5] qui étudie la convergence de la distance d’une feuille a la racine.
La démonstration de ce lemme se base essentiellement sur larticle [I4] qui étudie
les limites d’échelle des chaines de Markov décroissantes.

n*2(1 = m/n)ga(m)

5.3 Limite d’échelle des chaines de Markov décroissantes

Dans l'article [14], Haas et Miermont considerent une chaine de Markov décrois-
sante X a valeurs dans N. L’hypothese essentielle est de considérer qu’a 1’état n, il
est peu probable (probabilité de 'ordre c¢.n~7) d’accomplir un saut de taille (1 —€)n.
Formellement, on se donne la matrice de transition (p, ik < n) et on note :

k=0

On suppose :
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Hypothese 2. [ existe une séquence a,, de la forme a, = n"¢(n)ot v > 0 et £ une
fonction (0,00) — (0,00) d variation lente. Il existe aussi une mesure j positive non
nulle et finie sur [0,1] tel qu’on a la convergence faible suivante :

an(1 = )pi( do) 2 gl do). 22)

On définit :
Bn = mf{k eN: an(k')an(k) = 1}
Autrement dit, B, est l'instant a partir duquel on devient stationnaire qui est

presque stirement fini. On commence par définir la loi limite. On note pour com-

mencer :
11—z

P(A) = f[o g p(dz)

On définit (&, ¢ = 0) un processus de Lévy croissant tel que :

E [eXp (_)‘ft)] = eXP(—W(A))a t, A= 0.

On notera également :

T:te[0,00) — Lt exp (—v&,) dr

09]

son inverse en posant 7 '(t) = o0 pour t > [ := J exp (—7§,) dr.
0

et 771

Théoréeme 5.2 (Haas et Miermont). Pour tout t et n, on définit Y,,(t) par :

Xo(lant]) _

n

Yn(t> =
Alors, sous Uhypothése[d, on a la convergence en loi au sens de Skorokhod :

Ya(t) = V() := exp (=&

conjointement avec la convergence en loi suivante :

B, *
— —> 0= f exp (—v¢&,) dr.

Qp, 0

Remarque. Dans notre cas, X,, correspondra au nombre de sommets dans la com-
posante connexe qui contient la racine. L’étude de la convergence de Y, permet
d’étudier la convergence de la distance a une feuille dans les arbres de logging. On
ne donnera pas la preuve du théoréme[5.9 puisqu’on expliquera comment la réadapter
dans la section suivante.
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6 Essai de preuve de la conjecture

On souhaite modifier les résultats précédents pour les adapter au cas du graphe
d’Erdos-Rényi. Comme on connait le comportement asymptotique de la taille et du
surplus, on commence par se restreindre a 1’étude des graphes uniformes a n arétes
et s surplus (voir le corollaire [5.1)).

Contrairement au cas de ’arbre de Cayley, si on conserve la procédure de logging
telle qu’elle est, on n’obtiendra pas une structure markovienne. En effet, lorsqu’on
supprime une aréte, on risque de ne pas diviser le graphe en deux. Dans ce cas, on
garde le méme nombre de sommets dans ce bloc. A 1’étape suivante, si on avait une
structure markovienne, on a la méme loi de subdivision pour ce bloc. Autrement dit,
on peut recommencer un nombre arbitraire de fois ce qui est exclu. On doit donc
conserver le nombre de surplus dans les blocs.

On alloue le symbole # pour souligner la présence d’un surplus lors du processus
de logging. La figure [0 montre le changement & effectuer. Lorsqu’on oublie les noms

12356 /@
12,3564 /@
1234564# /69

12345644

F1GURE 10 — Un graphe a 6 sommets et deux surplus et ’arbre de logging corres-
pondant.

attribués a chaque sommet, on garde le nombre de surplus dans chaque bloc en
attribuant un poids a chaque sommet. On modifie légerement la définition [14] en :

Définition 6.1. Soit (¢, s,n,s = 1) une séquence de distributions de probabilités
sur Pps lensemble des partitions du couple entier n,s tel que ¢, s((n,s)) < 1 pour
tout n,s = 1. On définit la distribution markovienne branchante Pyl . sur l’ensemble
des arbres pondérés a n feuilles comme suit :
e Py est la loi d’un arbre a une feuille de longueur G une variable aléatoire
géométrique de paramétre ¢ o().
e pour tout n = 2, P, est la loi d'un arbre construit en reliant les arbres
(T(i))lggp(l\) a une racine ot la distribution de A est q, et conditionnellement
a celle ci, les arbres (TW)1<;<p(n) sont indépendants et de loi Py,.
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Il faut s’imaginer qu’on a mis un sac a n + s balles dont s balles sont colorées qui
représentent les arétes en surplus. Le nombre de balles colorées représente le poids.
L’étude du comportement de &, s se ramene a prouver la conjecture suivante :

Conjecture 2. Pour tout s et n, on note X, s(k) le nombre de sommets dans la
composante connexe contenant 1 aprés k coupes et S, s(k) le nombre de surplus
correspondant. On définit Y, (t) par :

v (o) = Kosllyith)

n

Par ailleurs, on définit B, s est l'instant a partir dugquel on devient stationnaire qui
est presque strement fini. reverif Alors, sous Uhypothése[d, on a la convergence en
loi au sens de Skorokhod :

Yo (t) = Y()

conjointement avec la convergence en loi suivante :

n,s

NG

Plan : L’idée initiale était de s’inspirer de I'article de [I4]. On résumera les étapes
en précisant les points qui restent en suspens :
o La premiere étape est d’étudier la convergence de la fonction génératrice de
X,.5(1). La probabilité que la premiere coupe produise des blocs de taille m,
n — m avec respectivement s, s — u surplus est donnée pour n/2 < m < n
par :
(:1) (n—m)mAm wAn—m.s—u
A, sn+s—1)

On rappelle que A, s est le nombre de graphes connexes a n sommets et
s surplus. D’apres l'article de Wright [27], on peut donner un équivalent a
I'infini a s fixé si n tend vers I'infini :

o~ f" S (23)

ce qui permet de donner 1’équivalent

Fufon 352 3(s—u)/2
/27 ( m/n (1—-m/n) A Z <7> (1 B %)

soit la convergence de 4/n(1 — G, 5()\)) vers une fonction s ou

VA, Gas(N) = E ((X%(D)A) |

Le calcul de I'équivalent est donné dans la section 6.1}
 La deuxieme étape consiste a s’assurer que (Y, ), est tendue. On le démontre
en se basant sur le théoreme suivant d’Aldous :

Qn,s (ma 'LL) =

n3/2(1_m/n)(7n,5( )
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Lemme 6.1 (Aldous [9] Theorem 16.10). Soit (F,,n = 0) une suite d va-

leurs dans D, on note pour tout n, J (F,,) l'ensemble des temps d’arréts pour

la filtration associée a F,,. Supposons que pour tout t > 0,e >0 :

1. lim, o limsup,,,, P (supse[()’t] Fo(s)>a) =0

2. limg, o im Supre 7 SUP ) r<to<o<o, SUPP (| Fn(T) — Fu(T + 0)| > €) = 0,
n—ao0

alors (Fy,,n = 0) est tendue par rapport a la topologie de Skorokhod.

La vérification des hypotheses est expliquée dans la section [6.2]

A partir de la compacité de Y,,, on déduit celle de :

Zn,s (t) =Yns (Tn_l(t))
ou .
71(t) = inf {u =>0: J Yn—’sl/2(r)dr > t} .
0

Si on extrait une sous-suite convergente de Y, 5, la limite sera cadlag et dé-
croissante alors le théoreme 1.5 du chapitre 6 [I3] montre la convergence de

Zns vers Z' défini par :
Z't) =Y (ryM(1))

ol .
Y/(r)"2dr  si Y'(u) >0
IR B R EC (u)
0 sinon

et 75 (t) = inf {u = 0: 7y+(u) > t}. A partir de cette étape, I'objectif est de
démontrer que la limite Z’ est unique en étudiant sa structure et de déduire
ainsi I'unicité de la limite de Y.

Une étape qu’on n’a pas traité est I'’étude de la convergence de 5, ;. On admet
qu’il existe s, € D tel que pour presque tout £ :

Sn,s{[\/ﬁtj) — Sx(t).

En plus, on admet que (Y, s, Zy s, Sns([v/n%]) soit tendue. L'idée sera de
mieux comprendre Sy, a partir de la construction du graphe donné dans [1J.
Le noyau du graphe a la limite d’échelle est un graphe 3 régulier tiré selon une
loi explicite. Comprendre la loi I'écart des sauts de s, revient a comprendre
I’algorithme d’isolement des sommets appliqué a ce graphe 3-régulier. La loi
des délais entre les sauts est reliée entre autre a la distance entre les sommets
de degré 3.
Dans 'article [14], ils démontrent dans le cas s = 0 que Z’ 2 =t en prouvant
que

(Z'(t)* exp(vo(M)t), t = 0)
est une martingale cadlag par rapport a sa filtration naturelle. Dans le cas
général, on démontre que :

Z'(t)* exp (K Vs o () (A)du)
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est une martingale cadlag par rapport a sa propre filtration. En effet, elle
héritera de la structure de martingale de

[anTil(t)J—l -

Zns () [T Gxips.m)

1=0

Les passages a la limite sont justifiés dans la section [6.3]

o Si la limite sy, est déterministe ou indépendante de Z’, on aurait 1'unicité de
la limite. Cependant, au vu de la structure limite de ces graphes, ceci semble
peu probable. La preuve d’'unicité n’est donc a ce stade pas complete.

« Enfin, le passage de la convergence de Z,  vers celle de B, s se base sur le
méme principe que [14]. Elle est expliquée dans la section [6.4]

On va maintenant donner les démonstrations des étapes prouvées.

6.1 Convergence de la fonction génératrice

On rappelle que A4,, s est le nombre de graphes connexes a n sommets et s surplus.
D’apres l'article de Wright [27], on peut donner un équivalent & l'infini a s fixé si n

tend vers l'infini :
Ans - fsnn—2+{(35)/2} (24)

On obtient d’'une maniere analogue a 'article [§] de Bertoin :

(::L) (n - m)mAm,uAnfm,sfu

Gn.s(m, u) = ya
u— 3(s—u)—
(:TLZ) (n — m)m f;n+3 > 4f:zz3274
(n+s—1) fsm+332_4
~ guo(m, 0)—"— 1 fufowm®2s(n — m)B/2)6—u)
n, n4+s—1 fu n35/2
wfs—u (MG MmN (G206
"%pmumff (ﬁ) (1_40
fs n n

Donc, on obtient :

3/2(1—m/n)d N 1 S fulou (m3/2 0 my 3/2(u)
n®2 (1—m/n)G, s(m) \/%(m/n)g(l_m/n)?;) 7 <n> (1 n)

En tenant compte de I’échangeabilité, on a :

m
pn,k<m7 3) = g%,k(ma 5)

ou (pnx) est la matrice de transition de (X, s, Sy.s) On obtient que pour tout A, et
se N,

Gra()) = E ((X"n(”y>
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6.2 Etude de la compacité de Yoo

Les inégalités données dans la section 3 de l'article [I4] pour s = 0 restent
correctes. Il existe ¢;(A), c1(A), ng(A) pour tout n et s < s,

1 —Grs(N) < Ci%)
(G (V) < Cﬁg) < &)
C4()\)

In(Gns(N)) < —

On définit les martingales suivantes :

- (S ) Z(
i - (Fe) )(H o050 A>>_1

On se propose d’utiliser le critere d’Aldous pour montrer que la suite (Y, 5(¢))n
est tendue. Il suffit de montrer que :

) (1= Gxp (i), $nayN)

lim limsup  sup  supP(|V,s(T) =Y, (T +0)] >¢) =0
00—0 n—w  Teg(V,.)T<t0<b

On se donne un temps d’arrét 7" borné par t. Comme Y, ; est décroissant,

E|[¥5s(T) = YT+ )| < E[Y2(T) = V(T + 6)]

n,

<E (XO(|vnT]) - an([\f(TJr 0)]1))
|an (T+6)]
Xﬁ (@) (1 = Gx, .0, m(>(A))]

+n_’\E[ ZZ

Par soucis de lisibilité, on omettra les doubles indices si ceci ne conduit pas a une
confusion. On applique le théoreme d’arrét de Doob

|

an T+9
E [\Yn,S(T) — Y, (T + 9)@] <nE [ > ngs(i) (1- GXn,S(i),Sn,S(i)(A))]
i=|anT|
lan(T+0)]-1 5, .
_ X (7)
< (\MnE n
aldn [ 2 Xn@)]

i=|anT)|

< A= g 10, (7 + ) - 7]

<a() (6 +a)

On conclut grace a I'inégalité de Markov.
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6.3 Unicité de la limite

On se donne n > ng(A)/e, On consideére une sous suite Y, s qui converge vers Y’
qu’on notera de la méme maniere par soucis de simplicité. On a la convergence de
Z,, (extraite) vers Z'. On peut réécrire Z’ comme solution d’un point fixe :

Z'(t) =Y’ (f Z’(mdr) , t=0

0
t

Le premier objectif est de montrer que Z'(¢)* exp (J wsw(u)()\)du> est une martin-
0

t
gale cadlag. L’idée est de d’abord montrer que Z'(t)* exp (J wsw(u)(/\)du) arrétée
0

est une martingale comme limite d’une martingale puis de conclure.

On opere un changement de temps sur TS{\) (k) qui est une martingale par rapport
a la filtration associée a (X,,S,) alors Y™ (|\/nt|) est une martingale locale par
rapport a (Y;,, S, (|/n*])). Comme 7,7 (t) est un temps d’arrét borné par ¢, alors :

[anﬂ',fl(t)J—l -1

M) (t) = Zy o(t) [T Gxoirs.N)

=0

Comme on ’a précisé pour qu’on puisse passer a la limite, on considere d’abord les
martingales arrétées par :

T :=inf{t >0:7,,(t) <e}.

On note aussi :
T.:=inf{t>0:2'(t) <e}.

On se place sur un espace probabilisé tel que Z,,, S,, converge presque stirement par
le théoreme de Skorokhod. On montre de la méme maniere que dans [14] en utilisant
le lemme de Fatou que C' définie par I’ensemble des ¢ tels que

P(atl,tg =>0:t # to, 7' (tl) =7 (tg) = 8) >0 ou ]P(Z, (Te_) =e>7 (Te)) > 0.

est au plus dénombrable. Autrement dit, on pourra prendra & ;6 0. L’intérét de
&l

cette étape consiste & pouvoir utiliser le lemme 5 de [I4]. On en déduit qu’avec une
probabilité 1 :

Tpe > To et (Zng(t AToe) t=0) > (Z' (tAT.),t>0).

On commence d’abord par montrer que :

t AT e
MVt AT, ) — Z'(t A Tpe)exp ( f @Dsw(u)()\)du)
0

ce qui revient d’apres le lemme 5 de [14] & montrer que :
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[anT,fl(t/\Tnyg)Jfl -1

t AT e
H GXn,s(iLSn,s(i)(/\) — eXp (f I/JSW(U)(/\)CZU> . (26)

i=0 0

Comme on a t < T,., si r < |a,7, (t)], alors X, (|r]) > en > ngo(N). Alors,
ln(GXn,s([rJ),Sn,s([rJ)) est bien défini. On en déduit

lan‘r,fl(t/\Tn,g)Jfl -t [anfrfl(t/\Tn,E)Jfl

I GX, (),5ns()(A) | =exp > —In(Gx, .(3),50..(1) (N)

=0 1=0

panTgl(t/\ng) anTgl(t/\TmE)
= exp —In(Gx(prp),5(r)) (A)dr — J —In(Gx(r)),50rp) (A)dr
J

0 la7LT7:1(tAT7L,8)J

anf,?l (tATn,e)

p(t/\Tn’E)
= &Xp < —10(G 210 5(anmi ) MV 12 (1) — J
J

0 [an'rgl(t/\Tn,e)J

- ln(GX(LrJLS(lrJ))()\)dT) :

On s’intéresse d’abord a la premiere intégrale. Comme tout est croissant et qu’on
cherche & prouver la convergence vers un processus continu, il suffit de prouver la
convergence ponctuelle pour montrer la convergence sur tous compacts d’apres le
théoreme de Dini. On veut utiliser le théoreme de convergence dominée.

Comme (Z, s (t AT,.),t=0) — (Z'(t AT.),t > 0) ausens de Skorokhod, Z,(r) —
Z'(r) pour tout r € C(Z’) donc presque partout. Pour presque tout r, on a

(nZn(r), S(lanT, (r)]) = (90, 500())-

D’apres I'équation (125)), on obtient la convergence :

- ln(GnZ([rJ),S([anTn_l(T)J))()\)\/ nZn(r) = Vs (r)-

On a déja remarqué que si r < a,7, (t A T,,.) alors X, (|r]) > ng()\) ce qui nous
permet d’obtenir une domination :

CQ()\)

—InGx, () 50 (1) (N) € —F——F—=
Xn,S([TJ)

soit

D’apres le théoreme de convergence dominée, on obtient . L’autre terme converge
vers 0 par le méme raisonnement que dans [I4]. Comme MW (t A T),.) < exp (ext) ,
pour tout ¢, (MM (¢t A Ty,..))nesno(n) est uniformément intégrable. D’apres I'équation
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De la méme maniere, on remarque que :

tATy e t
Z'(t A Tn,a)’\ exp (J @/Jsgo(u)()\)du) — Z’(t)’\ exp (L @/sz(u)()\)du)

0

tATn,e
, on en déduit que Z'(t A T, .)* exp (f ¢Sw(u)(/\)du> est une martingale.
0

tATh e
Z/(t A T exp (J wmu)mdu) < )
0

t
ce qui suffit pour conclure que Z’(t)* exp (J ¢sw(u)()\>dU) est une martingale.
0

6.4 De la convergence de 7, ; vers la convergence de B,
La suite (Z,, s) vérifie :

s osMPV(t) +1

Zns(t) S

On explique maintenant les étapes qui menent a la conclusion. On remarque By, s/a,,
Ja premiere fois que Y, s touche 0, vérifie :

0
f Zns(r)'dr = 04,5 = By s/ay.
0

On en conclut que o, est tendue et on se ramene donc a un espace sur lequel
(Yoss On.sy Zn,sy Sns(1/n*)) converge presque srement. On extrait une sous suite.
On note ¢’ la limite. De la méme maniére, on a :

o' = liminf, o inf{t > 0:Y,(t) =0} > inf{t > 0: Y(t) = 0} = 0.

On cherche donc a montrer E (¢') < E(¢). On commence par appliquer le lemme
de Fatou pour intervertir la limite inférieure et espérance :

o0
E[o'] <liminfE lf Znys(r)l/zdr] .
" 0

On remarque par ailleurs que :

E UOO Zs(r)l/zdr] — E[o].

0
I1 suffit donc de prouver que :

E UOO Zw(r)wdr] — K Uw Zs(r)l/er] : (27)

0 n—w 0

Par le théoréme de Fubini, comme Z,, ; — Z, converge pour presque tout s presque
stirement, Z, ; — Z5 converge presque slirement pour presque tout s. On applique
le théoreme de convergence dominé deux fois et on obtient :

fo E[Z,.(r)] dr — L “E[z(dr < oo (28)

On conclut avec une autre utilisation de Fubini. O

34



7 Conclusion

Ce rapport étudie les graphes d’Erdos—Rényi sous plusieurs angles. Dans un pre-
mier temps, on a expliqué le phénomene de transition de phase. Puis, on s’est inté-
ressé au comportement critique de la taille et du surplus des composantes connexes.
Finalement, on a étudié la limite d’échelle de ce graphe au sens de Gromov-Hausdorff.

Dans un second temps, on s’est concentré sur ’algorithme d’isolement des som-
mets. D’abord, on a rappelé le chemin de preuve pour le comportement du nombre de
coupes dans l’arbre de Cayley. Ensuite, on a donné le plan de preuve pour le cas des
graphes d’Erdés-Rényi. On s’est essentiellement ramené a I’étude du comportement
du processus des surplus au cours de l'isolement qui semble indiquer la nécessité
d’une meilleure compréhension de la structure des graphes 3-réguliers aléatoires qui
apparaissent comme le noyau asymptotique des graphes.
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Annexe

Preuve du lemme technique 4.1

Remarque. On présente une démonstration qui est le recollement de la preuve du
théoréme 1.1 dans [3] et de la preuve du lemme 4 dans [19] parce que l'inégalité
(5) issue de lapplication du théoréme du scrutin [25] dans la preuve originale de
Uarticle [2] est dans le mauvais sens et elle ne permet pas de conclure.

Preuve : Afin de comprendre la marche en profondeur X, associée a T}, on com-
mence par se ramener a ’arbre de Galton-Watson conditionné.

Comme on 'a déja précisé, un arbre de Cayley est essentiellement un arbre de
Galton—Watson planaire poissonnien de parameétre 1 conditionnellement & |7| = m
uniformément étiqueté tel qu'on a oublié 'ordre des enfants. En effet, les arbres de
Galton—Watson sont par construction planaires c’est-a-dire pour chaque sommet,
on se fixe un ordre sur ces enfants ([I5] pour une définition précise). Il s’en suit
qu’on a un ordre inhérent sur les sommets. La probabilité d’obtenir un arbre 7" est

proportionnelle a 1_{6*7’" Pour chaque arbre planaire, il lui correspond [ [, d;! ainsi

ier dit’
que m! étiquetages possibles. La probabilité d’obtenir un arbre ne dépend plus de
celui-ci ce qui prouve 'assertion. On en déduit que le processus X, a la méme loi

que la marche aléatoire en largeur associée & 7 (P(1)) conditionnée a | T (P(1))| = m.

I1 nous reste a étudier la marche aléatoire en largeur associée a 7 (P(1)). On
rappelle que O; est la file de sommets actifs a I’étape i et on note Q; = |O;]. A
chaque étape du parcours en largeur d’un arbre 7 (P(1)), on a exploré un sommet
et on a rajouté ses enfants a la file. On en déduit que Q; = 1 et que pour tout 7 > 1,
Qi1 = Q;—1+& ou (&)en des variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi
de Poisson de parametre 1. L’exploration de 'arbre s’arréte des qu’il n’y a plus de
sommets dans la file c’est-a-dire Q; = 0. Le processus d’exploration s’écrit comme
suit : '

J
Y(j) =), & -1).
i=1

On conclut que

B(|Xn] > ) = P (maxm) Y, = —1:Y; > 0¥i < n> |

Jjsn

Si on conditionne seulement par rapport a I’éveénement Y,, = —1 | la marche associée
aux (& )ien peut descendre en dessous de —1, comme on peut le voir dans la figure
[7l Afin de construire une excursion qui reste au dessus du niveau —1, on effectue un
argument de rotation .
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FIGURE 11 — L’argument de rotation appliqué a la suite ¢ = (1,—1,—1,0,2,—1, —1).
La courbe en rouge correspond a la marche associée a &. La courbe verte est la marche
apres la rotation.

Pour illustrer 'argument de rotation, on se donne pour tout 1 <i < n, z; =0
et tels que Y}, z; = —1. On note ¢* le premier indice qui réalise le minimum :

l

i*(x) = minargming;.,, Z ;.
j=1

On remarque que si on pose T = Tjyi*(x) , alors pour tout 0 <1 < n, 22‘21 x; =
0. On applique la procédure en prenant z; = § — 1. On conserve la notation Z pour
les incréments aprés la rotation et on note également Y; = >_, ;. Finalement, on
remarque que (Y;) a la méme loi que (Y;) conditionnellement & 1’événement Y, =
—1;Y; > 0Vi < n et que I'écart entre le maximum de Y et le minimum ne varie que
de 1 au plus :

max Y; < maxY; — minYj.
j<n j<n j<n

On déduit de ce qui précede :
P(|Xp|=2z)=P (m<aXYj >zx|Y,=-1Y,>0Vi< n)
j<n
<P (maXY} —minY; > z|Y, = —1) .

Jjsn Jsn

On va montrer que :

P (maXYj —minY; > 3z1Y, = —1) < 4P ( min Y; < —z|Y, = —1) ) (29)

Jj<n Jj<n J<[n/2]
On note :
My= max Y;,, miy= min Y,, My= max Y,, my= min Y.
Y 7 ?
0<k<r/2 0<k<r/2 r/2<k<r r/2<k<r

On remarque que my, Y, — My, —1—M; et my—Y,, 5 ont la méme loi condition-
nellement a Y, = —1 et que le terme dans la probabilité de gauche de 1’équation ([29)

4. Les indices sont pris modulo n
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se réécrit max(My, My) —min(my, ms). Si tous ces termes (my, Yy, o — My, =1 — My
et moy — Yn/g) sont supérieure a —x alors

My —my <Ypp+z+x<mg+3z<3w

My —my <Yup+z—Y,0+1x <31
My—mi<—-14+z+z<22
My—mo<—l4+a+2—-Y,<—-1+2z+ (z— M) <3z

Autrement dit, on aurait max(M;, Ms) — min(my, my) < 3z. On en déduit ([29)).

La preuve du lemme se ramene a majorer P (minjg[n/g'l Y, <—z|Y, = —1). On
utilise la structure markovienne en appliquant la propriété de Markov au temps
[n/2]. On note pour simplifier Ox(z) = P (Y}, = —x)

]P’( min Y, <-z|Y,=-1

P (ming<p<fn/z Yi < —z et Y, = —1)
0<k<[n/2] o

P(Y, = 1)

On—{n/21(Spnj2 + 1)
gn(_l) .

En appliquant le théoréeme central limite local (théoreme 1.1 [10]), on montre que :

=E <1mino<k<[n/z1 Yp<—z

01”7""
C:= sup Zrelr/2R) 21(7) < 0.

r=1,x€Z 97«(0)

Par ailleurs, comme les incréments de —S sont majoré par 1, le théoreme de Mc-
Diarmid (théoréme 2.7 [20] et la remarque a la fin de la section 2) montre que :

22
_ > < -
P (Org]?é(n Sy = x) < exp ( ST 23:/3) :

Si z > n, alors P (maxocp<n, —Sk = x) = 0. Il existe C; > 0 qui ne dépend pas de =

et n telle que
Cy2?
P(max —Sk>x> <exp(— : )
0<k<n n

Cya?
P (1] > ) < Caexp (-2

On en déduit :

pour des constants Cy et C'3 qui ne dépendent pas de n et z. O

39



	Introduction
	Le graphe d'Erdös–Rényi et ses premières propriétés
	Algorithme de parcours d'un graphe
	Parcours en profondeur
	Parcours en largeur

	Transition de phase et fenêtre critique:

	Comportement critique de la taille et du surplus
	Énoncés des théorèmes 
	Preuve du théorème 3.2
	 Preuve du corollaire 3.1

	Étude de la structure du graphe dans la fenêtre critique
	Topologie de Gromov-Hausdorff 
	Arbres réels et leurs constructions
	La limite continue du graphe d'Erdös–Rényi

	Justification heuristique de la conjecture
	Etude des moments:
	Lien avec les arbres branchants Markoviens 
	Limite d'échelle des chaînes de Markov décroissantes

	Essai de preuve de la conjecture
	Convergence de la fonction génératrice
	Étude de la compacité de Yn,s
	Unicité de la limite
	De la convergence de Zn,s vers la convergence de Bn,s

	Conclusion
	Annexes

