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1 Déroulement du stage

Je suis parti du ler avril au 31 juillet 2022 & Cambridge pour effectuer un stage au département
de mathématiques (Department of Pure Mathematics and Mathematical Statistics -DPMMS) de
I’Université éponyme. J’ai été encadré par Pierre Raphaél, avec lequel j’ai travaillé sur un sujet
de recherche en Equations aux Dérivées Partielles. Mon stage s’est basé sur un article intitulé
On smooth self similar solutions to the compressible FEuler equations [2] et a consisté en I'étude
d’une solution particuliere aux Equations d’Euler — pour un fluide — qui est lisse, présente
une densité de fluide nulle sur une boule a 'origine et implose en temps fini. Il fut 'occasion de
découvrir au quotidien la vie de chercheur et ces différents aspects.

J’ai eu la chance de pouvoir voyager dans le cadre d’une conférence. Je me suis rendu du 11 au
13 avril a Oxford pour la Ozbridge PDE Conference 2022. Pendant trois jours, j’ai pu écouter des
conférences sur des sujets variés en EDP et discuter avec des mathématiciens, du doctorant au
professeur. Je ne pourrais prétendre avoir tout compris aux sujets exposés, mais ce fut ’occasion
d’avoir une vue du paysage actuel en EDP, de découvrir comment les mathématiciens présentent
leurs travaux et échangent avec leurs confreres.

Jai aussi pu assister a des exposés dans le cadre des nombreux séminaires du Centre de
mathématiques de I'Université de Cambridge. Je me suis naturellement rendu aux différentes
conférences relatives aux EDP, mais j’ai aussi apprécié découvrir d’autres aspects des mathéma-
tiques et notamment leurs applications. Travaillant dans les mémes bureaux que des géomeétres,
leur séminaire, qui m’a paru d’autant plus obscur que mes connaissances dans ce domaine sont
minces, fut I'occasion de passer de bons moments avec des amis et de prendre un peu de recul
face a I’étendue du monde mathématique et ces difficultés. J’ai compris qu’il était normal de ne
pas toujours tout comprendre, mais que le plus important était de rester attentif a ce que font
les autres, dans I’espoir peut-étre d’y trouver une source d’inspiration.

Ce stage fut aussi une expérience humaine. Vivre dans un pays étranger, qui malgré sa
proximité géographique présente un certain nombre de différences : linguistiques, culinaires (pas
toujours pour le meilleur) ou dans les détails de la vie de tous les jours (ne pas se faire écraser par
une voiture roulant du mauvais c6té) ... Quitter le cocon des habitudes quotidiennes fut pour
moi 'occasion de rencontrer de nombreuses personnes qui ont marqué mon séjour. De Stonehenge
au Loch Ness, ce fut enfin 'occasion de voir de nouveaux paysages.

Conclusion L’expérience humaine fut sans aucun doute extraordinaire. [.’avancement dans
mon travail mathématique est plus mitigé. J'ai aimé 1’échange avec les autres stagiaires, docto-
rants, chercheurs, la satisfaction d’avoir mon propre projet, mon travail personnel. Mais ce travail
solitaire, qui peut sembler coupé des problématiques < du monde réel >, demande a mon avis une
certaine passion dont j’ai par moment manqué. J'ai découvert que la recherche mathématique
nécessite de passer par des moments de technicité importante, qui peuvent étre chronophages et
peu satisfaisants, que 1'on se retrouve a travailler sur un sujet tres restreint, ce qui rend difficile
de comprendre ce que les autres font, que 'on peut avoir par moment le sentiment de ne pas



avancer... A posteriori, je ne pense pas que le choix que j’ai fait en ce qui concerne le sujet cor-
respondait parfaitement a mes gotits et mes aspirations actuelles, mais je suis heureux d’avoir pu
réaliser cette expérience riche en rencontres qui nourrit ma réflexion sur la suite de mon parcours
a ’école normale.

La conférence & Oxford.



2 Contenu mathématique

2.1 Présentation du sujet

L’objet de cette recherche est I’étude des équations d’Euler compressibles isentropiques, en
dimension d > 2, y € RY,

Op+V-(pu)=0
0, -Vu+Vp=0
(Euler) P tuilpuv ut VP
p=—="

p(t,y) > 0.

(2.1)

Nous cherchons a construire des solutions globales, régulieres, a symétrie sphérique et auto-
similaires, qui partent de conditions initiales régulieres et implosent en temps fini. Rechercher
de telles solutions nous ramene, en suivant les travaux de Guderley [I], & I’étude d’un systéme
autonome de 2 équations différentielles ordinaires, que 1’on peut facilement représenter par le
portrait de phase correspondant.

Dans Darticle [2], mon encadrant Pierre Raphaél, avec que Frank Merle, Igor Rodnianski et
Jeremie Szeftel, a montré qu’il existait pour certaines valeurs discretes de la vitesse d’explosion,
dans le voisinage d’une valeur limite, une solution C*°, réguliere a l'origine et qui exhibe une
décroissance a l'infini :

lim (p(t, y), u(t, y)) = 0. (2.2)

ly[—+o00
et implose en temps fini. Mais ceci échoue en dehors d’un certain intervalle de parametres. L’objet
de mon stage a été donc d’étudier, dans un autre intervalle de parametre — qui sera précisé plus
loin — en partant des outils développés dans [2], 'existence d’une solution présentant une densité
de fluide nulle sur un disque centré a l’origine, lisse — sauf sur le bord de ce disque — et qui décroit

selon (2.2)) & Uinfini.

Ce document reprend, parfois en les modifiant, des passages de [2].

2.1.1 Dérivation des équations pour une solution auto-similaire

Posons 5
(= —— 1 2.
po— >0, r>1, (2.3)
alors la renormalisation auto-similaire
_2
plty) = (3) 7 (7. 2)
u(t,y) = 2u(r, Z) (2.4)
Z =4 dr _ 1
A0 t v
_ATT fg 1, —VTT =TT
envoie (2.1) de [0,T') sur le flot renormalisé et global en temps
O-p+lr—1)p+Ap+V-(pa)=0
O+ (r—Da+Ai+a-Va+V(p~1) =0 (2.5)
A=Z-V.
Un profil auto-similaire est une solution stationnaire de (2.5 :
r—1)p+Ap+V-(pa) =0 (2.6)

(r—=Du+Ad+a-Va+V(p'—1)=0



qui donne une solution de (2.1]) qui implose avec une vitesse de concentration
A(t) = No(T = )7, v(t) =r(T —t).
Le parametre r est I’exposent de similarité, il est libre et on 'appelle vitesse.
La transformée d’Emden et le portrait de phase de Guderley Suivant les travaux de

[1], toutes les solutions de (2.6 avec une symétrie sphérique sont envoyées via la transformée
d’Emden

(P(2)F = \/§Z0(x)
W(Z) = —Zw(x) (2.7)
Z =e"
sur le systeme autonome d’équations différentielles ordinaires :
(w— 1w+ boo’ + (w? —rw +Lo?) =0 Aw' = -/ (2.8)
cw' +(w—1)0" +ow(¢+1)—r] =0 Ao’ = —Ay ’
dont les coefficients sont
A=(w—-1)2%-
Ay =w(w—1)(w—r)—dw — w,)o? (2.9)
Ay =5 [(l+d— 1w —wl+d+lr—r)+lr—Lo?]
avec ' )
we = %. (2.10)

On revient aux variables originales par :

_2
plty) = — S (\f Zo( an)

(T— t) r(y=1)
u(t,y) = (T 7 — Zw(ln Z)
(T t)
J=—Y -
Ao(T— t)T
ou la variable de similarité Z est Wl
o Yy
(T—t)r

Nous étudions ce systéme grace & son portrait de phase dans le plan (o, w) .

2.2 Le portrait de phase

L’étude du portrait de phase consiste tout d’abord en la détermination du signe des polynomes
A, Ay et Ay. La forme du portrait de phase dépend des parametres (r,¢,d). On introduit les
valeurs particuliéres suivantes :

T eV
L, (2.11)
T+(d,€) =1+ (1+\/Z)2
On remarque alors quel[T]
1<r*(d,?) <ry(d,l) avec égalité ssi £ =d. (2.12)

2
1. On calcule 4 (d, £) — r*(d, £) = (v/d — 1)%.



Nous allons étudier le systéme pour les valeurs suivantes des parametres :
d>2, 0<t<d, r(d,0) <r<ry(d?l), (2.13)
et nous nous placerons en particulier dans le cas de la limite :
|r —ri(d, f)] < 1.

Nous allons démontrer que le portrait de phase a ’allure donnée par la figure [I} En particulier,
il contient cing points fondamentaux (P;)1<i<s.

é

P4 0

0 0. 0.4 0.6 0.8 \ 1.2
Al=0

FIGURE 1 — Portrait de phase pour 0 < ¢ < d, 7*(d,¢) <r <ri(d,f) et |r—ry(d,0)| < 1.

2.2.1 Racines de A, A;Ay

Posons « D Hd—1)
_ Ty — -
w, =we(ry) = - =

d  d(1+V0)?'

On remarque que w, < 1 et nous nous limitons au cas ol

d>2

0<w, <w, &1<r<ry(d0) (2.14)

ce qui n’est pas plus restrictif que (2.13]).



A a été normalisé de telle sorte qu’il s’annule sur les droites
{A=0}={w=140c}U{w=1-0}
qui sont indépendantes des parametres. Intéressons-nous maintenant aux racines de As.

Lemme 2.1 (Racines de Az). Supposons (2.14)). Il existe aéo)(d, £) € [0,4+00) de telle sorte que
les racines de Ag pour o > 0 sont données par

w3 (0) = gy [20+d — 1 - =0 /1) 015
() :
= Y2
ol ,
1—¢ 2d(d —1)(£ + 1
I(o) = J(we)—4dwe + 4Ll +d —1)0>.
De plus,
Vo> ol (wy)(c) <0, (w)(c)> 0. (2.17)

Les démonstrations de ce lemme, ainsi que des 2 suivants, sont données dans [2], ou ils sont
énoncés de la méme facon.

Remarque 2.2. La valeur O'éo) est donnée explicitement par (2.16]) si J(w.) — 4dw, < 0 et
050) = 0 sinon. Dans la limite |r —r(d,£)] < 1 on a oéo) > 0. En effet, on calcule J(w, ) =0,

d’ott J(w,) — 4dw, < 0 pour |r —ry(d,£)| < 1.

Lemme 2.3 (Racines de Ay). Supposons (2.14). Pour tout o > 0, l"équation Ay(w,0) =0 a
exactement trois solutions distinctes w1 (o) < wa(o) < ws(o) qui satisfont
positions relatives : Yo > 0,

—w1(0) <0< we <wa(o) <1 <r<ws(o). (2.18)

monotonicité : Vo > 0,

wi(o) <0, wh(o) <0, wi(e)>0 pour o> 0. (2.19)
asymptotiques :

wy (o) = —%02 + O(c?),

wa(o) =1-— d(I%UJIe)OQ +0(c%), quand o — 0 (2.20)

wsla) =+ =)o 4 0(0?),
et

wy (o) = —Vdo + O(1),
wo(0) = we + O(c™?), quand o — +00. (2.21)
ws (o) = Vdo +O(1)



2.2.2 Racines doubles

Nous nous intéressons maintenant aux racines doubles A; = As = 0 qui jouent un role
fondamental dans I’étude de (2.8)).

Lemme 2.4 (Racines doubles). Supposons (2.14]). Les solutions de Ay = Ag =0 sont :

P1:(0,1), Pg:(l—w_,w_) P3=(1—’LU+,’U)+), (222)
P4:(07O)7 P5:(05’w5)a Pé:(O,T), '

ot les points sont définis par :

P :

br r/d
P5— <W5—M7U5—d+£> (223)

P, et Py : Avec J(w,.) donné par (2.16) :

dwe
wy = - —

dw, +d — 1 + /T (w.) ). (2.24)
( )

_
2(d—1)
Ona:

we < wx < 1. (2.25)

+

Pour r =17 on remarque que P, = Ps.

Position. Py, P3, Ps sont sur la courbe de la racine médiane (o, ws(c)) de Ay. De plus, Ps, Ps
sont sur la courbe de la racine inférieure wy de As.

Position de la racine médiane. Prenons w. < w, (i.e. r < r+) et wa(o) la racine médiane de
A1, alors la position relative de la racine médiane par rapport a la droite w + o =1 est :

>1 pour 0<o < o(Ps)
o+ wa(o)| <1 pour o(P3) <o <o(Pe) (2.26)
>1 pour o> o(Py).

2.2.3 Positions relatives de Py, P;, P;

Nous nous intéressons maintenant aux positions relatives de P, P3 et P5 et proposons la
description suivante du portrait de phase.

Lemme 2.5 (Portrait de phase admissible, voir figure . Supposons 0 < £ < d, r*(d,0) <r <
ry(d,€) alors les conclusions du lemme tiennent avec 0 < we < w, et les points Ps, P3, Ps
sont bien définis. On a :

1. pour r*(d,0) <r <rt(d,0) :

o3 < 02 < 05 (227)

2. Pourr=rT,
P, =P
et
P; — P, quand rTry.

3. pour r*(d, ) <r <rt(d,0) et |r—rT(d,0)] <1 :PsetPssontsurlaracine inférieure wy (o)
de AQ.




P4

0 0. 0.4 0.6 0.8
Al = 0

FIGURE 2 — Portrait de phase pour 0 < ¢ < d, r*(d,f) <r <ry(d,?) et |r—ry(d,f)] < 1.

Preuve du lemme[2.8. 1. Posons J = J(w,) > 0 donné par (2.16]) et avec (2.24)),

oy = J(PQ):l—w_:l—ﬁ<d’we+d—l
= ! [d—1+d<1—1)we+\/7]
2(d—1) l
et
1
o3 = U(Pg)zl—w+:1—m(dwe+d—1
= ;[d—l—i—d(l—l)we—ﬁ}
2(d-1) l
En soustrayant o5 = %?, on obtient :
sz-%Zﬁ@iS
03—05:_225‘]:134

avec

A=2d- 1)y —d+1-(1-0(r—1)= (_2<dd—+1;ﬂ

_ d+4—2
ro(l) = s v — >0,
2ATUVE gy

du _ \/7>
dlg‘f + \/7>

(2.28)

-1+ Z) (r—mo(0))



en remarquant que

2(d — 1)vVd
ve>0 vaso 26@=DVd o,
d+ /¢
On calcule
d+ ¢ d+0—2
r*(d,€) —ro = -
2(d—1)Vd
\/&+£ W+£—1
d+ /¢

- ATed)Vari-DEsD) [Q(d—1)\/&+(e—1)(d+£)—(ﬂ+z)(d+z—2)}

(Vd—1)(d+0)

T (Vad+ 02— 1)Vd+ (- 1)(d+0) =9

Comme £ < d, on a r*(d, £) > ro. Ainsi pour r*(d,£) <r <r*(d,£), on a A > 0. Avec (2.28)
on obtient o3 < o5. De plus, on calcule :

€r+r\/g_ r
d+¢  d+t  rd,?)

Ws + 05 = >1 (229)
ainsi P5 est situé strictement en dessus de la droite w + o0 = 1. Comme Ps est sur la courbe
(o,w2(0)) ol wa(0) est la racine médiane de Ay, les inégalités (2.26) impliquent que o5 < o3 ou
02 < 05. Comme o3 < 05, il reste oy < 05, d’ou finalement o3 < 03 < 05.

2. Avec (2.16)), on calcule J = 0 pour r = r+. Il suit oo = o3, les deux points étant sur la

méme droite w + o = 1, on a P, = P5. Les expressions étant continues en r, on en déduit que
P; — P, quand r 17y

10



© T T T T
0 0. 0.4 0.6 0.8 \ 1.2
FIGURE 3 —Pourr =7+, £ < d

3. On sait par le lemme que P, est sur la racine inférieure w; (o) de Ay. Pour r = r+, on
a P, = Ps. Les courbes et les positions des points variant continument en r, on en déduit que

aussi que Ps est sur la racine inférieure wy (o) de A pour |r —r+(d, ()] < 1.
O

2.2.4 Pentes au point Ps
Le point P; a un role essentiel dans la trajectoire que nous allons étudier. On note
o3 = O'(Pg), wg = 1-— 3.

Définition des pentes Pour calculer les pentes des courbes wy (o) (courbe rouge) wy (o) (courbe
verte) au point Ps, nous définissons les coefficients suivants :

c1 = 0pA1(P3) = 3w} — 2(r + 1wz +r — do3

c2 = 0uwla(Ps) = GFRws(l+d—1)— (L+d+Llr—7)] (2.30)
c3 = 80A1(P3) = —2d03w3 + QE(’I“ — 1)0’3 ’
Cq4 = 8{7A2(P3) 037
de telle sorte que les pentes correspondantes sont — 63 and — o
Lemme 2.6 (Signe des pentes). Supposons
d>2, 0<t<d, r(d,0) <r<ry(dl), |r—ry(d,0)] < 1. (2.31)

11



alors
<0, 1<i<4

cocg —c1cq < 0.
Preuve du lemmel2.8. La preuve repose sur la position de Pz quand on a (2.31)), que 'on a

détaillé dans le lemme Tout d’abord, au vu de la discussion sur les racines de Ay, et comme
on a montré que Pj est situé sur la racine médiane de Ay, nous avons

(2.32)

c1 = (9WA1(P3) < 0.

Comme Pj est situé sur la racine inférieure w; de Ag et que Ay est un polynoéme du second

degré en w avec un coefficient strictement positif devant le terme w?, on a

Co = 8WA2(P3) < 0.
Ensuite, comme o > 0 a Ps, et w, < w3z <1, 0on a

c3 = 80A1(P3) = —2d(w3 — we)(l — ’wg) <0,
Cqy = 8,,A2(P3) = 72(1 — w3)2 < 0.

Enfin, on calcule
cacz —c1cy = 0,A2(P3)0,A1(P3) — 0,A1(P3)05 Ao (P3)

05A1(P3)  9509(Ps)
0221050 () (awAl(PZ’) B am(pi))

= cies((w5)/(03) — wi(ow)

ol on a utilisé que Pj est a la fois sur la racine médiane de Ay, i.e., wa(0), et la plus petite racine

de Ag, i.e., wy (0), avec les expressions pour wy /(a) et wj (o) qui proviennent du théoreme des
fonctions implicites. A Ps, la pente de As est strictement plus négative que celle de A car
a gauche de Ps, la courbe verte est située au-dessus de la courbe rouge — on aurait sinon un
autre point d’intersection entre situé entre P; et Pz, or ce n’est pas le cas. Nous avons donc
(wy ) (1 —ws) —wh(1 —ws) <0 et ainsi

cocg —ciey < 0.

O

Pentes et valeurs propres En plus des pentes des courbes wa (o) et wy (o) nous calculons
les pentes de toutes courbes intégrales qui passent a travers P,. Il n’y a que 2 valeurs possibles :

c1—c1 £ \/(cl —¢4)? + deaes

ct = 2.33
2|02| ( )
En effet, c4 sont les solutions de I’équation :
e = acetes (2.34)
CoC+ + C4
La matrice caractéristiqueﬂ
_ ([ & ¢3
ar= (%)

2. N.B. l'ordre des variables est (w,o) alors que les courbes sont tracées dans le plan (o, w). Par souci de
cohérence avec [2] nous avons ici gardé cette convention.

12



a les valeurs propres suivantes :

+ /(1 — ca)? 1 dese:
= Gtaty (012 ca)” T descs (2.35)

Elle peut étre diagonalisée comme ceci :

PlA(P)] P = < 3+ (/)\_ )

_ [ e- et -1 1L -1 ey
() e (7 ) o

Lemme 2.7 (Estimation des pentes). Supposons (2.31) et posons

avec

A C1Cq — CoC3

A=— = ——"" 2.37
Ar (cq+eoc)? (2.37)
Alors,
c_ <0<ecy
cg +coc_ <0
A>1 (2.38)
<< -2 <1
A <AL <0
Preuve du lemme[2.7 De cac3 > 0 on déduit :
Cc4—Cp — \/(cl —¢4)? + deges c4 —cC1+ \/(cl —¢4)? + 4eges
<0<
2[ca 2[ca
et donc
c- <0 <ecy.
On calcule ensuite
)2 1 4 9 _
ot e — ca+ ¢+ /(c1 — ca)? + deges _ (cocg — c1c4) <o
2 —cq —c1++/(c1 — c1)? + deacs
On observe alors
Cacm ey =g — SYD = kv oy, (2.30)

ca—atVA _ ata-VA _
2 = D) = A

CoCy +Cq4 = Cq —

et donc A_ < Ay < 0. Cherchons maintenant a estimer A :

cac1 — c3cp — (cq + cac_)?

4(0263 — 0164)2

= (4C1 — C3Cy —

(—C4 —c1 + \/(Cl — 64)2 + 46203)2

( ) (—04 —c1 + \/(Cl — 64)2 + 46203)2 — 4(04(31 — 0263):|
= —(cqg+coc_ )=
2(—cy —c1 + \/(cl —¢4)? + 4eacs)

(cq+c1)? +2(—cy — cl)\/(cl —c4)? +4cacs + (e1 — ¢q)? + 4deges — 4(cqer — 0203)]

= 7(04 + CQC_) =
2(—ca —c1 4+ /(c1 — cq)? + deacs)

(—cq — Cl)\/(cl —c4)? 4+ 4eaes + (a1 — ea)® + 40263]

= —(cqg+cac)=

(—04 —c + \/(Cl — 04)2 + 46203)2

13



et donc

C1C4 — C2C3
A-1 = —= ==
(c4 + cac_)?

((—04 — cl)\/(cl —c4)? +4cocg + (c1 —cy)? + 40203)
(ca+coc_)(—cqy —c1 + \/(cl —¢4)? + deges)

En utilisant en particulier que ¢1, ¢co, c3,c4 < 0, on obtient :
A>1.

Ensuite, remarquons que 'on a

C
2 <
C1

du fait des positions relatives des courbes rouge et noire données par le lemme — la courbe
rouge étant au-dessus de noire & gauche de Ps. Il reste & comparer ¢ & —cg/c;. On calcule

e 43— el
C1 |Cl|
_ |Cl|(C4 —C1 — \/(Cl — C4)2 + 46203) + 26263
2|1z
_ 61(01 — 64) + 2coc3 — |01|\/(01 — 84)2 + 4cocs
2|1 e '
Ona:
2 2
(01(01 —cy) + 20203> — (|cl\\/(cl —c4)?+ 40203)
= ci(c1 —ca)? +dcacser(er — cq) +4cicr — (e — cg)? — Acieacs
= 40203(0203 — 0104) <0
et donc
c_ + i < 0.
C1
Ce qui conclut la preuve de (2.38)). O
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2.3 Existence d’une solution allant de P1 & P4

0.8

0.6

0.2

FI1GURE 4 — Trajectoire sortant de P; pour £ =1, d = 3 et r = 1.482.

2.3.1 Trajectoire sortant de P1

La matrice caractéristique en P1 est

ary =" (50 1),

avec 7 — 1 > 0. On a donc un point-selle. Il y a une unique trajectoire qui sort a droite de P;
selon la droite w = 1.

Prenons une solution correspondant & cette trajectoire (o, w)(z) qui est définie sur un in-
tervalle I (qu’on suppose contenir 0), notons z., = infl € R|J {—oo} de telle sorte que
(w,0)(xz) = (1,0) quand * — To.. On va montrer que o € R, c’est-a-dire que P; est atteint en

temps fini.
T 0 0
il d A
Too = / ldz = / —xda = / —do
0 o(z=0) do o(z=0) A2

11 suffit de remarquer que AAQ est borné quand (o, w)(z) — (0,1). Comme grad 0,nA =0 et

A 0+o(0o)

grad (o 1)A2 = (0, 1), et que P'on sort selon la direction (0,1), on a X T Tlote@) o(o)
TO’ oo

quand (w,o)(z) — (1,0).

Interprétation Rappelons que o correspond a la densité du fluide. Pour ¢ fixé, on a dans les
variables d’origine |y| ~ e*. Ainsi le fait que o € R nous donne un rayon ry = e*>= > 0. On
obtient donc finalement une solution qui s’annule sur le disque de rayon .
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2.3.2 Trajectoires traversant P3

Le fait que la trajectoire qui sort de P, entre a droite en P3; n’est pas toujours correct et fait
l'objet de I'étude de la section 2.4

é

0 0. 0.4 0.6 0.8 \ 1.2

FIGURE 5 — Point S.

Introduisons un raisonnement qui est fondamental quand on travaille avec ce type de dia-
gramme. L’étude du signe des polynomes nous dit que 'on ne peut traverser les lignes rouges
qu’horizontalement et les lignes vertes que verticalement. De plus pour la courbe rouge entre P;
et P3, on va couper de gauche a droite et pour la courbe verte entre S (le point (wy, O'éo)) point
le plus a gauche de la courbe verte, voir figure [5)) et P3 de haut en bas. Ainsi une trajectoire
partant d’un point situé entre rouge et vert avec une ordonné inférieure a celle de S, ne peut ni
couper rouge ni vert et va donc nécessairement en Ps.

De méme, si on part d'un point de vert entre P5 et P> et que ’on regarde pour x décroissant
alors la trajectoire va nécessaire en Pj car elle ne peut couper ni vert ni rouge. De méme si
on part de rouge entre P3; et P». Finalement, les trajectoires qui sortent de P; ont un de ces
trois comportements : une infinité ”monte” et coupe rouge, une unique rejoint P2 et une infinité
”descend” et coupe vert.

Les trajectoires atteignent Ps en temps fini. Comme pour Py, il suffit de montrer que AA est

borné quand (w, o) — Ps. Le comportement de ces deux valeurs nous est donné par : '
Ct
gradA2~< 1 ) #0
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gradA-(?):a(}).(Cli)#O

grace au lemme [2.7] Les trajectoires qui entrent et qui sortent de P3 en temps fini, on peut les
recoller de telle sorte que 'on obtient des trajectoires traversant ce point. Ainsi, le fait que le
probléme ne soit pas de Cauchy en Ps permet aux trajectoires de traverser Ps.

La suite du projet serait de montrer, & l'instar de [2], qu'une seule de ces trajectoires est lisse,
et qu’elle réalise la connexion P; — P4 pour des valeurs discrétes du parametre r.

2.3.3 Trajectoires allant en P4

La matrice caractéristique en P4 est

A(P4):—(6 S)

P, est un noeud stable sans direction privilégiée. Le signe des polynomes nous donne que toute
trajectoire qui coupe vert entre P3 et Py va en Py pour z — 400 (ce point n’est pas atteint en
temps fini, car A ne s’annule pas en Pj.).

En effet, dans cette zone o décroit et ne peut pas s’annuler, car ¢ = 0 correspond a des
courbes intégrales. Si la trajectoire ne coupe pas la racine inférieure de A; (courbe rouge sortant
de (0,0)), alors nécessairement elle va en (0,0), seul point fixe atteignable. Si elle coupe celle-ci,
alors on sait que w va de nouveau croitre, et elle ne peut pas & nouveau couper rouge (qui ne
peut étre coupé qu’ horizontalement de droite a gauche), elle va alors aussi nécessairement en
(0,0).

2.4 Connexion P1-P3 — Etude numérique

Contrairement a ce que ’on pensait pouvoir montrer au début, il n’est pas toujours vrai que
la trajectoire sortant de P; va en P3. L’expérimentation numérique — réalisée a I’aide du logiciel
Mathematica — pour différentes valeurs de [ et r le montre (voir figure [7)).

1.2

1.0

0.8

06

T |

01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

FIGURE 6 — Tracé de l'abscisse 0, en fonction de £ pour r = r+ (d = 3).

Une difficulté lors de cette étude est que les parametres r* et r™ varient en fonction de ¢,
donc pour chaque valeur de £, on a un choix de valeur de r a faire. Comme on se place dans la
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limite |r — ry(d,£)| < 1, on peut dans un premier temps chercher & étudier le cas r = r™. On
étudie numériquement le systeme :

w' = —Al

0'/ = —AQ

Les courbes intégrales restent les mémes, car A ne change que la vitesse et le sens selon lesquelles
on les parcourt. Avec ce systeme, les trajectoires ne peuvent plus traverser P3 ou un autre point
fixe, mais vont y tendre & la limite  — oo. Dans la figure[6] on a tracé en fonction de ¢ I'abscisse
limite o, de la solution sortant de P; quand x — oo, ainsi que les abscisses 0o = 03 de Po = Ps
et 05 de Ps. On remarque que pour £ < £y (avec ly ~ 0.267), la solution va en Ps et que pour
£ >ty elle vaen P3 = P.

Piste pour continuer cette étude Dans un premier temps, il serait possible de justifier
certaines propriétés de la figure @ La premiére est la décroissance de o (¢). Une piste pour cela
vient du fait que I’on remarque numériquement que les solutions qui sortent de P; pour différents
£ ne se coupent pas. On peut donc étudier leur position relative en faisant leur développement
limité au voisinage de P;, puis montrer qu’elles ne peuvent pas se couper en étudiant le signe
de Aq(l Aq(l
det ( A;Elig A;Elzg > = A1 (l1)A2(l2) — A1(l2)A2(lh)

qui nous donne ’angle selon lequel se coupent 2 solutions du systéme pour des valeurs de /¢
différentes.

Ensuite, on pourra chercher a montrer que pour une certaine valeur de ¢ > £y, la trajectoire
sortant de P; va bien en P3 = P,. On peut utiliser le numérique a condition de controéler
suffisamment l’erreur, car on a une certaine marge de manoeuvre. En effet, on a vu qu’il y avait
une zone en dessous du sommet S (ﬁgure telle que toute trajectoire entrant dans cette zone va
nécessairement en Ps. Il suffit de montrer qu'une trajectoire située au-dessus de celle sortant de
P; va dans cette zone pour que celle de sortant de P; y aille aussi, puisque deux trajectoires ne
peuvent se couper. Pour montrer cela, on peut se permettre d’avoir une certaine erreur numérique
du moment que 'on a une majoration suffisamment bonne.

Enfin, on pourra essayer de prouver que pour ¢ > ¢; et |[r — ry(d,f)] < 1, la trajectoire
sortant de P; va bien en Ps, en montrant qu’elle est suffisamment proche de celle pour r = ™.
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FI1GURE 7 — Trajectoire sortant de P; pour différentes valeurs de £ et r
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