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Résumé
Soit
N(T) = #{z,y € Z‘;O, pged(x;, x;) = 1 pour i # j, x; sans facteur carré et pged(y1,y2, y3,ya) = 1
T1y; + ways + w3y + way; = 0, x1yi| > |y, [viweasaamiyi] < T}

Dans cette article on va calculer la borne supérieure et inférieure
de cet espace, pour cela on va prouver ce théoréme

Théoréme 0.1. [l existe des entiers positifs non nuls c1, ca, c3 tel que
c1T1og(T) < N(T) < c2Tlog(T)
pour tous T > c3.

Pour cela on va principalement s’inspirer de la preuve faite par
Browning et Heath-Brown dans [BH18|
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1 Introduction

J’al effectué un stage de recherche a 'université de Bath en Angleterre
sous la direction de Daniel Loughran entre début mars et fin mai que j’ai
complété d’'un stage d’'un mois avec Régis de la Bretéche. Je remercie mes
deux encadrants pour la spontanéité de leur réponse et le temps passé pour
moi car j’ai trouvé mes stages trés tard. Avec Farrell Brumley, mon tuteur a
I’ENS, on a récu beaucoup de refus dans nos nombreuses demandes.

Mon premier stage ne durant que 3 mois et comme je n’avais pas les bases
de géometrie algébrique, je n’ai pas compris la partie la plus théorique de
mon sujet (les stacks). Mais j’espére qu’avec les cours de M2 que je prendrai
I’année prochaine ce sera plus simple.

J’ai travaillé sur une toute petite partie de la conjecture de Manin Ba-
tyrev notamment développé dans l'article [ESZ21], cette conjecture dit ap-
proximativement que

N(B) =#{y € Y|H(y) < B}

avec Y une variété normale et H une fonction de hauteur, vaut asymptoti-

quement
C B%(log B)®.

avec C, o, 8 des constantes & déterminer.

Pour cela mon tuteur, Dan, m’a donné en premier & lire 'article de Brett
Nasserden et Stanley Yao Xiao [NX20], il est composé de deux parties, la
premiére expliquant algébriquement quelle fonction de hauteur choisir et la
deuxiéme faisant le calcul de

N(T) = #{x,y € Z%, pged(zi, x;) = pged(yi, y;) = 1 pour i # j,

x; sans facteur carré, T1y7 + zay3 + w3y3 = 0, |v17223] max |v,y7| < T}

Ils trouverent que c’est de 'ordre de grandeur (sans connaitre les constantes)
TY/2 (log T)3. Mon tuteur m’a posé alors la question qu’est ce que le résultat
donne si on passe de n = 3 variables a n = 4.

Pour cela j’ai dans un premier temps essayer de faire de la méme maniére
que dans l'article, en regardant du coté linéaire puis du coté quadratique
(voir section 5) mais dans notre cas le coté quadratique est dominant. Dans
ma recherche du calcul du cété dominant, j’ai d’abord voulu appliquer le
théoréme 7 de [BHO5] mais ¢a donne seulement comme borne T ¢. Cest
Dan qui m’a montré la voix a prendre en me conseillant 'article [BH18|
et aprés plusieurs semaines de travail sur les détails du théoréme j’ai pu
répondre a sa question.

Le résultat est moins jolie que dans le cas n = 3 car la majorité des
solutions se situe dans I'équation y? + y3 = y% + 92



Lors de mon deuxiéme stage qui était trop court pour pouvoir réellement
travailler sur mon sujet avec Régis de la Bretéche mais avec d’autres mas-
teriens, on a presenté chaque semaine notre boulot. Ainsi avec en plus des
séminaires j’ai pu apercevoir un large panel de mathématiques proche de la
théorie analytiques des nombres.

Les conférences a Bath étaient plus compliqués 4 comprendre car en
anglais et c¢’était plus sur la géométrie algébrique et j’aime moins cette partie
des maths. Cependant j’ai pu assisté & une conférences de Vlad Mitankin
(Hannover) sur "Integral points on diagonal affine quadrics" qui était proche
de mon sujet et que j’ai vraiment apprécié.

J’ai vraiment préféré la partie recherche que la partie lecture/apprendre
de nouvelle théorie, c’est pour ¢a que mon travail ne demande aucun objet
compliqué, je dois cependant apprendre & organiser mon travail pour ne pas
travailler de minuit & trois heures du matin.

2 Borne Inférieure

On cherche une borne inférieure &

N'(T) = #{y € Z*|y7 — v3 = v3 — i, max(y}) < T, pged(y1,y2, y3, ya) = 1}
On peut écrire les solutions avec quatres variables a, b, j, k avec comme condi-
tions supplémentaires (a,b) = 1,(j,k) =1,

aj + bk aj — bk ak + by _ak —bj

Y1 = 9 y Y2 = B yYs = B yYa = B

Cela vérifie bien y? — y3 = y3 — y3. On suppose a > b > 0 et j > k > 0,
on veut seulement une borne inférieure donc on rajoute comme condition
a,b, j, k sont tous impaires. Soit d = pgcd(y1,y2,Y3,v4), d|ly1 + y2 = aj la
méme astuce donne d|bj donc avec la primalité d|j et symétriquement d|k
donc d = 1. Nos points appartiennent bien & N'(T).

La condition maz(y?) < T correspond & aj < T,

N(T)> Y o= > >

a>b>0,(a,b)=1 j>k>0,(j,k)=1 a>b>0,(a,b)=1 i<VT/a
a<\T aj<T av'T

Onaj)  _.pn) = %562 + O(z*€), donc on obtient la borne souhaitée
T p(a)
N(T) > > =T > 5~ =Tlog(T),

a>b>0,(a,b)=1 a<vT
a<NT

parce que Zn@ o) — Lo+ 0(xf) et

n

90( ) _ (n / Z‘Pn . / %%JrO( ) > log(T).

n<x



3 Borne Supérieure

Dans cette partie j’ai tiré toute ma reflexion de "Counting Rational Points
on Quadric Surfaces" de T.D. Browning D.R. Heath-Brown|BH18]|, duquel
j’ai suivi la ligne directrice en m’adaptant & mon probléme, a savoir, que
dans mon cas ||Q||* est grand devant Ag. Ce que j’ai changé par rapport a
I’article se situe dans la troisiéme partie.

Nous fixons x1, x2, 3, 24 des entiers vérifiant nos conditions pged(z;, ;) =
1 pour ¢ # j, x; sans facteur carré. Cela donne une forme quadratique
Q € Z[y1,Y2,Y3,y4], et nous allons estimer le nombre de points rationels
de hauteur borné sur la surface quadratique @ = 0.

Dans notre cas on pose M = Matg = Diag(z1,x2,x3,24) et Ag =
|z1222324], de plus x; sont premier entre eux et sans facteur carré donc Ag
est aussi sans facteur carré (et donc Apeq = 1, dans l'article étudié on aura
seulement le cas h = 1).

On suppose |z1| > |z2| > |z3] > |x4]. Soit

NQ(‘B) = #{y € Zi07ngd(y1)y27y37y4) = 17 Q(yl)y27y37y4) = 07 |y’L| S B}

Dans cette section on va montrer ce théoréme :

Théoréme 3.1. Si |z1| < B? alors
No(B) < (BH n B%lxgxgrl/?’) log(B) log(Ag).

Je pense que la condition 21 < B? peut étre enlevé ou déja amélioré mais
ca apportera plusieurs problémes dans la preuve.

3.1 Etape préliminaire

Ce premier lemme est essentiel dans la preuve de notre théoréme

4
prim

Lemme 1. Soit y € Z* tel que |y| < B. Alors il existe un vecteur ¢ € Z
avec |c| < BY/3, tel que y.c = 0.

Ce lemme donne pour chaque solution y de ) un vecteur ¢, on se raménera
ensuite & compter nos points dans ’espace orthogonal de c.

Démonstration. Soit y € Z*, on pose I' = {x € Z*% 2 -y = 0}, c’est un réseau
de dimension 3 et de det(I') = |y|. Il existe une base b; de I' (on prend par
exemple les vecteurs primitifs) tel que detT’ < [, [|bi|| < detT'. Enfin il

existe parmi les b; une valeur qui vérifie |b;| < (detT')'/% < B1/3. O

On introduit @Q*, la forme dual de notre forme quadratique, de matrice
Mug; = AgM ~1, comme Q est dans notre cas une forme diagonale, Q* peut
facilement s’écrire en fonction de nos variables,

2 2 2 2
%+w+%+w>
r1 X2 T3 T4

y2
Q*(y) = T172w374 (xll +



Le projet des prochains lemmes est de décomposer notre espace ortho-
gonal en ellipsoides puis chaque ellipsoide obtenu on le découpe en réseau.
La on connait des estimations du nombre de solution et donc cela donne une
borne supérieure du nombre de solutions & Q(y) =y - ¢ = 0.

Dans un premier temps on regarde le cas Q*(c) # 0.

Lemme 2. Soit ¢ € me»m, avec Q*(c) # 0. Alors il existe des ellipsoides
Ey, ..., E, avec
!C|2||QH3>

|Q*(c)]

tels que pour chaque E; est centrée a l'origine, vérifie

m < log <2 +

meas(Ej) < B3,

et enfin vérifie cette inclusion

m
{yeR":Q(y) =y-c=0,ly <B}C | J B
j=0
La preuve est lemme 2.2 de [BH18| avec comme seul changement la me-
sure des ellipsoides qui est évident dans la preuve. Par la suite dans cette
souspartie, il ne va pas avoir de changement par rapport a [BH18|, je donne
les idées principales aux comptages de points.
Un lemme intermédiaire

Lemme 3. Soit V C R* un espace vectoriel de dimension 3, et soit A C
V' un réseau de dimension 3. Soit E un ellipsoide inclu dans V et centrée
sur lorigine. Alors il existe une base fi, fo, f3 de A et des entiers postifs
L1, Lo, L3y avec
meas(E)

det(A)
tel que st pour x € ANE écrit de la forme x =Y, i fi, alors on a || < L.

LiLoLs <

La preuve utilise les resultats 2.3 et 2.4 de [BH18]|, on construit une base
adaptée grace aux minimats successifs du réseau.

Maintenant il y a un travail sur les coniques. Le but des prochains lemmes
est de partager nos ellipsoides en réseau puis

Lemme 4. Soit q(x1,x9,x3) une forme quadratique entiére non singuliére.
Soit L1, Lo, L3 > 0, alors il y a O (1 + (L1L2L3)1/3) entiers primitives solu-
tions de q(x1,x2,x3) = 0 satisfaisant |x;| < L;.

Soit ¢ une forme quadratique comme précédemment de discriminant A,
soit p un nombre premier, § est la réduction de ¢ modulo p. On introduit la
fonction complétement multiplicative x, : N — {0, £1},

1, si le rang de ¢ = 2 et q est reductible sur F,
Xq(p) = ¢ —1, silerang de g =2 et g est irreductible sur F, (1)
0, silerang de g # 2.



Pour tout entier non nul M, on note M = HPEHM7522 p¢, cela correspond &
la partie entiére carré, par exemple dans notre cas on a Ag = 1.

Lemme 5. Soit ¢ une forme quadratique non singuliére a trois variables sur
Z de matrice A. Soit Ay = det A et soit D(q) le facteur commun le plus

élevé des matrices mineurs 2 x 2 de A. Alors il existe des réseauxr A; pour
1 << tels que

I
{y € ngm : Q(y) = 0} C U A;.
i=1
De plus on a
det (A7) > —12al_
(D(q)7)*

pour tous i et I < C(q), ou

cy=rm) =T ~(») II {i(%q(ﬁ’“))}

P18 p|]Ag \k=0
p|2D(q) pi2D(q)

Ainsi ce lemme (2.6 de [BH18|) donne le nombre de réseau pour couvrir
I’espace des solutions de g. Maintenant il faut faire le lien entre ces deux
lemmes et notre probléme, pour cela on a x - ¢ = 0 qui forme un réseau A,
de dimension trois et de déterminant ||c||2. On choisi une base ej, e2, e3 de
ce réseau et soit

q(y) = Qc(y) = Q(y1e1 + y2e2 + y3e3).
On a comme propriété sur cette forme quadratique :
det M, = Q*(c),

ou M. est la matrice associé a Q..
D(Q.)|28Ag donc
D(Qc)” <1

On pose E = {y1e1 + y2e2 + yses,y € A;}, et on a
det & = ez det A > [|el21Q"(e)|.
Toutes ses affirmations sont prouvés dans [BH18]. Maintenant on peut
mettre bout & bout tous nos lemme pour obtenir
B
(lef - lQ*(e)D'/®

points rationnel vérifiant Q(y) = y - ¢ = 0 et contenu dans un réseau et un
ellipsoide donné. On somme maintenant sur tous les réseaux puis tous les
ellipsoides pour obtenir cette conclusion :

<1+




Lemme 6. Soit

PN PN
PI2Ag pl2Ag

Alors si Q*(c) # 0 alors il y a

. B IC\ZI\Q!?’)
R 1 —
< R@(0) (1+ s o 2+ ot
vecteurs primitifs y avec |y| < B et qui vérifie Q(y) = y.c = 0.

lePllQl?

R(Q*(c)) compte le nombre de réseau et log (2 + 5 *8)‘ ) le nombre

d’ellipsoides.

L’article montre que si @*(c¢) = 0 alors il y a exactement un point ra-
tionnel tel que Q(y) = y.c = 0 donc on a O(B) tels solutions.

On rappelle que on cherche & majorer :

NoB)< > #{ye€Zyym:yc=0,Q(x) =0y < B}

‘c‘<<Bl/3
cez?

prim

D’aprés le lemme 6

Ngo(B) < B+ S+ BS

ou

2 3
S = Z R(Q*(¢))log (2 + |T‘QU(%’|) @)

le|]<BY/3,Q* ()0

CGZéMm
R(Q*(c)) ‘0‘2HQH3
S1 = Z T i los (2t ) 3)
le|<BY/3,Q* (¢)#0 |c[}/3]Q* (c)[1/3 ( 1Q*(c)| )
cez?

prim

3.2 Fonctions multiplicatives sur des valeurs d’une forme
quadratique

Dans cette partie on décrit une estimation de la borne max de R(Q*(c)).
Pour cela on se donne pour u € R, la boite R, = {x € R* : |z —u| <
X,Q*(x) # 0}. Cet ensemble & pour mesure O(X*). On pose

SOX)=sp Y R(Q*(x))).
ueRY  cZzinm,

Enfin le prochain théoréme donne une borne supérieure de la somme des

R(Q*(c)) dans une boite de taille X.



Théoréme 3.2. Supposons que supyen|Q*(z)| < X4 pour une constante A.

Alors on a .

X
(1) =
SY <y Glog(X)’

01 & =] -x (1+¥).

La preuve est la section 3[BH18|

3.3 La derniére étape

Soit,

SILK)= > RQ0),
J<e[<2J
K<|Q*(o)|<2K

for J, K > 1. On divise les intervals disponible de |c| et |Q*(c)| en intervals
dyadiques et on a aussi |Q*(c)| < |z17273||c|* < z17273.J2, ainsi on obtient

S < Z log (2 + JQ'L(QH?))&(J, K),

J<<B1/3
K<<CC1:CQCE3J2

1
S1 < Z JUBKLB log <2 +

J<<Bl/3
K<xixowsJ?

J2 3
'E”)slu, K).

,Pour controler la valeur de la somme, on veut utiliser le théoréme 3.2,
on doit diviser I'espace de définition de ¢ € Z* en boite de taille X = B? et
donc il faut compter combien on a de tel boite. Pour cela, dans le cas de Sy
on va le faire de deux maniéres différentes dépendant si K est grand ou pas

S1 < o+ ) =8+,

J<<B1/3 J<<B1/3
BO‘SK<<x1£E2:L‘3J2 K<B“

avec S, correspond & la somme ot K est supérieur & B > B“ et S, ol
K est inférieur & B®. « et  sont deux constantes trés petites (par exemple
inférieur a 1/100).

Dans la somme S ou si K est grand on utilisera le prochain lemme,

Lemme 7. La région de Z*
lef < J,1Q(c)| < K
peut étre couverte par
(J3/X3 + 1)(K1/2X_1|1:1:x2:1:3|_1/2 + J1/2/X1/2 n 1)

boites de taille X .



Démonstration. Ce lemme est le lemme 4.1 de [BH18| avec un petit change-
ment, on a

Mat(Q*) = Diag(x1x923, x12224, T1X3%4, T12324) = D

et donc le coefficient maximal est dy = z1x2x3. L’idée du reste de la preuve
est de prendre des boules de rayon X /2 de centre %X n ot n parcourt Z*, alors
on compte le nombre des boules admettant au moins un point x = %X n+y.
On a comme inégalité [£Xn| < J + X/2 et

2

1 X
|D(gXn)| = |D(z —y)| < K + X[zl D] + —~[I1D]|-

On cherche maintenant n € Z* qui vérifie ses deux inégalité, pour les choix
de ng, ng,ny on obtient (J/X + 1) possiblités et pour nq,

(K1/2X_1|m1x2x3|_1/2 LY X2 1)
possibilités. ]
Si K est petit, ce sera plutot ce lemme qui sera appliqué
Lemme 8. La région de Z*
e < J,1Q%(c)| < L
peut étre couverte par
J3 <L1/2X*1]a:1x2x3\*1/2 + 1)

boites de taille X.

Démonstration. Soit ca, c3, ¢4 points tels que |¢;| < J, on compte le nombre
de boites que I'on a besoin pour couvrir le segment donné par co,c3,cq et
borné par 'inégalité |Q*(c)| < L,

—dycs — dsck — dych — L < |dic}| < —doc3 — d3ck — dyci + L

On obtient < LY2|z xoz3|~ /2 possibilité pour ¢; car di = ziz9x3 et donc
on a
(LI/ZX_1|.’E1$2£L'3|_1/2 + 1)

boites sur le segment concernant la coordonnée i = 1 et on a J? possibilités
pour le choix de ¢3, ¢3, ¢4. O



Premiérement si K > B¢
Le lemme 4 donne comme formule qui est simple & borner,

S<<S(1)(X) Z lo (2 J2||QH3> 3/v3 1/2y—1 —1/2, 71/2 /1/2
g2+ —%— (J?/ X+ KX w42/ X241

J<BY/3
K<aizox3J?

2 3
S, < SM(X) > log (2 + ']”I?”)J—l/?’f(—l/?’

BY<K<Lzr1xo23J?
J3 K1/2 L J1/2
il = -1/2
X <X3 + 1> ( X ’$13§'2:13‘3| + X1/2 + 1)

On travaille avec des boites de la forme B? B > 0 mais petit pour
que l'on puisse retirer +1. L’hypothése du théorgme 3.2 est satisfait car
% X
|Q (.’13)| < |$1’3X2 S X6+2B dOHC S(l)(X) < GW

J2 3 B S
S < Z log <2+|£Q||>J3<K1/2’.’1711’2$3| 1/2+J1/2X1/2>m
J<<Bl/3 g
K<<w1xgz3J2
PQIPY 1/
Sa < Z ]Og (2 + T)J
J<<Bl/3
BY<K<Lz1w013.J2
» J3(K1/6]w1x2x3\’1/2—|—K*1/3J1/2X1/2) S .
log(X)

Premiérement on somme K sur les intervals dyadiques, et K < z1z223J°% <
[|Q||2J? donc quand v > 0

J2 3
Z log (2 + L{%)KV < (z170230%)"
Be<K<Lrixox3J?

car le plus grand terme est dominant.

Et pour v = 0 la somme est < log?(B), car log(||Q|]) < log(B).

Et pour v < 0 la somme est < log(B)B7® car le premier terme est dominant.
Second on somme J sur les intervales dyadiques,

S S
3 ( 1 —1/241/2 | 1502(B)JM/ 4 x1/2 B4/3
S < J<<§Bl/3j (J |21 03] +log™(B)J /"X ) og (X) < Tog (00)

10



pour X assez petit.
Pour la seconde somme, on somme sur K pour obtenir,

S
8/3( 71/3 —1/241/6 1/4 p—a/3 pB/2
Se< YT (J 12025 +log(B)JY4B=/3 )log(X)
J<KB/3
puis on somme sur J
G}
~1/3 35/36—a/3+3/2
< (B\xlxgccg\ + log(B)B )log( 5

Maintenant pour borner .Sy, on applique le lemme 5,

QI - -
1 3( pa/2y—1 1/2
Si< Y sk J1/3K1/3log(2+ D) P (B2 X w7 4 1)
J<<Bl/3
K<B*

On somme sur K et on utilise le théoréme 3.2,

G}
1 3 Ba/2X3 —1/2 X4
<K ; Zl 1/3 og J ( ’1‘11‘2%3‘ + ) log(X)
<B1/3
On somme sur J,
< log(B) (Bs/9+a/2+36|131562333|_1/2 + Bs/g+4ﬁ) i
log(X)

Maintenant on a besoin de trouver € > 0 tel qu’il existe a > 0 and 8 > 0
qui vérifie 48 < 1/9 — €, a/2 + 358 < 1/9 — € et finallement, 5/2 — a/3 <
1/36 — €. Ces constantes existent et donc on obtient

&
No(B) < B+ S+ BS, + BS, < (32—6 n 32\x1x2x3|—1/3> Toa ()

L’article donne la borne

S
Ap)II
log(B) < @(Ag),

ot w(m) = [, (1 +p7 ). et lIg = [L<p <1 + %), avec y indique le
caractére de Dirichlet induit par le symbole de Legendre (ﬁ

On a w(Ag) < log(Ag) et IIp < log(T). Pour conclure on vient de
prouver le théoréme 3.1

No(B) < <B2‘E + B2]:c1x21:3|_1/3> log(B) log(Ag).

11



3.4 Retour a notre probléme

Pour retourner a notre probléme de base, on prend

T
B=,—"
|z1 227324

|z1| > |z2| > |23] > |74| donc on a |y;| < B et |x1| < B2,
On somme sur tous les z; tels que |z zox324| < T4/5 (parce que |22zo374| <
T). La somme du terme en B2 donne

Z T|zyzows| /3 |2y~  log(T) log(Ag) < T'log(T)

|T1mom3Ts|<T4/5

car |z4] < |z3| et la puissance est plus petite que —1.
La somme des termes en B2~¢ donne

Z T €|z zaxzzy |~ e log(T)? < logh(T)TH<H4/% < T.

|z1x0x324|<T4/5

Car

1 1 T4/5 ‘ 2 4/5
E lz1@owgay| T < E |z @oag] T TTrzazs] < log?(T) T/,
14243
|x1x21314|<T4/5 ‘IICL’QI3|<T4/5

Finallement on vient de montrer que T'log(T") < N(T') <« T'log(T) et donc
le théoréme 0.1 vient d’étre prouvé.

4 Remarque

Premiérement on a pas totalement répondu & la question posé par mon
tuteur, il faudrait avoir comme condition supplémentaire que les y; soit pre-
mier deux & deux. Ainsi on a obtenu dans ce cas une borne supérieure mais
la borne inférieure est vraiment plus dure & trouver.

Par exemple y? + 3 +y§ = y2 admet par des arguments de parité 0 solu-
tions avec cette nouvelle condition mais si on prend seulement (y1,y2, Y3, y4) =
1, on a T solutions.

Pour prouver cela on peut voir I’équation de la forme y? 4 y2 = 2129 et
le théoréme de deux carrés donne le nombre de représentations (r2) de z3 22
comme somme de deux carrés. Soit dy (resp. d3) le nombre de diviseurs (pas
nécessairement premiers) de n congrus a 1 (resp. 3) modulo 4, on a

ro(n) =4 (d1(n) — ds(n)).

On veut calculer cette somme Zy ro(z122), or ro est une fonction

§<T,yZ<T
multiplicative et on peut sommer sur |z;| < VT, |22| < VT, cela va donner
le méme ordre de grandeur.
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De plus ), -y r2(IN) est de d’ordre de grandeur N (la minoration nous
suffit et on voit avec la formule que ¢’est > N — N/3).On obtient finalement

2

Z ro(21) | < <\ﬁ>2:T.

‘21|<T

Si on revient & notre probléme et que 'on se demande que se passe t'il
si on enléve les solutions triviales données par y? + y3 = y§ + 2. Déja on
remarque que Ag étant sans facteur carré est forcément un non carré donc
IIg = HpSB (1 + %) peut étre majoré par une constante et donc il n’y a

plus que T solutions a notre probléme. Et ’étude du précedent cas montre
que ’on peut trouver ces 1" solutions hors de ceux triviaux.

5 Une autre methode pour compter des points ra-
tionnels sur une variété : la méthode linéaire

Cette méthode est tiré de [NX20|, le but est de fixer des y; tels que
ly1y2ysya| < T9, on obtient une forme linéaire en les z; et on se raméne
ensuite & compter des points sur un réseau comme fait au lemme 3.1 de
[NX20]. J’ai donc commencé par essayer de trouver un lemme similaire pour
mon cas et donc j’ai introduit ce lemme

Lemme 9. Soit A C Z® un réseau. Alors pour tous les nombres réelles Ry
et Ra, le nombre de points d’entiers primitives x € A satisfaisant |z;| < R;,

i =1,2,3 est au plus
Ri1RoR3
O ————+R
< det A * >

ol R est le reste.

Malheuresement je pensais que le reste était = 1, mais il faut rajouter un
terme dans la majoration. Je n’ai pas pris le temps de completer ma preuve
car & la fin on obtient une majoration pas assez bonne par rapport a ce qui
a été fait plus tot car la majorité des points est du coté quadratique. Je vais
quand méme présenter ma recherche et dans la suite je vais noter a chaque
fois R, pour le reste mais celui ci n’est pas constant dans la suite.

On rappelle que I'on veut une majoration de

Ny =#{z € Zio,pgcd(aci,xj) =1 for ¢ # j, x; square-free

Y7 + Toys + x3y§ + 2493 = 0, |1 202304 |Maz; |27 < T}

Comme on veut une majoration qu’a une constante prés, on peut supposer
|z19?| > |2:y2|, puis on a P'existence parmi i = 2, 3,4 d’une valeur vérifiant
\xly%\ < 3]a;z~yl-2|, on suppose ¢ = 3. Maintenant pour compter le nombre de
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point on découpe en intervales dyadiques les valeurs potentiels de x; et de
T9, donc de la forme

M, < ’SL‘l| <2Mj et My < |I2| < 2Ms.

On obtient des bornes pour les valeurs possibles des différents x;.

T1Yq T1Yq
-5 | <l < |——
3 3 3
d’ou
M 2M
12’;1 < ’$3| < ‘ ;yl'
3y3 Y3
Enfin pour z4,
foal < Ty
1| < 55—
|zizozsyi|’
avec nos minorations des x;, on obtient :
T332
| M7 Moy |

Maintenant ’idée pour avoir une borne supérieur, c’est de voir nos points
comme un sous ensemble du réseau défini par z1y§ + T2y3 + r3y3 = O[y3] et
de déterminant égal a 33, le précédent lemme donne

M2 Moyy?
0 (M0 4 r) o
Y3y

possibilités pour x1, x2, x3 ce qui détermine x4. On peut aussi travailler dans
le réseau x1y3 + Toy3 + x4y3 = 0[y3] donne comme majoration

T
0 ( T R> | (5)
My
Enfin dans le réseau z1y7 + 23y3 + 4y = O[y3], on va avoir comme
majoration,
0 < r 5 R) (6)
My Mayiys '

On introduit

T 2 1/5 MF* 2
Mik — ( (y2y3y4) > et M; — lyl

Y3 Y3

qui correspond aux valeurs ol les trois bornes coincides. Dans le rectangle
formé par ses deux valeurs la borne vaut

T3/5
O ————+R].
(y1y2y3ya)*/®
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. 3/5
On pose pour la suite K = T 75

(Y1y2y3y4)
Il reste plus qu’a montrer que le reste des valeurs est un grand O de

cette borne.On sait que Myy? > Mayy3, et on pave en rectangle de la forme
Riy = [20M5 21 My x 27 My: 271 3.

M2

zone3

Mo, ax

zonel Zorfe2.

1x

Graphique avec sur une échelle logarithmique et représentation des zones
oll chaque borne est dominant

Sur notre graphique & échelle logarithmique représentant les valeurs pos-
sibles des 1 et de x9, on découpe en trois zones, la premiére on utilisera la
borne 1, la deuxiéme la borne 2 et la troisiéme la borne 3.

[e.e]

Z io: #pts dans R;;

1=—00 j=—00

oo g(7)
< Z Z K 4y N 27 21K+Z Z 27K
i=—00 j=—00 =0 j=£ (1) i=0 j=g(7)

On pose f(i) =0sii < O, —4isinon et g(i) = —0, 5i. On obtient

0 00 00 o0
< Z 22iK+22721'K+ZZ'2721'K+2270,51'K<<K.

1=—00 =0 1=0 =0
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Maintenant que I'on a une borne pour Ny, on peut sommer sur tous les
y € Z* possibles.

T3/5 , d (n)
e — /5 4
(wwwmﬂ“+R<ﬂ1 Z%7W5+R (7)

NT)< >

ly1y2y3ya|<T?

Avec § une borne ou I'approximation linéaire est cohérente et R Deffet de
bordure de 'approximation linéaire et ds(n) le nombre de maniére d’écrire
n en produit de 4 entiers.
Finalement aprés la sommation, la borne obtenue en négligent les effets
de bord est
N(T) < T35+ 10g(T).

Si on prend R =1 ie qu’il n’y a pas vraiment d’effet de bord alors la somme
sur |y1yoysya| < T?, donne déja un terme en T° qui va étre rapidement plus
grand que le terme précédemment calculé.
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