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1 Présentation du stage

1.1 Déroulé du stage

Aprés avoir choisi de suivre des cours au second semestre a ’ENS, j’ai souhaité compléter
mon année par une expérience de stage. Celui-ci s’est déroulé au LAMFA & Amiens du 20
juin au 29 juillet sous la direction de Fabien Durand. Il m’a permis de découvrir un domaine
des mathématiques que je ne connaissais pas et de me faire une idée un peu plus précise de
ce qu’est le métier d’enseignant-chercheur.

Je partageais le bureau de Fabien Durand. L’ambiance au sein du laboratoire était tres
agréable, j’ai eu l'occasion de discuter avec des chercheurs et d’échanger avec des doctorants
et doctorantes. J’ai également pu assister a plusieurs petits exposés ainsi qu’a une soutenance
de thése. Au cours du stage, j’ai aussi été invitée & participer & une séance sportive de crossfit,
dont je garde un bon souvenir malgré le coté éprouvant de I’exercice.

Méme si ce stage s’est globalement révélé étre une trés bonne expérience, j'aurais sans
doute aimé découvrir le LAMFA & une période de 'année plus animée. La plupart des sémi-
naires ont en effet pris fin & mon arrivée, et le laboratoire s’est petit a petit vidé a partir de la
mi-juillet. Pour des raisons de fermeture estivale, j’ai effectué ma derniére semaine de stage
a distance. Cela m’a permis de prendre le temps pour commencer la rédaction du rapport.

Concernant les activités mathématiques, la premiére partie du stage m’a principalement
permis de découvrir le sujet et de me familiariser avec les définitions. Je me suis ensuite
penchée plus en détails sur un article de Van Cyr et Bryna Kra ([2]) et sur la preuve du
théoréme présenté. Enfin, durant la derniére semaine de stage en présentiel, j’ai commencé a
travailler sur les sous-shifts de Toeplitz et les odométres. J’ai commencé la lecture de 'article
[4] pour finalement me concentrer sur la compréhension d’un résultat connu explicitant le
lien entre les odomeétres et les sous-shifts de Toeplitz.

Je remercie chaleureusement Fabien Durand de m’avoir permis de réaliser ce stage et
d’avoir pu se rendre disponible pour répondre & mes questions malgré son emploi du temps
chargé entre son travail de chercheur et de directeur de la SMF. En dehors du contenu
théorique du stage, j’ai beaucoup aimé discuter avec lui et pouvoir en apprendre plus sur les
activités de vulgarisation et de diffusion des connaissances mathématiques de la SMF et du
LAMFA.



Notations

Voici quelques notations utilisées dans la suite du rapport :
e #(A) désigne le cardinal d'un ensemble A.

e Pour deux ensembles A et B, AAB désigne leur différence symétrique.

[a,b] désigne 'ensemble des entiers compris entre a et b.

a A\ b désigne le pged de a et b.

a V b désigne le ppcm de a et b.
e a = b [n] exprime la congruence de a & b modulo n.

e (ay,...,a,...,a,) désigne la liste des a; dans laquelle on a retiré 1’élément a;.

 f(n) = ©(g(n)) signifie que f(n) = O(g(n)) et g(n) = O(f(n)).



2 Dynamique symbolique

2.1 DMotivations

Lorsque 'on étudie un systéme dynamique, on considére un espace, muni d'un loi d’évo-
lution, et l'on s’intéresse aux trajectoires des points constituant le systéme sous ’action de
la loi d’évolution. L’idée de la dynamique symbolique est de découper cet espace en plusieurs
régions, et de regarder lesquelles sont traversées au cours de ’évolution du systéme. A chaque
région est associée une lettre, un symbole, et I’étude du systéme se ramene alors a I’étude de
suites infinies.
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On étudie donc un probléme de mathématiques discretes, dont les objets sont des en-
sembles de suites, appelés sous-shifts, munis d’'une opération de shift.

2.2 Premiéres définitions

On commence par donner quelques définitions classiques des systémes dynamiques.

Definition 2.2.1 (Systéme dynamique topologique). On appelle systéme dynamique topo-
logique un couple (X,T) ou X est un espace métrique compact et T : X — X est une
homéomorphisme.

Definition 2.2.2 (Systéme minimal). On peut définir 'orbite d’un point z € X sous I’action
de T par O(z) := {T™(x); n € Z}. Le systéme (X,T) est alors dit minimal si 'orbite de
tout point est dense dans X.

Dans ce qui va suivre, on s’intéressera plus particuliérement aux automorphismes des
systémes dynamiques topologiques :

Definition 2.2.3 (Groupe d’automorphisme). Un automorphisme d’un systéme (X,7") est
un homéomorphisme ¢ : X — X qui commute avec T'. L’ensemble des automorphismes, noté
Aut(X,T), muni de la relation de composition forme un groupe.



2.3 Sous-shifts

Parmi ’ensemble des systémes dynamiques topologiques, on étudie ici des systémes d'un
certain type, appelés sous-shifts.

Soit A un alphabet fini, dont les éléments sont appelés des lettres. On note A% I’ensemble
des suites (x,)nez oU x, € A. Une suite finie d’éléments de A, w = wy...w;, est appelée un
mot, et sa longueur est notée |w|.

Definition 2.3.1 (Shift). L’application shift o est définie comme suit :
o A = A”
(xn>n€Z = ('TnJrl)nEZ
Definition 2.3.2 (Sous-shift). Un sous-shift est un systéme dynamique topologique (X, o)

ot X est un sous-ensemble fermé de A? o-invariant, i.e Vo € X, o(x) € X.

Exemple 2.3.1. En prenant A = {0,1}, on peut considérer le sous-shift X composé des
suites de contenant qu’une seule occurence de 1. On voit que X est invariant sous I'action de
.

z = ...0001000...
o(z) = ...0010000...

Soit (X, o) un sous-shift. On note £,(X) l'ensemble des mots de longueur n qui ap-
paraissent dans les suites x € X. On définit aussi le langage de (X,0) comme 'ensemble
LX) = U La(X).

Détaillons a présent la topologie utilisée pour ’étude des sous-shifts. L’alphabet A est
muni de la topologie discréte, et A% de la topologie produit. Les ouverts de X donc sont de
la forme suivante :

O((}:TIUW ={x|z; €eU;Yi€[n;m]}ounetmeZetU,..,U, sont des ouverts de A
Ils sont en particulier engendrés par les cylindres :

Definition 2.3.3 (Cylindre). Soit w € £,(X). On note [w]y 'ensemble des suites z telles
que ToT1...-Tp—1 = W.

On définit une distance d sur (X, o), compatible avec la topologie. Pour z et y deux suites

de X,
1
d(z,y) = —
(z,9) = 5

ou n est le plus grand entier tel que z; = y; ¥V |i| < n.

Exemple 2.3.2.

T = .. 504X _30_ 9L _ 1Tl 1L2X3L4Is...
Y= Y5Y 4T 30 2L 1X0T102Y3Y4Ys5-.-
1
dz,y) = 5



2.4 Complexité et entropie

On s’intéresse au nombre de mots de n lettres que I'on retrouve dans un sous-shift (X, o).
Ces informations sont contenues dans la fonction de complexité :

Definition 2.4.1 (Fonction du complexité). Soit (X, o) un sous-shift. La fonction de com-
plexité est 'application

Px N — N
n = #(La(X))

On dit que la complexité d’un sous-shift est :
linéaire si px(n) = O(n)
quadratique si px(n) = ©(n?)
polynomiale 'l existe d > 1 tel que px(n) = O(n?)
au plus de croissance polynomiale s'il existe d > 1 tel que px(n) = O(n?)
superlinéaire si lim,,_, o pr(n) = +00
sous-quadratique si px(n) = o(n?)
e sous-exponentielle si px(n) =o(a") Va > 1
Pour classifier les différents types de sous-shifts, on définit également leur entropie :

Definition 2.4.2 (Entropie d’un sous-shift). On définit ’entropie d’un sous-shift par
1
L log(px ()

n—-+4o0o n

Proposition 2.4.1. L’entropie d’un sous-shift est toujours bien définie. De plus, elle est
toujours comprise entre 0 et log(#.A).

Démonstration. Soit n € N. On a :

log(px(n +1)) _log(px(n)) _ 108(3%H)  log(px(n))
— n ntl  nn+l)

On a toujours px(n + 1) < #(A)px(n). En effet, pour former un mot de n + 1 lettres, on
peut partir d’'un mot de n lettres et y ajouter un élément de A a la fin, ce qui nous donne
au maximum #(A)px(n) nouveaux mots.

On en déduit

(n+1)
log(% 55 ) _ log(#A)
n—+1 - n+1

qui tend vers 0 lorsque n — +o00.
De la méme fagon, comme px(n) < (#A)",

log(px(n)) _ log(#A)
nn+1) = n4+1 notoo

La suite <M)WN est donc bien convergente.

De plus, comme 1 < px(n) < (#A)", on vérifie que la limite est comprise entre 0 et

log(#.A). O



3 Reésultats classiques

3.1 Un petit résultat

Pour z une suite bi-infinie, on note p,(n) la complexité du sous-shift engendré par z, i.e
{o™(x) ; n € Z}. Si la suite = est seulement infinie a droite, p,(n) peut étre défini comme la
complexité du sous-shift engendré par z, la suite issue de x, complétée a l'infini a gauche par
un symbole "x" n’appartenant pas a A, qui ne modifie pas le nombre de mots de z. Par abus
de notation, on dira simplement qu’on shifte = pour signifier qu’on shifte la suite bi-infinie 7.

Proposition 3.1.1. Soit x € AY. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) 3 des mots u et v tels que x = uvvv... =: UV™
(11) 3 C €N tel que V n,p,(n) < C
(i7i) 3 ng € N tel que py(ng) < ng
Démonstration. On élimine le cas ou #A = 1, car il n’y aurait alors qu'une seule suite

possible et le résultat serait immeédiat.
(1) = (di) : Soit n € N. Pour dénombrer les mots de longueur n, on commence par regarder
les termes xq...x,,_1 puis on shifte successivement.

On remarque que (o/"/(z)),>0 est une suite périodique qui compte au maximum |v| mots
différents (il suffit de regarder la premiére lettre du mot). On en déduit que p,(n) < |u|+ |v|.

(71) = (i4i) : Il suffit de prendre ng = C.

(1i1) = (i) : #A > 2 donc p,(1) > 2. Comme il existe ny tel que p.(ng) < ng et
que p, est une fonction croissante, on a nécessairement l'existence d’un entier n; tel que
pz(n1) = pe(n1 + 1). Autrement dit, dés que I'on a un mot de longueur n4, il se prolonge
de facon unique & droite en un mot de longueur n; + 1. Ainsi en notant wy; = xg...x,, -1, le
bloc wy = ,,...T9,, 1 est uniquement déterminé par w;. Le nombre de mots de longueur
ny n’étant pas infini, il existe 4,5 (j > ¢) tels que w; = w;. On pose alors u = w;...w;_1 et
v = w;..w;—1. Comme wj;; est uniquement déterminé par w; = w;, on a w;4; = w;41. De la
méme facon Vk € [0;5 — i — 1], wisr = w;sg. On obtient alors x = uv™.

’1’0 Inl_l Inl...xznl_l




]

Remarque 3.1.1. Ce résultat est faux si on considére les suites bi-infinies. Dans ’exemple ot
A ={0;1}, en prenant 2 = ...0001000..., on a p,(n) = n + 1 qui n’est pas borné.

3.2 Théoréme de Curtis-Hedlund-Lyndon

Definition 3.2.1 (Rang). Pour X un ensemble de suites infinies, on dit qu'un morphisme
¢: X =+ Xestderang RsiVaxe X,VieZ, (¢(x)), ne dépend que du bloc z;_g...xi1r.

Théoreme 3.2.1 (Curtis, Hedlund, Lyndon, 1969). Soit (X, o) un sous-shift et ¢ : X — X.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) ¢ est continu et commute avec o.
(ii) ¢ est de rang fini.

Démonstration. (i) = (i) : Soit a € A. ¢ étant continue, ¢~*([a]p) est un ouvert de X.
En particulier ¢’est une union finie de cylindres. En utilisant le fait que A est fini et que
{¢7'([alo) ; a € A} est une partition de X, on en déduit que la valeur de (¢o(z)), ne dépend
que d’'un nombre fini de termes de z. Il existe donc R < oo tel que (¢g(x)), ne dépende que
de zg,...xg. Comme ¢ commute avec o, ce résultat s’étend a tout ¢ € Z.

(7i) = (i) : Notons R le rang de ¢. On définit

MZA2R+1—>A

'application engendrée par ¢, qui donne la valeur de (¢(x)); en fonction du bloc z;_g...x;1 5.
Soit maintenant C un cylindre. ¢~'(C') dépend de |C|+ 2R termes, il s’écrit comme union
finie de cylindres, c’est un ouvert de X. ¢ est donc continu.
Pour montrer ensuite que ¢ commute avec o, on écrit

(0(0(2)))i = u((0(2))i-g---(0(2))it+r)
= (Ti—r-1.-Tiyp—1)
= (0(2))i-1
= (o(¢(2)))i

]

Ce théoréme permet d’obtenir une premiére information sur le groupe d’automorphisme
Aut(X,0) :

Corollaire 3.2.2. Aut(X, o) est dénombrable.



4 Groupes d’automorphisme moyennables

4.1 Définition et lien avec ’entropie

L’objectif de la prochaine partie de ce rapport sera d’étudier la preuve du théoréme de
Van Cyr et Bryna Kra présenté dans [2|. Leur résultat montre que le groupe d’automorphisme
est moyennable pour un certain type de complexité.

Commengons par donner la définition d’'un groupe moyennable.

Remarque 4.1.1. On donne ici la définition pour le cas des groupes dénombrables. Aut(X, o)
étant dénombrable d’aprés le théoréme de Curtis-Hedlund-Lyndon, la définition sera celle
utilisée par la suite.

Definition 4.1.1 (Groupe moyennable). Un groupe G dénombrable est moyennable s’il
existe une suite (Fj)ren de sous-ensembles finis de de G telle que :
e ¥V g€ G, g€ Fy pour une infinité de k.

"roes (FLAGE))
. F#(FRA(gFy
TR

La suite (F)ren est appelée suite de Folner.

=0

Remarque 4.1.2. Cette définition généralise la notion de moyenne que I'on connait pour Z.

Exemple 4.1.1. Pour retrouver que Z est moyennable en utilisant la définition du dessus,
on peut par exemple poser Fj, = [—k; k]]. Pour tout n € Z, on voit que n € F, V k > |n| et
on a
Y #([—Fk; K]Aln — k;n + E]) . 2n
im =
k—-+o00 #([[_k', k’]]) k—4oo k

Les groupes d’automorphismes ne sont cependant pas tous moyennables. La proposition
suivante énonce par exemple que le critére de moyennabilité ne s’applique pas au full-shift,
1.e du sous-shift composé de toutes les suites qu’il est possible de former avec les lettres
de l'alphabet A. L’idée de la preuve est de montrer Aut(X, o) contient le groupe libre a 2
générateurs, et que celui-ci n’est pas moyennable.

Lemme 4.1.1. Le groupe libre a 2 générateurs Fo n’est pas moyennable.

Démonstration. Procédons par I'absurde et supposons que F, est moyennable. Il admet une
suite de Folner (Fj)en.
Soit € > 0. Il existe F(© e (Fi)ren tel que V g € Fo,

#(FONGFY)
#E) =

On définit alors une mesure finie additive p(9sur P(F;)

#(BNFY)

HB) = )



OnaV BeP(F)etVgeF

e #(FNFO)
HF) = ey <
FEOA(qF©
(B) - g < HE 2 <

L’ensemble des mesures vérifiant ces deux conditions est fermé dans le compact [0; 1]7/2),
On peut donc passer a la limite en € — 0 et obtenir une mesure p telle que V B € P(F3) et
VgeF

n(Fz) =1

w(B) = pu(gB)

On s’intéresse maintenant a la structure de F5. On note a et b ses deux générateurs et pour
x € {a,b,a™, b7} on note W (x) Pensemble des éléments réduits de F, qui commencent par
x.

Fo={1}UW(@UW(@ " )UW () uwE™)
= W(a)UaW(a™t)
= W(b) LUbW (b7 1)

On pose A :=W(a) UW(a™') et B:=W(b)UW(b~'). On a alors

p(A) = p(W(a)) + p(W(a™"))
= p(W(a)) + p(aW(a™))
= (F2)
=1

Et de la méme fagon p(B) = 1. On aurait donc u(A) + pu(B) > pu(Fz), ce qui est absurde car
AUB C F.
[l

Proposition 4.1.1. Pour le full-shift, Aut(X, o) n’est pas moyennable.

Démonstration. On montre que Aut(X, o) contient le groupe libre & 2 générateurs.
On fixe a € A et pour b € A, on note ¢, 'involution qui échange les blocs sa et sb, pour

tout s € A\{a,b}.
s fonctionne comme un marqueur pour repérer quelles lettres ont été changées. Sa présence

permet de définir ¢, ' = ¢, sans ambiguité. On a donc ¢, € Aut(X, o).
On définit alors un morphisme entre J3, le groupe engendré par {i,j} € A, et Aut(X, o)
0 : F — Aut(X, o)
On--g1 = Gg,.Og,

10



Soit x € X la suite composée uniquement de a a I'exception de xy = b # ¢, 5. On remarque
que (@g,....0g, (%)), = Jn, de méme que (¢, ,...¢0q, (2))n = jn—1 €t ainsi de suite. On en déduit
que @y, ...¢4, détermine de facon unique g,...g1 et donc que 6 est injective.

O

Remarque 4.1.3. Ce résultat ne concerne pas uniquement le full-shift : on peut montrer que
tous les sous-shifts d’entropie positive sont non moyennables. L’idée de la preuve reste la
méme, mais la rédaction est un peu plus technique, car il n’est plus garanti que toutes les
combinaisons de deux lettres se retrouvent dans X. Il faut introduire un concept de marqueurs
de plus grande longueur pour pouvoir définir les involutions ¢ (pour une preuve compléte
voir [1]).

4.2 Les résultats connus

Voici une liste non exhaustive des résultats démontrés concernant les propriétés de Aut(X, o)
en fonction des caractéristiques de X et sa complexité :
e Si X minimal et lim inf pr(n) < 00, alors Aut(X,0)/(o) est fini.

e Si X est transitif et si limsup 2" < oo, alors Aut(X,0)/(o) est fini.

n

e Silim 712({”0’;—((:))),2 =0, alors Aut(X, o) est moyennable.

e Si X est transitif et liminf an—(Q") =0, alors Aut(X,0)/(c) est périodique.

e Si X est minimal et lim ”);—9” = 0, alors tout sous-groupe fini sans torsion de Aut(X, o)
contient un sous-groupe abélien.

e Si X est minimal et s’il existe d € N tel que 1imen—8” = 0, alors Aut(X,o) est
moyennable et tout sous-groupe fini sans torsion de Aut(.X, o) contient un sous-groupe
nilpotent.

e Si X est minimal et §'il existe § < 1/2 tel que lim log(fl# = 0, alors Aut(X, o) est
moyennable.

Pour retrouver les références des démonstrations de ces résultats, voir |7].

5 L’article de Van Cyr et Bryna Kra

On présente maintenant en détail la preuve du dernier point.

5.1 Théoréme étudié

Théoreme 5.1.1 (V.Cyr, B.Kra, 2016, [2]). Si (X, 0) est un sous-shift minimal et qu’il existe
B < 1/2 tel que
i 08(px (1))

=0
n—-+oo nﬁ

alors Aut(X, o) est moyennable.

Remarque 5.1.1. Le résultat semble aussi étre vrai pour 5 > 1/2, mais aucune preuve n’a
encore été publiée.

11



5.2 Résultats préliminaires

Pour démontrer le théoréme, nous avons d’abord besoin d’établir plusieurs lemmes.

L’énoncé du premier lemme est assez intuitif : il nous assure que dans les cas ou la
complexité n’est pas trop grande, il doit exister un grand nombre de mots qui se prolongent
de facon unique & droite et a gauche.

Lemme 5.2.1. Soit k, := min{k € N ;aucun mot w € L,(X) ne s’étende de fagon unique k
fois a gauche et a droite}, et 0 < § < 1.

Si |
n— 00 nﬁ
alors ¥V C > 0, il existe une infinité d’entiers n tels que k, > Cn'=.

Démonstration. On s’intéresse aux indices pour lesquels py double, i.e & la suite (d,)nen
avec d,, := min{m € N ; px(n+m) > 2px(n)}.

Soit w € L,(X). En ajoutant k, lettres a gauche et a droite de w, on forme au moins 2
mots différents de £,,12, (X). On a donc d,, < 2k,.

Ky,

w

FIGURE 1 — Représentation de k,. Un trait unique signifie qu’il n’y a qu’une seule facon
d’étendre le mot w. La dissociation du trait signifie qu’on peut ajouter au moins 2 lettres
différentes tout en conservant un mot du langage.

On procéde maintenant par ’absurde. Supposons que qu’il existe C' et N € N tels que
Vn>N,k, <Cn' " On a alors
d, < 20n'~"

Intuitivement, px doit d’'un co6té doubler en un temps assez court pour respecter cette
majoration, mais I’hypothése sur la complexité 'empéche de croitre trop vite. On va utiliser
cette observation pour en tirer une contradiction.

Soit A > 1. On introduit

D,(\) ;= min{m € N ; \t+™” > 9)»"}

log(2) ) *
- {” (14 teet) ‘”W
_ lOg(Q) nl—,8+0(n1—ﬁ)

12



A peut étre choisi de fagon & avoir Bl‘l)fg((z/)\) > 2C, il suffit pour cela de prendre 1 < \ < 9250

Il existe alors M > N tel que d,, < D,(A\) V' n> M.
On pose ag = M et on définit a;41 = a; + d,,.

On a
px(ait1) > 9
px(ai)
et
o
)\ai+15 - )\(ai"l‘dai)ﬁ 2
d’out
8
px(aip1) A" <1
Avi+1? py(a;)
et la suite % est croissante. On a donc px (a;) > A% 9" px (ae) pour tout 1.
Mais alors

log(px (a:)) > (a;” — ag”) log() + log(px (ao))

og(px(a; aoﬁ og\px\ao
! g(z;ﬁ( ) (1 _ B) og () + g(z;ﬂ( )

En faisant tendre i — +o00, on obtient

i 08(2x(00)

>
Jm o >logA >0

ce qui contredit I’hypothése sur la complexité.

Pour le lemme suivant, on a besoin d’introduire une nouvelle définition.

Definition 5.2.1 (Action d’'un automorphisme sur un mot). Soit w € L,(X) et ¢ €
Autr(X), avec R tel que n > 2R + 1. On définit le mot ¢(w) comme 'unique mot de
L, _2r(X) tel que pour tout z € [wly, ¢(x) € o E[p(w)]o.

w
\ \
T = ... 0 2L _1,Wq0,y ..., WRy ooy Wn_—R—1y -y Wn—1,Lpny Tpt1 ---
¢(x) = ... Y2Y-1,Y0--sYRs -3 Yn—R—15 -3 Yn—1, Tny Tn41 ---
L]

o(w)

FIGURE 2 — Action de ¢ sur w.
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Lemme 5.2.2. Soit (X, 0) un sous-shift minimal, w € L(X) et x € [w]o.
(1) 3 {u}licz tel que x = .. wu_wuowu ...
(11) (|us|)iez est borné. On note K, son mazimum.

(i1i) max{K, ; x € [w]o} est borné.

Démonstration. (i) : On considére la suite y = o/*l(x). L’orbite de y est dense par minimalité
de X. Pour z € [w]o, il doit donc exister k € N tel que d(0*(y), z) < 57, ¢est-a-dire tel que
o"(y) € [w]o. On en déduit que = contient & nouveau le mot w & partir de l'indice |w| + k.
Pour les indices négatifs, on raisonne de la méme facon en considérant o 1.

(i) : A est compact (car fini), donc par le théoréme de Tychonov AZ est compact. On
suppose par I'absurde que la suite des longueurs (|u;|);cz n’est pas bornée. Alors pour tout
n € N, on peut trouver u, tel que |u,| > n. On considére alors les suite u,*. Il ne s’agit
pas nécessairement d’éléments de X, mais ce sont bien des éléments de A%. On peut donc
extraire une sous-suite convergence ()™ )nen & 1’aide d’une fonction croissante ¢. Sa limite
est de la forme v™ ot v est un des ugy(,). Cela signifie qu’a partir d'un certain rang, ugm,) = v,
ce qui contredit I'hypothése |u,| > n. On conclut ainsi que (Ju;|);ez est bornée.

(iii) : On suppose par 'absurde que K, est non borné et on choisit des = de fagon & obtenir
une suite K, > n. Alors pour chacun d’entre eux, on prend le mot u qui réalise |u| = K,,. De
la méme facon que précédemment, cela nous donne une suite u,,>° dont on peut extraire une

sous-suite convergence, ce qui contredit I’hypothése. O
Voici maintenant un lemme calculatoire :

Lemme 5.2.3. Soit 3 < % etk € N. Pour tout N € N suffisamment grand, si f : [1; N] — N

5
est une fonction croissante telle que f(N) < exp(N7T-7), alors il existe un entier M €
%;N — k] tel que

F(M + k) < f(M) exp(M>7)

Démonstration. On renvoie a l'article de Van Cyr et Bryna Kra [2] (lemme 3.2) pour la
preuve. O

Lemme 5.2.4. Soit (X,0) un sous-shift minimal et w € L(X). On définit
Syw = {¢ € AUtL%J (X) ; gb[w]o - [w]g}

Alors G, := (Sy,) est fini.

Démonstration. Soit ¢ € S, et x € [w]y. D’apreés le lemme précédent, x s’écrit sous la forme
T = .. Wu_wuywuiw... avec |u;| < K pour tout i. Comme ¢[w]y C [w]o, ¢(z) contient le mot
w aux mémes emplacements que . Donc ¢(z) se met sous la forme p(z) = ...wv_jwvywvw...

avec |v;| = |u;| pour tout 7. Ici v; ne dépend que de wu;, car ¢ est de rang L'%'J
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Q;
lqﬁ

v; = ¢(a;)

Pour déterminer ¢, il suffit donc de déterminer {v;};cz. Or il n’y a qu’un nombre fini de
u; possible, car ils sont de longueur bornée a valeur dans un alphabet fini. De la méme fagon,
le nombre de v; qu’il est possible de former est lui aussi fini, et donc les correspondances
u; — v; n,’existent qu’en nombre fini. On en déduit que S, est fini.

Reste a caractériser les inverses des éléments de S,,. On sait que les u; sont constitués
de I’ensemble des mots de Uszl Lr(X) et que ¢ effectue des permutations entre les mots de

méme taille.
mv oW..

L WVLW..
L WU3W...

LWV, W. L

U71,1U
¢

En notant a; le mot de x de facon & avoir ¢(a;) = v;, on a alors @PX("1D(a;) = u;. Donc
en composant px (K)! fois, on a

D’ou
o (x) = "IN (1) € [w]

est L%J)

Soit maintenant ¢ € GG,,. ¢ s’écrit comme composition d’un nombre fini d’éléments de S,,,.
¢ envoie donc lui aussi u; sur v;. Pour déterminer ¢, il suffit donc de déterminer I'image de
chacun des u;. Ces u; sont en nombre fini et ne peuvent admettre qu'un nombre fini d’images.

On en déduit qu’il n’y a qu'un nombre fini de choix pour ¢, et donc que G, est fini.

Ainsi S,, est stable par inverse (on vérifie bien que le rang de ¢~

]
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On donne enfin une condition nécessaire et suffisante pour que deux automorphismes
soient dans la méme classe suivant G, :

Lemme 5.2.5. Soient (X, o) un sous-shift minimal et ¢y et ¢y € Autg(X). Soit w € L,(X)
un mot qui s’étend de fagon unique 2R fois a gauche et a droite. On note W € L, 4r SOn
extension. On a alors :

o1 et po sont dans la méme classe de Autr(X) suivant Gg si et seulement si ¢1 (W) = po(W)
Démonstration. (=) : On a ¢;* o ¢o[]y C [0]y. Donc
qﬁfl o o(W0) =w

Or w s’étend de fagon unique en w. On connait donc les 2R termes a gauche et les 2R termes a
droite de w. En appliquant alors ¢; a w, on revient a ¢9(w). On obtient donc ¢1(w) = ¢o(w).

| $a (W) | = | $1(w) |
J o1 W ¢
[ w | — w
prolongement
de w

(<) : Soit x € [W]p. On a ¢;*(¢p2(W)) = w, qui s’étend de facon unique en w. On en
déduit ¢, o ¢o[]y C [W]o. De plus, ¢;* o ¢y est de rang 2R < 4R + n, donc ¢, o ¢y € Gyg.
[

5.3 Démonstration du théoréme
On donne la preuve du théoréme 5.1.1. Celle-ci est directement inspirée de l'article [2].

Démonstration. On se fixe :
e R entier suffisamment grand pour pouvoir appliquer le lemme 5.2.3.
e n entier suffisamment grand, de facon a avoir n!=® > R, n > 2R et tel qu'il existe un

mot w de longueur n qui se prolonge de facon unique n'~? fois & gauche et a droite
(lemme 5.2.1).

o (= anﬁJ +1
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On note w le mot obtenu aprés avoir prolongé w.
|w| =n +2[n'77]

Soit f la fonction définie par

f - {L,2,...,aR} — N
m — #{¢<U~1) < £M)‘,QQR(X) ; (b < Autm(X) — AutaR(X)}
f est bien définie. En particulier, on a toujours |w| — 2aR > 0. En effet,
nt=~8
W] — 2aR = n + 2[n* "] —23{ 7 J —2R
nt=~
>n+2n'7 — 2R —2R

=n—2R
>0 (car n > 2R)

On vérifie ensuite que
8

flaR) < exp((aR)-7)

pour pouvoir appliquer le lemme 5.2.3.
On a

f(aR) < px(|@] - 2aR)
< exp((|@] - 2aR)")

En effet, || —2aR > n — 2R peut étre choisi aussi grand que 1'on veut, quitte & prendre

un n plus grand. Comme lim —bg(i ;g‘”)) —log(’; X (n)

=0, on a ) <14 partir d'un certain rang.
De plus, on peut vérifier que

@] — 2aR < (aR)T7

Pour cela on écrit

&
|
(N}
o)
>
|
o
=
s
Il
S
+
[\
~
3,_.
®
|
(N}
5
7 N N
| e E—
:»—A
S
sy
| I A—
_.I_
—_
N—
|
=
7
VR
—
3,_.
S
=
| I
_|_
—_
N——
T




En effet, Vi € N, pour z € [ia, (i + 1)a],
alt| =ia et [2]<(i+1)a

On a donc finalement,

faR) < px(Jw| - 2aR)
< exp((|@]| - 2aR))
< exp((aR)T7)

On peut donc appliquer le lemme 5.2.3 & f. Il existe alors un entier My € [H%RW ; aR — k]]

tel que
28-1
f(Mi + k) < f(My) exp(My2-27)

De plus M}, peut étre pris supérieur ou égal a k, quitte a choisir un n plus grand.

On découpe Autyy, (X) en classes suivant G5. D’aprés la définition de f, il y en a au plus

f(My). On choisit alors des représentants ¢; de ces classes et on construit

Fk— U ¢z

On a par définition Auty, (X) C Fy, d’ou

donc

#(FLA(QF)) < f(My + k) — f(My,)
F(My) (exp(MF5) ~ 1)

IN

D’ou

# (LA (OF)) ox 281,
T4 <exp(M22) —1

< exp(k2 23) -1—0

k—+o0

Soit ¢ € Autg(X). On a ¢po¢; € Autyy, 1 x(X) Viet oF, = U{:(];/[’“) ¢ o ¢;.Gg. On obtient

La suite (Fy)ren que 'on vient de construire correspond donc & une suite de Fglner et

Aut(X) est moyennable.
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6 Odométres et sous-shifts de Toeplitz

Dans cette derniére partie, on étudie deux systémes dynamiques topologiques particuliers :
les odomeétres et les sous-shifts de Toeplitz. L’objectif est de démontrer un résultat connu qui
affirme qu'un sous-shift minimal est de Toeplitz si et seulement si il est extension presque
1-1 d’'un odométre (théoréme 6.3.1).

6.1 Odomeétres

Definition 6.1.1 (odomeétre). Soit (p,),>1 une suite d’entiers naturels tels que p, divise
Pnt1. L'odométre d’échelle (p,,),>1 est donné par

+o00
Zip,) = {(@n)nz1 € HZ/nZ } Tni1l = Ty [pa] YV n =1}

n=1

Le couple (Z,,), +1) est le systéme dynamique associé, out +1 est la transformation définie
par x — x + 1.

FIGURE 3 — Schéma d’un odometre fini (Zs ), +1). Les grandes ellipses représentent la valeur
du premier terme x; et les petites ellipses a I'intérieur celle du deuxiéme chiffre x5. Les fleches
indiquent l'effet de la transformation +1.

Definition 6.1.2 (Systéme équicontinu). Un systéme dynamique (X,7T) est dit équicontinu
si la famille d’automorphismes (7"),cz est équicontinue, c’est-a-dire si

Ve>0,36>0tel quesid(z,y) <dalorsVneZdT"(z),T"(y)) <e
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Definition 6.1.3 (Point réguliérement récurrent). Un point z d’un systéme dynamique
topologique (X, T) est réguliérement récurent si pour tout voisinage U, 'ensemble {n €
N ; T"(x) € U} contient une suite arithmétique.

Remarque 6.1.1. Tous les points d'un odométre sont réguliérement récurrents : pour tout
cylindre [z, o, ..., 73], il existe un entier N tel que (+1)V([x1, Ta, ..., 2]) € [x1, 22, ..., 7%]. En
particulier, les odométres sont des systémes minimaux et équicontinus (pour I’équicontinuité,
il suffit de prendre § = € dans la définition).

6.2 Sous-shifts de Toeplitz

Les suites de Toeplitz sont des suites infinies construites de facon a ce que chaque bloc
de longueur finie se retrouve répété plus loin, sans pour autant étre périodiques. Plus préci-
sément, la définition est la suivante :

Definition 6.2.1 (Suite de Toeplitz). Une suite de Toeplitz est une suite régulicrement
récurrente sous l'action de ¢ mais non périodique.

Exemple 6.2.1. Certaines suites de Toeplitz peuvent se construire comme point fixe d’une
substitution. Par exemple on peut construire la suite de Toeplitz sur ’alphabet {0; 1} associée
a la substitution de Feigenbaum 0+ 11 ; 1+ 10 :

101110101011101110...

Pour étudier les suites de Toeplitz, on regarde les périodes des symboles, ainsi que leur
squelette :

Definition 6.2.2 (p-périodique). La partie p-périodique d’une suite de Toeplitz x est définie
par Per,(x) :={k e N; VneN zy,, =z}

Exemple 6.2.2. La p-période est ’ensemble des indices des éléments de période p. Par
exemple pour la suite associée a la substitution de Feigenbaum,

Pery(x) =2k ; ke N
Pers(z) =@
Pery(z) ={4k+i; keN, i=0,1,2}

Remarque 6.2.1. Si p’ divise p, alors Pery(z) C Pery(z).

Definition 6.2.3 (Squelette). On note x un symbole n’appartenant pas a ’alphabet A. Le
p-squelette S,(z) de la suite de Toeplitz = est obtenu en remplacant x; par = pour tout

i ¢ Pery(x).
x; sii€ Pery(x)

(Sp(z))i = { % sii¢ Pery(z)
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Exemple 6.2.3. Pour la suite de Feigenbaum, on a

So(x) =1*1x1xlxlxlxlxlxlx...
S3(2) = sk k kK ok ok kK K ok ok kK Kk ok kL
Sy(x) =101 % 101 % 101 % 101 « 10...
Dans certains cas, on peut trouver deux entiers p et g tels que S,(x) = S,(z). Par exemple

avec la suite z = 0122022102220..., on a Sy(x) = Sg(z) = 0% **x 0x % x 0% %% 0.... Pour affiner
la définition de la période d’un élément, on introduit alors la notion de période essentielle :

Definition 6.2.4 (Période essentielle). On dit que p est une période essentielle de x si pour
tout 0 < ¢ < p, Sp(x) et S,(x) ne coincident pas.
Dans 'exemple ci-dessus, 4 est une période essentielle, mais 8 n’en est pas une.

Definition 6.2.5 (Structure périodique). Une suite (p,)nen formée de périodes essentielles
est une structure périodique si p,, divise p,11.

Proposition 6.2.1. Soit x une suite de Toeplitz. Alors il existe une structure périodique pour
x.

Démonstration. Soit pg la plus petite période essentielle de . Comme la suite est non pério-
dique, pp > 1. On note 7;(z) la période essentielle de la lettre d’indice 1.

ri(z) ;= min{p € N ; i € Pery(x) }
Soit p; une période essentielle. On pose ¢ := min{r;(x) ; j ¢ Per,,(z)}. Alors en prenant

Pir1 = D; V ¢, on obtient une structure périodique pour z. O

On construit ensuite les sous-shifts de Toeplitz & partir des suites de Toeplitz :

Definition 6.2.6 (Sous-shift de Toeplitz). Un sous-shift de Toeplitz (X, o) est 'adhérence
de l'orbite d’une suite de Toeplitz.

Remarque 6.2.2. Les éléments d’un sous-shift de Toeplitz ne sont pas tous des suites de
Toeplitz. Néanmoins, ils ont le méme p-squelette & shift pres.

On introduit & présent une notion qui nous sera utile dans la prochaine section :

Definition 6.2.7 (Phase). Soit ¥ = O(x) un sous-shift de Toeplitz de structure périodique
(Pi)ien. Soit y € ¥ et p; € (ps)ien. On définit ¢, (y) la phase de y relativement a p; comme
I'entier compris entre 0 et p; — 1 tel que

<U_<p,,j (y)@))k — 13 YV k € Per,,(x)

T = @0—@& PY P .

iHhip; 1+2p; 1+ 3p; 1+4p; i+ 5p; 1+ 6p; i+ Tp;

21



6.3 Sous-shifts minimaux de Toeplitz et extensions d’odométres

Definition 6.3.1 (Morphisme de systémes dynamiques). Soient (X, T') et (Y, S) deux sys-
témes dynamiques topologiques. Une application continue 7 : (X,T) — (Y, S) est un mor-
phisme de systémes dynamiques (factor map en anglais) si le le diagramme suivant commute :

X-T1sY

s

On dit alors que (Y, .5) est un facteur de (X, 7T), et que (X,7T) est une extension de (Y, 5).
T (X,T) — (¥,5)
extension acteur

Definition 6.3.2 (extension presque 1-1). (X, T) est une extension presque 1-1 de (Y, .S) s’il
existe un morphisme 7 : (X,7T) — (Y, 5) telle que

Y1 :={y € Y ayant une unique préimage par 7}
soit dense dans Y.
Remarque 6.3.1. Si (Y, .S) est minimal, il suffit de vérifier que Y] est non vide.

Théoreme 6.3.1. Un sous-shift minimal est de Toeplitz si et seulement si il est extension
presque 1-1 d’un odometre.

Démonstration. (=) : Soit (X, ) un sous-shift minimal de Toeplitz, de structure périodique
(pi)ien- On construit un odomeétre a partir d'une de la suite (p;);en. Pour cela on considére
I’application suivante :
T X — Z(pi)
y = (en () ep(y).)
Il faut alors vérifier que 7 est bien définie, qu’elle est continue, que c¢’est un morphisme de
systémes dynamiques, et qu’elle est presque 1-1.
e 7 est bien définie :

Tq Ty Latp; La+2p; La+3p; Lo+pir1 La+4p;
= —e ® ° ° ° ° -
| |
1 1
| A p
| !/aﬂ;p, (v) Ya+eop, (y)+pi Yv+op, 1 ()
y=— e ° oo °
| | | |
| | | |
A |
—
| |
ppl (y) :
| |
| |
| |
| |
| |
p}’ﬂrl (y)
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Soit y € 3. Par définition, p; divise p;41. Il reste a vérifier v;11(y) = ¢; [pi] pour tout
1. Pour cela on considére les notations du schéma et on écrit :

_ pir1 (Y) =
btop N <U¢ B ) o
Y +op; 1 (¥) ( ) btep; 1 (y)

_ i1 () _
Ya ) = <0‘/7P1+1 x ) = Tq
+t¢p; 11 (v) ( ) - )

Puis en effectuant la division euclidienne de ¢, , (y) par p;
Ppit1 (y) =qp;+r

Yatep, 1 ()—api = La

avec 0 < ¢p,,,(y) — qpi < p; — 1. On retrouve la définition de ¢y, (y). Donc :

@Pi(y) = ©piiq (Z/) — qp;
D’ou
pia () = 0, (y) [pi]

7 est continue :
On a vu que les ouverts étaient engendrés par les cylindres. Soit C' un cylindre de
Zp,), spécifiant les k& premieres valeurs d’'un élément de I'odometre.

C = [Cl,CQ, Ck]

Montrons que 7~ (C') est un ouvert de X. Soit i € [1; k] et y € X. Pour avoir ¢, (y) =
¢, il faut que Yo, 4¢; = Ta;, o0 o est l'indice d'un des éléments de x de période
essentielle ¢;. Quitte & choisir un «; plus petit, cette condition peut se réécrire

Y € U [CLI, A, ...y Ao4c;—15 Loy aai+ci+1...ak]

(a1, Gag oy g ) EARTT
On a donc
k
—1
™ (C) = U U [aly A2, -5 Qatci—1) Lay a‘ai‘i“ci‘i’l"'ak‘}
=1 (al,...a@i,..ak)EAk_l

qui est une réunion dénombrable de cylindres. 7 est donc une application continue.
7 est un morphisme de systémes dynamiques :

Il faut ici vérifier que m o 0 = (+1) o 7. Pour cela, il suffit de remarquer que pour
y € 2, Uopération shift revient a décaler la phase de 1 modulo p;.

Ppi (O(Q)) = Pp; (y) +1 [pz]
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e 7 est presque 1-1 :
Comme précédemment, Y; désigne I’ensemble des éléments de (Z,,), +1) qui admettent
une unique préimage par 7. Une préimage d’un élément z € Z,,) est uniquement
déterminée par son squelette (Sp,(y))ien+. Ainsi pour que la préimage soit unique, il
faut et il suffit que ce soit une suite de Toeplitz. La densité des suites de Toeplitz dans
Y} permet alors de conclure.

(<) : Soit (G, 7) un odomeétre et (X,7") un sous-shift minimal extension presque 1-1 de

(G,T).
7 (X, T) — (G,7)

Comme précédemment, on note Y; les éléments de G' qui ont une unique préimage. 7 forme
alors un homéomorphisme entre 771(Y;) et Y;. Un point de 7—!(Y;) est donc réguliérement
récurent si et seulement si son image 1’est. Or les points de 'odométre sont tous réguliérement
récurrents. 1l existe donc z € 7~ !(Y]) réguliérement récurrent, et son orbite est dense par
minimalité de X. On en déduit que X = m O

On peut aller plus loin en montrant que 'odomeétre ainsi construit est le facteur équicon-
tinu maximal du sous-shift de Toeplitz (X, o) (théoréme 6.3.2).

Definition 6.3.3 (Facteur équicontinu maximal). Soit (X,T) et (Y, 5) des systémes dyna-
miques topologiques. (Y, .5) est le facteur équicontinu maximal de (X, T') si tout autre facteur
équicontinu de (X, T) est facteur de (Y, 5).

Autrement dit, en notant 7 : (X,7) — (Y,S5), pour tout facteur équicontinu 7’ :
(X,T) — (Z,U) il existe un morphisme ~ : (Y,5) — (Z,U) telle que le diagramme
suivant commute :

|
\ it
u ¥
(Z,U)
Théoreme 6.3.2. L’odomeétre construit précédemment est le facteur équicontinu mazimal de
(3,0).

Démonstration. On a déja vu que les odométres étaient équicontinus. On montre donc la
maximalité. Soit (Y, S) un autre facteur équicontinu de (X, o) et 7’ le morphisme correspon-
dante. On cherche & construire un morphisme ~ tel que le digramme suivant commute :

(2,0) —> (Zg,), +1)

T

(¥,5)

On note Z les éléments de 'odomeétre Z,,) qui admettent une unique préimage via 7. On peut
alors définir 7|7 'application envoyant vers cette préimage. En restreignant les ensembles,
on peut donc construire |z = 7’ o 71| ;. Puis on utilise le fait que Z soit dense dans Z,,
pour prolonger par continuité. O
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