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Introduction

J’ai effectué un stage a 'Université technique de Vienne sous la supervi-
sion de Fabio Toninelli. Je tiens a le remercier tres chaleureusement pour le
temps qu’il m’a accordé, son aide précieuse et le partage de ses connaissances.
Je passais la plupart de mon temps a l'université, ou un bureau m’a été mis a
disposition au sein du département de probabilité. J’ai pu également avoir des
rencontres enrichissantes avec des doctorants, post-doctorants et chercheurs.
De plus, j’ai beaucoup apprécié visiter Vienne et ses monuments historiques,
tres riches culturellement.

Mon stage a commencé par un travail bibliographique qui a duré environ
deux mois : j’ai lu 4 articles de Milton Jara ([5], [4], [3], [2]) autour de 'uti-
lisation de la méthode entropique pour étudier des systemes de particules en
interaction. L’idée est d’utiliser I'inégalité de Yau ainsi que des estimations
entropiques pour controler I’entropie relative de la mesure spatiale du proces-
sus par rapport a une mesure simple qui heuristiquement en est une bonne
approximation. Le controle de cette entropie relative peut alors permettre
d’obtenir des théoremes limites hors équilibres (loi des grands nombres et
théoréme centrale limite). La premiere partie de ce mémoire est une réécri-
ture allégée de D'article [5].

Fabio m’a ensuite guidé pour essayer d’appliquer la méthode entropique
a I’étude d’une EDPS non-linéaire, qui heuristiquement est analogue au sys-
teme de particules de [5]. J’ai consacré les deux derniers mois de mon stage
a cette question, et malgré de nombreux obstacles, j’ai réussi a montrer des
résultats satisfaisants (mais tres probablement pas optimaux). La seconde
partie de ce mémoire est consacrée a mes travaux personnels sur le sujet.



Premiere partie

Approche entropique pour le
processus d’exclusion
faiblement asymétrique

(WASEP)

1 Le modele et les résultats

Tout d’abord, introduisons le modele. Soit d > 1 (que 'on fixe), puis
n > 1 (qui sera amené a tendre vers I'infini) : on considere le tore T¢, que
I’'on voit comme le quotient de %Zd par Paction de translation de Z? (ceci
permet de le voir comme un sous-ensemble du tore 7). Nous notons = ~ y
si x et y sont voisins (ie |y — x| = 1/n). On note B, = {e1/n,...,eq/n} ol
(e1,...,eq) est la base canonique de RY. L’espace des configurations possibles
du processus que nous allons définir est {0, 1}ch3 (une telle configuration sera
notée généralement 7, de sorte que 7, vaut 1 si une particule est présente sur
le site z et 0 sinon). Si = # y sont dans T et i une configuration, on note n*¥
la configuration pour laquelle on a échangé le site x et y. Plus précisément :

Ny Slz=2x

T,y . o _
nti=q N siz=y
7N,  sinon

RN d / sz
On consideére alors le processus de Markov sur {0, 1}» engendré par le géné-
rateur suivant :

Luf(n) = > ralz,y) na(1=my) (f(0™") = f(n))

r~y

avec une fonction de saut r, que nous allons précisons dans quelques lignes.
Cela signifie informellement que si une particule est présente en x et quun
site voisin y est libre, alors celle-ci peut sauter de x a y pendant une durée
dt avec probabilité r,(z, y)dt.

En ce qui concerne 7,, on pourrait prendre par exemple r, = n? : il
s’agit du processus d’exclusion simple symétrique (aucune transition n’est
privilégiée par rapport a une autre). Le facteur n? est 1a pour normaliser le
processus en temps : en effet, une marche aléatoire symétrique avec des pas



en 1/n parcourt une distance caractéristique v/#/n en un temps ¢ (théoréme
centrale limite), d’on I'idée de rééchelonner le temps par n?.

Cependant, nous allons considérer un processus asymétrique. Plus pré-
cisément, on se donne une fonction C* F : [0,1]¢ — R? représentant en
quelque sorte une force : les sauts des particules sont favorisés lorsqu’ils se

font dans la direction du champ de force F'. Ainsi, on pose :
ro(z, 2+ b) :=n*>+£nF (x+b/2) b

Le facteur n devant la force vient du fait qu’une marche aléatoire biaisée avec
un biais F'/n parcourt une distance caractéristique F't/n en un temps t.

En ce qui concerne la condition initiale du processus, nous nous donnons
une fonction C* u° : [0,1]¢ —]0,1[, et nous partons de la mesure initiale

® B(u?)['l On note P, la probabilité relative au processus de Markov par-
zeTd
tant de cette mesure initiale.

Maintenant que nous avons introduit le modele, discutons des résultats
obtenus par Jara et Menezes. L’idée est tout d’abord de considérer u la
solution de ’'EDP parabolique suivante :

{ Ou = Au — 2V - [u(l —u)F)|

_,,0
Ult=0 = U

Y

puis de comparer la loi de n{™, que 'on note P\, & celle de 1™ := &) B(ul).
z€Td
Pour quantifier la proximité de ces deux mesures, nous introduisons 1’en-
tropie relative d’'une mesure p = fdv par rapport a v :

H{p,v) = H(f,v) = [ fin(f) v,

Posons H,(t) = H(P™,v{™). Le résultat central de Jara et Menezes dont
tous les théoremes limites découlent est le suivant :

Théoréme 1.1. (Estimation de ’entropie relative)
On dispose d’une constante C' = C(d, F,ug) telle que pour toutt >0 :

H), () < C (Ho(t) + n"ga(n)) ,

1. On pourrait aussi commencer le processus d’une mesure "proche" de ® B(u?) : la
zeTd
proximité doit alors étre contrdlée par ’entropie relative entre les deux mesures, celle-ci
devant étre en o(n?) pour obtenir la loi des grands nombres et en o(n%?) pour obtenir le
théoreme centrale limite.



n sid=1
ot gg(n) == ¢ In(n) sid=2
1 sid>3

Ainsi, par Gronwall, on a :
H, (1) < 1€ n2gy(n).

Remarques : Pour deux mesures génériques y et v sur le tore T (qui n’ont
rien & voir entre elles), H(u,v) est de 'ordre de O(n?). Ainsi, 'estimation
précédente semble n’étre qu'une faible amélioration de cette borne générale,
mais c’est pourtant suffisant pour obtenir un théoreme type "loi des grands
nombres" (qui nécessite seulement une estimation H, = o(n?)) et type "cen-
tral limite" (qui nécessite H, = o(n%?) : on ne pourra donc l'obtenir qu’en
dimension d < 4).

De l'estimation entropique suit les deux corollaires suivant :

Proposition 1.2. (Loi des grands nombres)
Pour toute fonction f:[0,1]¢ — R bornée et A > 0,

|

Pour énoncer le théoréme centrale limite, on introduit la densité de fluc-
tuations Xt(") qui est la version centrée et normalisée de nén). Plus précisé-

ment, on pose :

1

xeTd

n—oo

>/\) — 0.

ou J, est un Dirac en z (on voit X" comme une distribution). Le fait que :

1
s < 400
2, W+ )
pour k > d/2 montre que les d,, et donc aussi X" sont dans H=*(T?)
pour k > d/2. En fait, nous allons montrer la convergence des lois fini-
dimensionnelles pour la topologie de H*(T9) avec k > d/2 + 1 (pour une
raison de tension que 1’on discutera plus tard).

Proposition 1.3. (Théoréme centrale limite)



On suppose d < 4, et soit s > d/2 + 1. Alors le processus X™ converge,
au sens de la convergence en loi pour la topologie de H_,(T?) des lois fini-
dimensionnelles, vers le processus X solution de [’équation différentielle sto-
chastique :

{ X, = AX, +2 V- [(1 = 2u) X, F] + 2us(1 — ) V- &
Xo = /u(l —u) &

ou & est un bruit blanc de T et (&)i>0 un bruit blanc vectoriel spatio-temporel
de T?, indépendants l'un de l'autre.

Remarque : L’équation différentielle stochastique vérifiée par la densité
de fluctuations est la linéarisation de I’équation différentielle vérifiée par u,
a laquelle on a ajouté un bruit blanc conservatif (1’aspect conservatif signifie
qu’il s’agit de la divergence d’un bruit blanc, et vient du fait que le nombre
de particules du systéeme reste constant au cours du temps).

Notations supplémentaires : Dans toute la suite, on travaille dans une

fenétre de temps fini [0,7]. On se donne aussi x,g9 > 0 tels que pour tout

€ [0,T], u' soit k-lipschitzienne et & valeurs dans [gg, 1 — &¢] (ils existent
car 'EDP parabolique est gentille). On pose aussi pour x € T¢ :

v ()~ ()
S = @ = w(@)

quand le contexte le sous-entend, on omettra souvent de noter le n et ¢.

2 L’estimation entropique

Le but de cette section est d’esquisser la preuve du théoréeme 1. Celle-
ci repose sur deux ingrédients principaux : d'une part 'inégalité de Yau et
d’autre part le "main lemma".

Pour mieux rendre compte de la structure de la preuve et de I’enchai-
nement des prochaines sous-sections, nous commencons par démontrer le
théoreme en faisant référence aux résultats qui seront vus dans la suite.

Démonstration. D’apres I'inégalité de Yau (appliqué au processus nt(")

s (2 n
avec pour mesures de référence les v = ®.era B(ul,)), nous avons :

/F\/ft dv™ +/< 1 - —m(\p( >)> ) g,

7



et d’apres la section 2.2, nous avons :

L1 — — (W) = — 3" RMw, + 3 Gl wwers.
n

z,
d zeTd zeTd
beBn

D’une part, d’apres le lemme 2.4] :

1 o .
/ﬁ S RMw, fPdu™ < O(H, (1) + n®).

z€TZ

D’autre part, d’apres le "main lemma' avec 0 = 1/2 :

) 1 5 -
> Gy wawass frdyy < 5”21)(\/?, y")+C (Hn@ +n di(n))

z€T4
beBn

De plus, pour n > 2||F||s, on a r,(x,y) > n?/2, donc :

1 n n n n
D (VA ™) < [TV

Comme n?* < n?2gy4(n), on a bien : H! (t) < C(H,(t) + n?2g4(n)). O

2.1 Inégalité de Yau

Présentons tout d’abord l'inégalité de Yau. Le cadre est le suivant : soit
X un processus de Markov a espace d’état fini €2, de générateur L, et I'on
veut estimer l’entropie relative de la loi du processus a l'instant £, que 1'on
note x;, a une mesure v; qui est a priori choisie pour approcher ;.

n ui sui r 'mesur u ndr ujour ur ro-
Dans ce suit, par "mesure" nous entendrons toujours "mesure de pro
babilité" et par "mesure de référence" sur {2 nous entendons une mesure qui
charge chaque élément de Q. Soit (14);>0 une famille de mesures de référence
sur €, qui soit C! en temps.
) s . vrai )

Soit v une mesure de référence (qui n’a vraiment aucune importance, elle
n’est la que pour fixer des notations), puis ¥, la densité de v; par rapport a
v et f; la densité de x; par rapport a ;. On pose :

H(t) := H(zy 1) = /Q fIn(f,) U,dv.

Posons L; l'adjoint du générateur L par rapport a vy, c’est-a-dire que
pour tout f,g: Q2 — R :

/QL;"fgdl/t:/ngdyt.

8



Posons également I' le "carré du champ" associé a L. Formellement il
s’agit pour f: Q — R :
Tf=L(f*)-2fLf.
Remarquer que si L est sous la forme Lf(x) = >, . r(2,y)(f(y)—f(x)), alors
Lf(x) =>,wr(@,y) (f(y) — f(x))? (en particulier on a toujours I'f > 0).

Proposition 2.1. (Inégalité de Yau)
Pour toutt > 0 :

<— [r/foan+ [ (L* )) f, du.

Remarque : Le terme L1 — % In(W;) est ce qui apparait dans 1’équation
rétrograde de Fokker-Planck : ainsi, si on prend v, comme la loi du processus
X a l'instant ¢ (mais parti éventuellement d’une autre mesure initiale que
xp) alors ce terme vaut 0 (dans ce cas, I'inégalité de Yau nous dit d’ailleurs
que H décroit). Ainsi, ce terme mesure la proximité des v; avec la loi du
processus X.

Démonstration. La preuve de l'inégalité de Yau est tres élémentaire : on
calcule H'(t) et on ne fait en réalité qu'une seule majoration (qui releve de la
concavité de In). Remarquons d’abord que ’équation rétrograde de Fokker-
Planck s’écrit (on a posé L* 'adjoint de L par rapport a v) :

d *
&(ftqjt) =L (ft\Ijt)u

d’ou : (Z];t\llt L*(fi¥y) — ftdd\lzt Ainsi,
H'(t) = /( +In ft)i@t du+/ftln £) % dv
:/(1+lnft)L*(ft\I/t) av— [ ft dv

- /L(lnft)ft\lft dy—/dh;(%) fi dus.

En remarquant que a(In(b) — In(a)) < 2/a(v/b — \/a) pour tout a,b > 0, on
aque fiL(In f;) < 2v/fiL\/f; = Lf; — T'\/f;. Donc :

/F\/> th+/Lft n(W;)f; du,

ce qui est exactement la formule voulue en utilisant la définition de Lj. [

9



2.2 Calcul de L;1 -0, In ¥,

Maintenant que nous avons vu l'inégalité de Yau, on voudrait 'appliquer
N n Ja 4
a notre processus de Markov x; = }P’E ) , avec comme mesure de référence

v = Q) B(u).

z€T4
Pour cela, il faut connaitre J; := Lj1 — % In ¥,. Rappelons que 1'on a
noté :
W = Ny — Ug
T (1 —uy)

En fait, des calculs élémentaires (mais assez longs) montrent que :

d

Jy=Li1l— —InV¥, = Z wy (Ly — Op)ug + Z GZ; WaWg b,
dt zeT? z€TY 7
beBn

ou :

Gw,b = n<ux+b - ux)F:erb/Z(ux + Ug4+p — 2ux“x+b) - n2<ux+b - ux)2

(Lpu), = Z N2 (Ugyp + Up_p — 2Uy)
beBy,

- Z n (Fz+b/2 (ux + Uptp — QUIuﬂc-i-b) - Fxfb/Q (u:r: + Up—p — 2uxux—b))
beBy,

En fait, £,, est une approximation discréete d’ordre 2 de I'opérateur différentiel
Lu:= Au—2V - [u(l —u)F] (c’est-a-dire que n?R? := (L, u), — (Lu), vérifie
une majoration du type ||R"|| < C' ||ul|ca). Comme u a été choisi pour
vérifier O;u = Lu, on a donc :

d 1
Jy=Li1l——InV, = ) z: O E : G?wawwrb'
n b

d zeTd z€T?
beBR

Et 'on dispose de C' = C(ug, F') tel que ||R||so, ||Glloo < C.

2.3 Formule variationnelle de I’entropie

Pour obtenir une équation différentielle sur H a partir de I'inégalité de
Yau, nous voulons contrdler [ J;f; dv, grace a H(t), et éventuellement aussi
grace a [T\/f; dy,. Ceci peut se faire grace a la formule variationnelle de
I’entropie.

10



Lemme 2.2. (Formule variationnelle de l’entropie)

Soit Q) fini, p une mesure de probabilité sur Q) et f une densité par rapport
ap. Alors :

H(f.p)i= [ fIn(f) du = sw [ fg d—n [er du

Démonstration. Le point clé est de noter que la fonction x — xlnzx est la
transformée de Legendre de la fonction z — e*~!. Autrement dit, une simple
étude variationnelle montre que :

rlogz =sup z6 — e’ L.

feR

Il est alors clair que :

Ce n’est pas tout a fait la formule voulue : pour l'obtenir, on remarque qu'une
simple étude variationnelle montre que si g : 2 — R est fixé, alors :

sup [ f(g+ ) du— [ e du= [ fgdu—tn [ e ap,

AER

ce qui conclut. O
Le corollaire de cette formule utile en pratique est le suivant :

Corollaire 2.3. Awvec les notations précédentes, pour tout g : Q@ — R et
v>0,ona:
1
[of du< = (H(fp) +1n [ an).
Y
En particulier, pour tout A C € :

H(f, 1) +1n(2)
In(1/P,(A))

]Pfdu<A) <

Cela signifie que si l'on dispose d’inégalités de concentration exponen-
tielles pour g, alors on peut controler efficacement [ fg du grace & H(f, u).
Pour établir des inégalités de concentration exponentielles, un outil tres ef-
ficace est de manipuler des variables sous—gaussiennesﬂ et d’utiliser des pro-
priétés d’indépendances.

2. Une variable aléatoire réelle X est dite o2-sous-gaussienne si E[e7X] < exp(02v?/2)
pour tout v € R. Rappelons deux propriétés essentielles : d'une part si X est centrée
et a valeurs dans un intervalle [a, b] alors X est (b — a)?/4-sous-gaussienne (inégalité de
Hoeffding) ; d’autre part, si les X, sont des variables aléatoires indépendantes et o3-sous-
gaussiennes, alors Y, X est >, o#-sous-gaussienne.

11



Nous avons maintenant les outils nécessaires pour controler le terme

1
— Z R'w, qui apparait dans l’expression de J;. En effet, nous avons :
n

zeT?d

Lemme 2.4. (Contréle entropique simple)
On dispose d’une constante C(ug) > 0 telle que pour toutes A : T4 — R

et densité f par rapport a Vt(n) :

| X Awr <O (H(FA™) +[1AI13) < O (H(F. ™) + || A]En)
zeTY

Démonstration. D’apres le corollaire précédent, on a pour tout v > 0 :

1
| X Ao fan? < (H(f, A) +n [ exp (7 > Axwx) du{‘)) ,

z€T? zeTd

puis en utilisant 'indépendance des w, sous Vt(n) (rappelons que c’est une

mesure produit) :

/ Z Agw, f dl/t(n) )+ — Z ln/exp (vAzw,) du.

z€T? 7 xer

Or, les w, sont centrés sous l/t(n) et bornés par 2¢;*, donc sont C'(ug)-sous

gaussiens par l'inégalité de Hoeffding. Ainsi, on a :

[ 5 Rewn g < (PO S apg)

xeTd

1

il suffit de prendre v = 1 pour conclure. O

On déduit immédiatement de ce lemme que :

[ X Bt 7 @ < C(HL(@) +n' ),
zeTd
C’est exactement ce type de controle qu'il nous faut (s’il n’y avait que
ce terme dans J;, on aurait un controle de H,(t) en O(n%*)). Mais si on
majore de la méme maniére le terme Y- G™'w,w, s, on obtient une bien plus
mauvaise majoration :

Z Gw,wawm+b ft th S C(H(t) + nd>7

xeTd
beBn

d’ott un contrédle de H(t) en O(n?) (ce qui n’apporte vraiment rien). Pour
controler ce terme, il va falloir raffiner les inégalités entropiques, en rempla-
cant w, par des moyennes de w sur des volumes mésoscopiques : c’est le but
du "main lemma".

12



2.4 Main lemma

On se donne G : T¢ x B, — R (dont on contrdle la norme ||G||), et
u: T — [g9,1 — &) k-lipschitzien. Rappelons que dans 'expression L;1 —
0 log ¥, se trouve un terme de la forme :

V(G) = Z Ga:,b WrWz+4b-

z€TY
beBn

Le but du "main lemma" est justement de controler efficacement les quantités
de la forme :

[ V(@) sap

ou p = Quera B(uy) et f une densité par rapport a pu. Pour controler
cette intégrale, nous allons nous servir évidemment de H(f, ;) mais aussi

de / /7 dp.

Plutot que de controler directement avec / I'v/f dp, nous contrdlons avec
la forme de Dirichlet suivante :

D(VEn) = [ X (VI = VIm) du

xr~y

Remarquer que dans le cas de notre processus de Markov, on a pour n suffi-
samment grand (n > 2||F|| de sorte que r, > n?/2) :

n*D (\/T,u) < 2/1\/7 du.

Proposition 2.5. (Main lemma)

On dispose d’une constante C = C(gg, K, ||G||s0) = C(eo, ) (||G||s + [|G]|%)
telle pour tout 6 > 0, on ait :

[V fau < 5D/ + S (H(F. ) +n*2gum)

Remarque : Le "main lemma" est un résultat completement indépendant
de notre processus de Markov (il n’y a pas d’évolution temporelle).

Démonstration. La preuve complete du "main lemma" est assez longue et
fastidieuse, nous nous contentons d’en esquisser la preuve. L’idée principale
est de remplacer les w, dans l'expression ci-dessus par des versions moyen-
nées sur des échelles mésoscopiques de w, et d’estimer 'erreur faite par ce
remplacement grace a la forme de Dirichlet.

13



Soit 1 < ¢ < n un entier représentant la taille de la boite sur laquelle nous
allons moyenner w : ¢ sera amené a dépendre de n (a priori : 1 € £ < n).
Notons A, = {0,1/n,...,(¢ —1)/n}? C T la boite élémentaire de longueur
C/n, puis pe(z) = zidlze/\z la mesure uniforme sur Ay, et ¢ = p; * po la
convolution de py avec elle-méme.

Posons alors pour tout z € T4 et b € B, les versions moyennées de w, et
V(G) suivantes :

v/ Y/
=3 @(2) Wersy Woi= Y pe(2) Wapey Wapi= Y pe(2) Gulsp o,

2€T4 2€T? 2€TY
. Y . ¢ —0 =L
puis : VH(G) := Z Gop Waldyypy = Wb Watb-
z€T? zeTd
beBY beBn

On écrit alors :
[V(©) fdu= [V(G) fau+ [V(G) - VA(G) fu,

et on contrdle la premiere intégrale par la formule variationnelle de I'entropie
et des inégalités sous-gaussiennes, tandis que 1’on contréle la seconde intégrale
par la forme de Dirichlet.

Intéressons-nous d’abord au premier terme. L’avantage de considérer des
moyennes de w est le suivant : si les (&,).ca, sont des variables aléatoires
a2 : ¢ _ 1 2 /pd : .
iid o*-sous-gaussiennes, alors {* = 5.5, §. est o°/{%-sous-gaussienne :

4 . . . . <
remplacer w, par des w, permet donc d’obtenir de bien meilleures inégalités

. . L, . 12 A
de concentration. Mais les w, n’étant plus indépendants entre eux, on controle
mal la transformée de Laplace de leur somme, ce qui est inadapté pour utiliser

directement . Il faut en fait utiliser judicieusement le fait que les &_f,f sont
indépendants lorsque 1’on ne les regarde que pour des x éloignés a plus de 2/
chacun.

Plus précisément, on introduit la notion de L-indépendance : une famille
(£I)$€Tg est dite L-indépendante si pour tout partie A C T¢ L-parcimonieuse
(ie. Vx,y € A, * # y = |y — x| > L/n sur le tore), les variables aléatoires
(€x)zea sont indépendantes. Ainsi, dans notre situation, les variables aléa-

. L =L . , . .
toires azba_}x sont 2/-indépendantes. On a la version suivante du lemme [2.3]
qui permet de faire comme si les variables aléatoires L-indépendantes étaient
indépendantes, au prix d'une constante (d + 1)L¢ :
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Lemme 2.6. Soit (éﬂc)meT;f des variables aléatoires L-indépendantes pour la
mesure v. Alors pour tout v >0 :

xETd wer

/ oL fdu< = (2deH(f DESY 1n/e%w dﬂ).

Démonstration. Bien que le résultat puisse sembler fort, la preuve est tres
simpliste. En fait, on peut construire une partition de T¢ en 2¢L¢ parties
L-parcimonieuses, qui se fait grossiérement en rassemblant dans une méme
partie les points du tore avec le méme reste dans la division euclidienne de
leurs coordonnées par L, d’ott le L¢ (mais il reste une subtilité a gérer : deux
points avec le méme reste peuvent quand méme étre a distance < L sur le
tore si ils sont proches de deux faces opposés du cube [0,1]¢ : d’otu le facteur
24 supplémentaire). Notons (Ag)res la partition précédente, alors on écrit :

&= &

z€TY kel €Ay

Chacune des sommes Y, 4, & se traite tres facilement a partir du lemme 2.3]
en utilisant la propriété de L-indépendance ; puis en sommant sur k € I, le
résultat voulu suit. O]

Ainsi, on obtient :

1 —L =2
/ Z be Wx+b fdu < — cléLdfd]—[(f7 ,u) + Z 111/67 Wab Watd
el Py z€T?
beBn beBy

Enfin, nous aurons besoin du petit lemme suivant :

Lemme 2.7. Soit X et Y deuz variables aléatoires respectivement o3 et o3

sous-gaussiennes. Alors pour 0 < v < (40102)_1, on a :

E[e?*Y] < 3.

Comme les w;frb sont C(gg)/l%-sous-gaussiens, tandis que les (fffb sont
|G||%.C (g0) /€%-sous-gaussiens, on en déduit que pour v = C~H|G|| 12 :

nd
[V f du < Cld,20) Gl (HU?“) " w)
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Ainsi, plus ¢ est grand, plus cette estimation est bonne. Evidemment,
ce sera l'inverse pour la seconde intégrale, et il faudra choisir ¢ de sorte a
équilibrer les deux majorations.

Pour estimer la seconde intégrale, on écrit d’abord V(G) — V¢(G) sous la
forme suivante :

V(G) - VZ(G) = Z Gop Wa (Wagp — Wﬁ+b);
xeTd
beBn

mais on cherche a faire apparaitre des facteurs wy;.iy — wyy. plutot que

Wy — wi, car cela nous permettra d’exploiter la forme de Dirichlet. Pour cela,
on construit ce que Jara et Menezes appellent un flot entre g, et Jg : il s’agit

d’une fonction ¢ : T¢ x B, — R telle que pour tout z € T :

50(2) - QZ(Z) = Z ¢E(z>b) - ¢€(Z - bv b)7

beBn

de sorte que 'on ait pour tout fonction g : 79 — R :

9(0) = >~ g(2)a(z) = > ¢'(z,b) (9(z +b) — g(2)),

2€T4 2€T3
beBy
d’olt en particulier : w, — w!, = Y ¢ (2,b) (Wysotp — Wyts)-

2€TY
beBn

En construisant correctement qbg, on peut faire en sorte que qﬁe soit a
support dans Ay, ainsi que :

Do @) <CW@) £ D ¢ (2,b)° < C(d) gal0).

z€T? z€T?
beBn beBn
Remarque : C’est ici qu’apparait le facteur gq4(¢), et c’est exactement lui
qui donnera a la fin le facteur gq4(n).

En utilisant le flot et apres changement de variables, on obtient :

0
V(G) = VHG) = 3 hew(G) (warry — wa)
xeTd
b €Bn

—/ ’
otton a posé : hyy(G) = > ¢ (2,0)Gopsp Wop—»-

zENy
bEBn

Pour tenir compte du facteur (w, 1y — w,) devant la fonction h, on opeére
une sorte d’intégration par parties :
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Lemme 2.8. (Intégration par parties)

Soit z,y fizés dans T, puis h : {0,1}T%" — R telle que h(n™) = h(n)
pour tout n € {0, I}Tg (typiquement telle que h ne dépende ni de n, ni de
ny). Alors pour tout 6 >0 :

[ b, — ) fap < on [ (VTrn) - VT an+ D [ pay
— (uy — uy) /hwxwy fdu.

/4
En appliquant le lemme avec h,y(G), x et y = x + V' puis en sommant

sur x et b, on obtient alors :

on? 1
[ v© - vi@) < ot + [ |G+ L24@)] ran
ou :
/4 9 y /4
= Z h.y(G), Z°(G)= Z N(Ugtry — Uz) ey (G) Waldpip
zeTY z€T?
b eBp b’ €Bn

L’avantage d’avoir réalisé cette intégration par parties est qu’en se per-
mettant de controler avec n?D(y/f, ), on a pu gagné un facteur 1/n? sur
vvé

En utilisant & nouveau les lemmesﬁet 2 (les h, b/(G) sont C(g9)]|G||% ga(f)
sous-gaussiens et (2(+1)-indépendantes), on obt1ent quavecy = (C(eg)||G||%94(£)) " :

L i) o < CNOELUO (1, )

Pour rappel, nous avions obtenu :
‘G nd
[V san < clealcil (0 + g )
Pour équilibrer les deux termes, il faut prendre ¢ de sorte que £2gy(¢) ~ cn?;

on prend donc :
n/8 sid=1
n/In(n)'/?  sid=2
n2/d sid>3

b, ~
n n— oo

Le facteur 1/8 en dimension 1 est la pour assurer que les boites sur lesquelles
on moyenne ne se chevauchent pas. On obtient alors :

JVIG) fd, [ 5 WG Fdn < Ceo)(IGllHIGI) (i) +nZgu(m))

17



Sans le terme Z°(G), la preuve serait finie ici. Cependant, celui-ci est plus
délicat & majorer que les précédents (une majoration telle que précédemment
meénerait & une majoration en H + O(n?), ce qui est trés mauvais). En fait,
on remarque que Z°(G) a la méme structure que V(G), mais auquel on a

remplacé G w, par n(u, 1y — ux)lz li(G) 11 s’agit alors de répéter le schéma
de la preuve : on introduit une version moyenné de Z‘(G), que I'on note
f/él(G), puis on fait une autre intégration par parties pour obtenir un autre
terme WY (G) et Z"(G) (avec ¢ a priori une autre longueur mésoscopique,
mais en fait on peut prendre ¢’ = ). Du fait que dans la premiére intégration
par parties, on ait gagné un facteur 1/n sur Z(G), les termes liés aux V(G),
W4G) et Z°(G) vont étre d’ordre inférieurs & ceux relatifs a V4(G), W4(GQ),
ZY@). Finalement, on obtient bien :

+C(50, Ii)

[ V(G) fdu < 002DV )+

(1G] looHIGIIZ) (H(f, 1) + 0" ga(n)) -
O

En fait, la preuve ci-dessus montre un résultat légerement plus subtil
que le "main lemma", qui sera tres utile pour montrer le principe de Gibbs-
Boltzmann. C’est le suivant :

Proposition 2.9. (Main lemma, V2)

On dispose une constante C = C(go, kK, ||G||) (la méme que dans le
"main lemma") et une fonction U(G) : {0, 1}Tﬁl — R, qui ne dépend que de
G et u (pas de la densité f), telles que pour tout 6 > 0, on ait :

> Gustonsn i < 0DV, ) + 5 [U(G) S

z€TZ
beBp

ainsi que : /U(G)fd,u <C (H(f, W) + nd’zgd(n)).
Démonstration. 11 s’agit tout simplement de prendre U(G) qui est la somme

des termes liés & V4(G), WG, VY(G), WY(G) et Z4GQ). O

3 Les théorémes limites

3.1 La loi des grands nombres

Une fois obtenu 'estimation de I'entropie relative de Pg”) par rapport
a v = Qguera B(ug), il est tres facile d’obtenir une loi des grands nombres
1.2

18



Démonstration. Soit f: T¢ — R bornée et A\ > 0, et on veut estimer :

( Z fent —ul)| > )\) .
ccGTd
L’idée est de se ramener a estlmer la probabilité de cet évenement sous la

mesure l/t (plutot que sous Pt ) Ceci peut se faire avec le corollaire [2
en effet, on a :
> A)

( > fuln >/\) _mPV?(

zer
Or, par l'inégalité de Markov exponentielle et des inégalités sous-gaussiennes,

H,(t) + In(2)
> fw(nx - ut)

x€TY

on a :

2 nd\?

Pyn fz(n >\ < 2exp (— > .
( w2 ) 7
Finalement :

H,(t) +1n(2)

P, fz(n > A _—

Z ) C([[f]loes M
et comme d’apres , H,(t)=0 (nd_di(n)) < n? on en déduit que cette
probabilité tend vers 0 quand n — oc. O

3.2 Le principe de Boltzmann-Gibbs

Soit K : [0,T] x T — R une fonction dont on contrdle ||K||s, on s’inté-
resse a estimer sous P, pour 0 <t; <t, <T:

to
/t i > Kowaweyp dt.
1

z€T?

Une quantité de cette forme apparaitra lors de la preuve du théoreme centrale
limite, et correspond en quelque sorte a l'influence de la non-linéarité de
I’équation hydrodynamique sur les fluctuations.

Bien qu’a un temps fixé t, > werd Kpwpwyip SOIL d’ordre n%? sous v, (et
sans doute aussi sous P,), Iintégrale sur [t;, ;] est en fait d’ordre o(n?/?) :
c’est d’ailleurs essentiel pour montrer notre théoreme central limite, sans quoi
il faudrait a priori rajouter un terme non linéaire a ’équation différentielle
stochastique vérifiée par les fluctuations (du type F - V(X?)), ce qui rendrait
I’étude beaucoup plus difficile !
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Théoréme 3.1. (Principe de Boltzmann-Gibbs)

On suppose d < 4. Soit K™ : [0,T] x T¢ — R uniformément bornée en n.
Alors pour tout 0 <t; <ty <T et X>0:

.

et ce uniformément sur l’ensemble {sup EK"]oo < C’} pour tout C' > 0.
neN

to 1
— K wpw,
+b
/t1 nd/Z Z T

zeT?d

n—oo

>)\) — 0,

Remarque : En fait, la preuve que I’on donne montre le résultat suivant :
pour toute dimension d, sous les hypotheses du théoreme précédent, on dis-
pose de C' = C(||K||oo, u°, F, T) telle que pour tout A > 0 :

to
limsup P, / > Klwaweis| > An®2ga(n) | < O/,
n—-+o0o t1 mGTff
to
donc informellement, le terme > KJwyw,ip est au plus d’ordre n?2gy(n).

t z€T?

L’hypothése d < 4 est exactement celle ot n92g,(n) < n?/2.

Pour contréler efficacement ce terme, Jara et Menezes se servent de 1'es-
timation suivante :

Lemme 3.2. (Estimée variationnelle des moments exponentiels d’une obser-
vable d’un processus de Markov)

On reprend les notations de l'inégalité de Yau |2.1, et on se donne V :
[0,T] x Q2 = R une fonction bornée. On commence la chaine de Markov d vy
(ie. xo = 1g), alors :

In E» [exp ( /0 "Vx) dt)]

T 1 1
g/ dt sup —i/r fdz/t+/V; fdyt+§/(L§‘1—8tlog\IJt) fduy| |
0 f

ot le supremum porte sur toutes les densités f par rapport a v;.

Démonstration. Donnons I'idée de la preuve. Il d’agit d’utiliser la formule de
Feymann-Kac suivante : pour t € [0, 7] et x € €2, on pose

gi(w) = E° [exp ( / V() ds)] ,
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alors g satisfait ’équation différentielle :

On veut controler [ godiy : on fait alors une estimation d’énergie L? pour
controler [ g2dvy, ce qui permet d’obtenir la majoration souhaitée. O

Démontrons maintenant le principe de Boltzmann-Gibbs :

Démonstration. Notons V(K) 1= 3, cqi Kpwywsyp. Tout d’abord, il est clair,
quitte a faire le méme raisonnement avec —K, qu’il suffit de montrer que :

to

t1

L’idée astucieuse est de ne pas appliquer le lemme directement avec
V(K), mais & V(K) — S(K) avec S(K) : [0,T] x {0,1}7" — R une fonc-
tion auxiliaire que nous allons préciser dans quelques lignes. Ainsi, d’apres
'inégalité de Markov exponentielle suivie du lemme [3.2] :

InP, ( /t t V(K) — S(K) dt > /\nd/Q)

t
< —2n%? +InE, [exp (2/ ’

t1

V(K) - S(K) dt)}

o2 4 [*4q — [ 0Jf dv + [20V(K) = S(K)) fdu
<24 [ sup { = [1VF avt [2v(K) = 5(6)) 1

+ [ -omw,) fdyt},

. Or, d’apres la section 2.2 :

1
L:l — 3,5 ln \Ijt = 72 Z R;wa + Z GLdewwx_;'_b .
n

zeTY z€TY
beBn

=Rn
=V(G)

D’apres la seconde version du "main lemma' (et en utilisant le fait que
pour n suffisamment grand, on ait n?D(-) < 2 I'(+)), on dispose de fonctions
U(G),U(K) : [0,T] x {0,1}7% — R dépendants uniquement de K et u° et de
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= C(||K||so, u°) telles que pour toute densité f par rapport a vy et § > 0 :

/v fdut<5/1“ Fdu o+~ /U ) fdu,
ot /U fdyt<C( (f,ut)+nd 204 (n))
/2V fdut<5/1“ Fdu 4+~ /U ) fdus
of /U ) fdn < C(H (f,l/t)+nd_29d(n))

En prenant § = 1/2, on a donc :

P, (/tt V(K) ~ S(K) dt > )\nd/2>
<oy [Ca sup { / (R + 2U(G) + 2U(K) — 25(K)) fdyt}.

t1

1
On prend alors S(K) := 572” + U(G) + U(K), de sorte que :

t2
Fu (/ V(K) = S(K) dt > )\nd/z) < exp(—yAn??) —— 0.

th n—00

Montrons maintenant que :

to
P, (/ S(K) dt > )\nd/Q) — .
t1

n—o0

P, ( / " S(K) dt > )\nd/2> < 1 / B, [S(K)] dt,

t And/2 Jy
mais : ]
EwlSU)] = [ (3Ra+U(E) +U(K)) fiv

Le premier terme a déja été estimé dans le lemme et les deux autres
termes sont estimés par la définition de U(G) et U(K) et le fait que d’apres

le théoréme n, H(P, 1) < Cn®2gy(n). Ainsi :

t d—2
P, (/ " S(K) dt > )\nd/2> <Oty — )" 910 G card < 4,

t1 nd/2 n—00
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3.3 Le théoréme central limite

Rappelons que 'on a défini Xt(n) par :

XM =3 (" (@) = w()) 6,

z€TY

que l'on voit comme un élément de H=*(T?) pour k > d/2.

Soit 7 € [0,T] et ¢ € Hy(T), puis ¢ : [0,7] — H*(T?) une fonction C*
telle que ¢, = ¢ : le choix de ¢ en fonction de ¢ sera expliquée apres. D’apres
la formule de Dynkin appliquée au processus de Markov sur {0, I}Tg x [0, 7]
engendré par le générateur L, + 0;, on obtient que :

t
M () = X () = X (p0) = [ (Ln+0) X1 () ds

est une martingale. Sa variation quadratique est par ailleurs donnée par :

t
| Tx(e,) s
0

Un calcul simple mais un peu long montre que :
t
| B+ 00X (00) ds = REO(e) + RE() + RE)

ou : ;1
RO = [ 5 X @s (La—80)ul ds,

z€T?

RUNe) = [ x0((0+AD)¢) ds

2 t 1 n
Rg,r%(@) :/0 W Z Ks,b(gps)a: WrWg+b dS,

z€TY
beBn

et ou L", A7 et K, sont des approximations discretes (d’ordre 2) des opé-
rateurs suivants :

Lu:=Au—2V - (Fu(l —u)),
Asp = Ap +2(1 —2u)F - Vo,
Kopp = 2u*(1 = u)* Fy0pp.

L’idée est alors d’écrire :



et de montrer d’une part la convergence de la martingale M*(¢) vers la
martingale :

M) = [ (V0.6 ds

avec (&t)iejo,1 un bruit blanc spatio-temporel de T? puis de choisir ¢ en
fonction de ¢ de sorte que les trois termes R soient négligeables.

Le terme Rg}%(gp) est négligeable car 8tu = Lu et que L,, est une approxi-
mation d’ordre 2 de £ (on a donc que RY) est en O(n/*7%) ce qui tend bien
vers 0 car d < 4).

Le terme Rg,l(go) converge en probabilité vers 0 en probabilité d’apres le
principe de Boltzmann-Gibbs : il est ainsi négligeable pour d < 4.

Enfin, pour que le terme R™M) soit négligeable, il faut choisir ¢ comme la
solution de I’équation de Fokker-Planck rétrograde :

{ Orpr + M(pr) =0
Or = ¢

Y

on note cette solution P, ;¢. Comme A" est une approximation de A a ’ordre
2, on obtient de méme que pour la majoration de R° que R(T}%(P.,Tgb) converge
en probabilité vers 0.

I1 ne reste plus qu'a montrer que M, () converge en probabilité vers
M, (p). Ceci se fait grace au calcul explicite de la variation quadratique de
M} (). En effet, on sait que la variation quadratique de M]*(yp) vaut :

t
[M"(p t:/ XM (p,) ds

_/ ds — > ra(@,y) m(1 =) (ps(y) — (@)’
zNyETd
\Y oo F oo
= [ds 3 3 (m0 — i) + ka0~ ) 100 eu() P + O <MnHH>
ETd
beEBR

ou on a posé : O p(z) :==n(p(x +b) —p(x)). Or,
Ne(1=N26) F12s6(1=12) = Up(1—tpip) Ftppp(1—uz) 4. wet . Wy pt o Wasyp,

D’une part la contribution des w, et w,,; converge en probabilité vers 0
d’apres la loi des grands nombres et d’autre part la contribution des
wywytp converge vers 0 d’aprés le principe de Boltzmann-Gibbg3.1} On en
déduit que :

M ()] —L— /ds/ da 2u, (1 — u,)[ Ve, () 2,
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ce qui est exactement la variation quadratique de M;(y). Or, comme on a
que :
(M ()] < Cl|Vel?,

on peut montrer que (M") est tendue dans D([0,T], H*(T%)) pour k >
d/2 + 1. Comme les discontinuités de M"(p) sont en O(n~%?) —— 0, 0on
sait que toute valeur d’adhérence pour D([0,T], H*(T?)) est une martingale
continue, et sa variation quadratique est celle ci-dessus : par un théoreme de
Lévy de caractérisation du Brownien, on en déduit que cette valeur d’adhé-
rence a nécessairement méme loi que (M(p)),5o, donc que (M(9));ciom
converge en loi pour la topologie de D([0, T, H*(T?) vers (M;)sejo 1]

Enfin, X{(¢) ﬁ u(1 —u){po, &) := Xo(p) avec & un bruit blanc de

T? d’apres le théoréme centrale limite.

En notant {F,t € [0, 7]} la filtration engendrée par {n;’,t € [0,T]}, le
fait que X{ soit Fj-mesurable et que {M*,t € [0,T]} soit une (F}*)sepo,1)-
martingale assure que I'on peut définir X et (M;);cjo,77 sur le méme espace
de probabilité, avec une filtration {F;,t € [0,T]} pour laquelle X, est Fo-
mesurable et telle que {M",¢t € [0,7]} soit une (F})cjo,r-martingale. Le
fait que My = 0 et la variation quadratique de (M;);cpo,7] assurent par le
théoreme de caractérisation de Lévy que (My)icp,) est indépendante de Fy
et en particulier de X,. Finalement, on a bien montré que :

X2(6) === Xo(Por¢)+M:(Pard) = \Ju(l — u)(Py-0,6)+ /O (VP 6,6) = X, (0),

olt £ et (&)seo,r sont indépendants. Or, il s’avere que la loi de X, (¢) est
exactement la loi de Y (¢) ot (Y7):ejo,17 est la solution de 'EDPS :

Yo = u(l—wu)§

On a donc montré la convergence des lois unidimensionnelles. Pour montrer la
convergence des lois fini-dimensionnelles; il faut itérer 'argument précédent,
en remarquant que si t; < to, M, (P.4,¢) — My, (P.,¢) est indépendant de
Fi,, donc en particulier de Xy, .

25



Deuxiéme partie

Approche entropique pour une
EDPS avec une faible
non-linéarité quadratique

4 Le cadre de I’étude et les résultats

Placons-nous sur le tore de dimension d, noté T¢. L’espace de Fourier
associé est CZd, on note Py la projection sur les modes de Fourier k tels
que |k| < N. Nous ne travaillerons dans la suite qu'avec des fonctions /
distributions sur le tore dont la moyenne est nulle. Soit ug : T — R lisse (C*)
et vy une variable aléatoire a valeurs dans D'(T'?) qui soit relativement proche
en un certain sens d’un bruit blanc (nous précisons cette hypothese dans la
section suivante). Pour n > 1, nous nous intéressons au comportement quand
n — oo de 1, la solution de I’équation différentielle stochastique suivante :

1
{ O = 5 + PuQ(Pun) + B V - €

M li—o = Yo + Bnlo

ou V - ¢ est un bruit blanc spatio-temporel conservatif indépendant de vy,
B, une suite de coefficients tendant vers 0, et () un "opérateur différentiel
quadratique', au sens ou en Fourier, on dispose de coefficients complexes o, 4
tels que :

Q(n) = B(n,n), ou:
B(ni,mo) (k) =" apqr Ti(p)72(q) pour tous ny,ne : T — R C*,
p,q

On fait les hypotheéses suivantes sur o : pour tous p, ¢, k € Z,

® Qpgk = Qg,pks

® Qpgk = A—p,—q,—k>

e, ,o=0,

® Qg kg —pt+ gy g =0, ie /go Q(¢) = 0 pour tout p : T — R lisse.
On peut toujours supposer la premiere condition quitte a modifier a.

La seconde hypothese vient du fait que I'opérateur est réel. La troisieme et

quatrieme hypothéses permettent de garantir que 'opérateur () vu comme un

champ de vecteurs est respectivement a divergence nulle et orthoradial (pour

le produit scalaire I.?) : ainsi, le flot de @ laisse invariant la mesure uniforme
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sur toutes les spheres centrées en 0 (dans I'espace de Fourier tronqué muni
de la norme %), et donc laisse en particulier invariant la mesure gaussienne
N(0,021d) qui correspond a un bruit blanc sur 7¢. Cette derniére hypothése
est fondamentale dans la suite.

Enfin, on suppose un controle du type :

Id

a <C

< 400,

ous>d-+ 2.

Bien que les conditions sur () ci-dessus paraissent tres restrictives, elles
regroupent un grand nombre d’exemples classiques.

Exemples d’opérateurs () possibles :

e KPZ 1D : d =1 et Q(p) = 0.(?)
Dans ce cas, apqr =k 1pyg=k.

_ A1/2’axA—1/2¢‘2

. Q(p)
e KPZ 2D anisotrope : d = 2 et -~
P 51/2|8yﬁ 1/2(’0’2

P1q91 — P2G2
Dans ce cas, ap g = —————— |k| 1p4q—k-

pllql
e WASEP avec force a divergence nulle :
Q(p) =F-V(¢?) avec F: T¢ — R lisse et V- F =0
Dans ce cas, apqgr = k- F(k—p—q).
Remarquez d’ailleurs que KPZ 1D en est un cas particulier (avec ' = e;).

e Navier-Stokes stochastique :

On peut aussi considérer des 1 & valeurs vectorielles. Avec 1 : RY — R? on
peut considérer I’équation différentielle stochastique suivante :

1
oy, = iAnn +P P, (Puny - V) Punn) + P V- &,

ou P est le projecteur de Leray (projecteur sur les champs de vecteurs a
divergence nulle, qui consiste en Fourier a projeter orthogonalement la fré-
quence du mode k sur k+). On peut vérifier que notre méthode s’adapte pour
traiter cette EDPS (I'idée clé derriere est "antisymétrie L?" de 1'opérateur

u— (u-V)u).

~1/2
On démontre alors une loi des grands nombres pour 3, < (nd_2 gd(n)) /

—1
et un théoréme centrale limite pour 3, < (nd_di(n)) : TEDPS limite des
fluctuations est alors exactement la linéarisation de 'EDPS non-linéaire de
départ.
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Heuristiquement, le cas Q(n) = F - V(n?) et 8, = n~%? est trés analogue
au WASEP étudié lors de la premiere partie. D’ailleurs, c’est bien pour d < 4

que n~Y? < (nd_zgd(n))il et que l'on obtient donc le théoreme central
limite.

Ces résultats ne sont cependant pas a priori optimaux : par exemple, si on
part de I’équilibre (ie ug = 0 et vy un bruit blanc), pour ) correspondant &
AKPZ 2D, il est montré dans |1] que le régime ou 'EDPS limite des fluctua-
tions est la linéarisation de PEDPS de départ est exactement 3, < In(n)~1/2

alors que nous ne le montrons seulement pour 3, < In(n)~!.

Précisons maintenant les hypothéses faites sur ug et vy.

Tout d’abord, on suppose que ug est suffisamment gentille de sorte que

la solution de ’'EDP :
{ Oru = Au+ Q(u)

U= = Ug

soit suffisamment lisse : plus précisément, on suppose dans toute la suite
qu’il existe k > 0 arbitrairement grand tel que n=" = O(f3,), et il suffit alors
de supposer que sup;e(o 7y ||Ut|| gati+nte(ray < +00 avec € > 0 arbitrairement
petit.

Pour ce qui est de la condition sur vy, rappelons la définition de ’entropie
relative. Si v et v/ sont deux mesures de probabilités sur un méme espace
polonais et que v/ est absolument continue par rapport a v, de densité relative
f, alors on note H(v',v) ou H(f,v) 'entropie relative de v’ par rapport a v,
définie par :

H v) = /flogf dv

Si X et Y sont des variables aléatoires, on définit de méme H(X,Y) en
prenant pour v et ' les mesures images Py et Py.

On fait alors I’hypothese suivante sur vy : I’entropie relative de la loi de
P, vy par rapport a la loi d'un bruit blanc tronqué, c’est-a-dire en Fourier
Qkj<nN(0,1), est en O (nd_di(n)). Cette hypotheése, bien que tres artifi-
cielle, semble essentielle pour faire fonctionner la méthode entropique.

Comme on peut s’y attendre, nous montrerons que la limite hydrody-
namique de 'EDPS est bien la solution u de 'EDP précédente. On peut
alors s’intéresser aux fluctuations de n, autour de u. Une observation fonda-
mentale est de constater que le bruit blanc normalisé 3,£ est une solution
stationnaire de 'EDPS (grace aux hypotheses faites sur ) : on peut donc
s’attendre a ce que les fluctuations restent proches en un certain sens de 3,£.

c
Ainsi on a heuristiquement a temps fixé ¢, 7,(t) = u; + 5,€ : pour quantifier
cette proximité, nous allons estimer I'entropie relative entre les deux lois de
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probabilité précédentes que I'on note H, (). C’est le résultat au coeur de cet
article :

Théoréme 4.1. (Estimation entropique)
On dispose de C > 0 tel que pour toutt > 0 :

H;\(t) < C(Ha(t) +n"ga(n))

ot cette inégalité est a prendre au sens des distm’butions.ﬁ En particulier, par
Gronwall on a :

Hy(t) < Ce®(Hy (0) + tn"?ga(n)).

Une fois cette estimation entropique obtenue, il n’est pas tres difficile de
montrer une limite hydrodynamique (ie une loi des grands nombres).

Proposition 4.2. (Limite hydrodynamique)

~1/2
Supposons [3, <K (nd*QQd(n)) / . Alors pour toutt > 0 et A\ > 0 (arbi-
trairement petit), on a :

sup P (/ (M (t) — ut)<,0’ > )\) — 0.
QDEIL;(Td) Td n—00
llellp2<1

Pour étudier I'évolution des fluctuations, il est plus confortable d’intro-
duire la version normalisée de 7,(t), notée v, (t), définie par :

Un(t) = B, (ma(t) — we) .-
Théoréme 4.3. (EDS limite pour les fluctuations)

-1
Supposons [, <K (nd_di(n)) . Alors le processus (v,) converge, en un
sens que nous allons préciser, vers la solution de I’EDPS suivante :

{ Ov = FAv+2B(u,v) + V- £

Vit=0 = Vo

Plus précisément, si 0 < t; < ... <t et ¢1,..., 0, sont dans H=(TY), avec
s>d+1, alors :

P

(W, 1), wees (0, 0)) =2 (Ut D1, -ovs {0y D))

n—-+o00

3. c’est-a-dire que pour toute fonction test positive ¢ définie sur Ry, on a H,(0)¢(0) —
JH. ()¢ (t) At < [ C(Hn(t) +n?2ga(n)e(t).)
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5 Estimation entropique

5.1 Inégalité de Yau

Pour plus de clarté, nous étudions le processus vf := £3,, (ﬁf — @) plutot

que ﬁ? directement. Remarquer qu’il est solution de :

)

{ atvn == %Avn - Rn(u) + 2 Bn(ua Un) + ﬂn@n(vn> _I_ V : 5
Un =0 = &o

ou B,(+,*) := P,B(P,,P,-), idem pour Q,, et R,(u) := 5,1 (Q(u) — Qn(u)).

On peut donc le voir comme un processus de Markov (non homogene)
dont le générateur s’écrit formellement en Fourier (par la formule d’It6) :

R
* gz:d ag(fk;) Ba(u),
2 5 5o e G0N0
D SR L0

Ip‘v|q|v‘k‘§n
W p o
oRo(kE T 950k )

Introduisons aussi le carré du champ noté I' (remarquer qu’il ne dépend ni

de t ni de n), défini formellement par :
n g2 . kP i
Lf=L{(f7) —2fL{f = Z o

kezd

of

>
oo(ky| =Y

Notons 27 la loi du processus vf et v la loi d’un bruit blanc en Fourier
(ie un produit de A (0,1)) : on pose alors f;* la densité de v* par rapport a
v. Nous avons le contrdle tres utile suivante :

Lemme 5.1. (In)égalité de Yau[l

4. Dans un cadre plus général, il s’agit seulement d’une inégalité : mais il s’agit ici
d’une égalité car le générateur est un opérateur elliptique du second ordre.
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Pour tout t > 0, en posant H,(t) == H (;f, u) on a:
H(t) = —Q/F,/ftn du+/Lfft” dv.

Démonstration. Formellement :

" N 1en dlog f,
Hl(t) :/Lt (log f; ) dp’ + ot d

)
= /ftL?(logftn) th+a/ftn dv
— [ frLytog £7) du.

~n
dv,

On a formellement :

dlogg  0Jg

or  Ox’
0210gg_629_1@2_@_48\/§2
ox2  0x2 ¢|Ox|  Ox? ox |’

d’ou on en déduit I'identité : g Llogg = Lg — 2 T'y/g. Il s’ensuit :

H(t) = —Q/F\/ﬁ du, + /Lﬁf{‘ dv.

Pour rendre pleinement rigoureux ces calculs, on suppose d’abord que f est
lisse a support compact : dans ce cas f" est lisse et décroit suffisamment vite
a l'infini pour que tous les calculs précédents soient vrais. Puis on passe a
la limite en approchant fJ' par des densités lisses & support compact fJ' (en
utilisant le fait général suivant pour un processus de Markov : H(f}", :ft?‘) <
H(fr, f2)). Nous ne rentrons pas dans les détails. O

Si on note (L})* I'adjoint de L} par rapport a v, I'inégalité de Yau se

réécrit :
H(t) = =2 [T\/fr av+ [ frav,

Le but de la section suivante est d’exprimer plus explicitement la seconde
intégrale.
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5.2 Calcul de (L})*1

Pour plus de clarté, nous omettons la dépendance en ¢ et n dans la nota-
tion des objets considérés.

/Lfdu:/dy(ﬁ)[—kgdagé) .VZ‘Q@( )
2 a%) G,
2o o Qo AP0
oS e ot )0
+ 25 (amiter aa‘%)]

Tout d’abord, en réalisant une intégration par parties gaussienne sur le
dernier terme, on voit que le dernier terme se compense exactement avec le
premier terme (ce qui traduit le fait que le bruit blanc est la mesure invariante
de la partie diffusive du générateur).

Ensuite, montrons que la contribution du quatriéme terme est nulle (ceci
traduit le fait que le bruit blanc est aussi la mesure invariante de la partie non
linéaire du générateur). En effet par une intégration par parties gaussienne :

JEZCED> 3‘9{,{) e D(P)D(g)

pllglsIn|<n

= /du(@) R Z gk 0(p)0(q)0(k) =,

Ipl:lgl,[n|<n
ou on a noté : 22,2k * 1= 2pZgk — Zplg=—k — Z¢lp=—k — 2k 1p=—q. La derniere
égalité vient du fait que si p = —q alors a,,_r = 0 par hypothese. Or

maintenant, en regroupant les termes dans la somme par triplets {p, ¢, k}, et
en utilisant le fait que :

a{p7Q77k + aq’k»ip _'_ a{kzp»iq = 07

on obtient bien que cette somme est nulle.

32



Enfin, on peut obtenir une meilleure expression pour le troisieme terme
comme suit. Comme précédemment, on réalise une intégration par parties
gaussienne qui donne :

/ dv(@) 3 g{@-ap,q,k u(p)v(q)

Ipl,lgl,[n|<n
= @) FR Y i)  S@)3k)
Ipl.lql,|n|<n
ol on a noté 12,2y 1= 242, — lg=—j. En regroupant les termes dans la somme

selon le doublet {q, k} et en remarquant que :
apyqyik + ap7k77q = _aqyk77p7
on obtient :

[ ¥ 5% g W(P)O(q)

Ipl;lgl,In|<n

— —;/dy(?)) fRODY agrptlp) : 0(q)o(k) :

Ipl,lql,In|<n

Enfin, en faisant une intégration par parties gaussienne pour traiter le
deuxieme terme, on obtient :

> Ry(w),ok)+ = Y. agr—p u(p) : 0(q)v(k) :

kezd Ipl,lal,|k|<n

Le but de la section suivante est de contrdler efficacement ces deux termes
d’une part grace au carré du champ F\/? dv et d’autre part grace a l’en-

tropie H(f,v).

5.3 Controéle de la création d’entropie

Le but de cette section est de majorer efficacement des intégrales de la
forme :

/ > R{cv(k)} fdv, / > R{cpy : 0(p)0(q) :} fdv,

kezd kezd
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en terme du carré du champ [T'\/f dv et (éventuellement) de H(f,v).

Les intégrandes précédentes faisant intervenir des sommes de monomes
avec petit nombre de variables (1 ou 2), pour majorer efficacement ces in-
tégrales par des bornes entropiques, nous introduisons pour K C Z¢ fini
I’entropie relative de la marginale K :

Hi(f,v)=H(m,(fv),mv), ou m : C?" — CK est la projection naturelle.

La formule variationnelle de I’entropie amene alors immédiatement que pour
toute fonction mesurable g : CK — R et v > 0 :

[ st fte) @) < (i f.v) +1og [ exptr) dv) ()

De plus, les inégalités log-Sobolev gaussiennes permettent de majorer Hy
grace a au terme relative a k£ dans ’expression du carré du champ :

Ik(fa I/),

d’ou en particulier :

S |kPPH(f,v) </r £ dv.

kezd

L’idée est alors d’appliquer (x) avec 7, = v/|k|? et de sommer, d’ott on
en déduit la majoration suivante pour tout v > 0 :

/kgdgk z) f(x) dv(x) < i (/F f+k§dlog/exp yar/k?) dyk) )

On en déduit alors immédiatement en prenant g(0) := R{cx Ux} Pesti-
mation du terme linéaire :

Lemme 5.2. (Estimation du terme linéaire)
Pour tout 6 >0, on a :

|/fdu %chv

kezd

x|
<o [Tyfav+ Z e

k 74
Pour traiter le terme quadratique, ¢’est un peu plus délicat, car le produit

de deux gaussiennes indépendantes n’admet pas des moments exponentielles
de tout ordre. On a le résultat suivant :
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Lemme 5.3. (Estimation du terme quadratique / "Main lemma")
So0it (Cpg)ipllgi<n SYmétrique telle que l'on ait une constante A > 0 qui
vérifie pour tout |p| < n :
A

Z |cpgl < A, Z ;| < |7 Z [e

|Cp
)
lg|<n a=n 1l PP A=

q|* < Alp|?

Alors pour tout 6 >0 :
[R S e 0)) £ fav
lp|<L|q|<n

<4 / D\/F dv + CAS GV () + 1) + CA25 1nd~2g,(n)

< (5/F fdv+C(A,0) (H(f, V) +nd_29d(n))

Démonstration. 11 faut traiter différemment les basses et hautes fréquences.

Soit L > 0 que l'on choisira plus tard. Pour les basses fréquences, on
applique simplement la formule variationnelle de ’entropie :

/ER Z Cpg  O(p)0(q) + fdv

[pI<L,|q|<n

< ’1y (H(f, v) —Hog/exp{v R Z Cpq * 0(P)0(q) }) 5

[p|<L,|q|<n

~1/2
et d’apres I'inégalité d’Hanson-Wright, pour v < C~* ( Z |cp7q|2) :

Ip|<L,|q|<n

log/exp {fy R Z Cpg * U(p)0(q) :} <1,

[pI<L,|q|<n

donc en particulier pour v = C~'L~%2A~ on a :

R > ey 9(p)ilg) : fdv < CLY2A(H(f,v) +1).

[pI<L,lq|<n

Traitons maintenant les hautes fréquences. Cette fois-ci, on applique la
formule variationnelle de I’entropie relative a la marginale {p, ¢} pour chaque
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monome :

/§R Z Cpq * v(p)u(q) :
L<|pl,lq|<n

< > = (Hp,q(f ,v) +log / exp (Vg Repg 1 0(p)B(g) ) dV)

L<p|,lql<n TP

Z Hy,y(fv)

+ 7p,q|cp7q|27

L<lpllal<n  TPa
ou on a supposé pour la derniere majoration que 7,4|¢p 4 < 1/2. Soit 6 > 0,
on prend alors L := ¢~'/? ainsi que :

1
Tpga = )
P S(pl* + 1ql?) lepgql

et on a donc :

/ R Y eyt 0p)0(g) :

L<pl lgl<n
|Cp.q
< (Ipl* + la*)epal Hpo(fiv) + ™
|p|%|:Sn e O(Ipl + laf?)
1 |Cp.al

<20 Z min(|p[*, |g|*)|cpq| Tp(fiv) + < Z %

pl.lal<n 0 i ja<n [P+ ldl
<40A D [plL, + CoT A " ga(n)

Ip|<n

< 45A/F fdv+Co A n?2g4(n).
Finalement, en sommant les deux contributions, on a obtenu :

R Z Cpg  U(p)U(q) ¢ fdv

[p|<L,|q|<n

< 454 / D\/f dv + 06~ An2gy(n) + C5~Y1A(H + 1),
et en faisant le changement de variables ¢’ = 46 A, on obtient bien :

r Z Cpg 2 O(p)0(q) + fdv

[pI<L,|q|<n

< / Ty/f dv + CA6~ 2 gy(n) + CAWYAG A (H(f, 1) +1)
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La preuve montre en fait un peu plus :

Lemme 5.4. (Main lemma V2)

On se place sous les mémes hypotheses que le "main lemma". Alors pour
tout § > 0, il existe Us(c) : C= nol’ R et Cs,79 > 0 (qui ne dépend pas de
la densité f) telle que :

/%X}M@ q) fdv(@ <5/FJ7mH%%n )+/%@ymu

et /e”lU‘s(C)‘du <1 pour0<~vy <.

Démonstration. 11 suffit de prendre Us(c) comme la partie basses fréquences
de la forme quadratique :

Us(c) := Z Cp.q0(P)0(q)-
Ipl,lq|<n
min{|p|, |q|} < §1/2

La preuve précédente montre bien la premiere majoration, et I'inégalité de
Hanson-Wright améne que pour v < C~'6~%*A, on a bien :

/elea N dy <1.

5.4 Conclusion

Nous avons maintenant toutes les clés de la preuve de I'estimation entro-
pique :

Démonstration. Tout d’abord, par l'inégalité de Yau [5.1] pour tout ¢ > 0 :

ngg—a/r¢ﬁdu+/Lﬁlﬁﬂ%

et d’apres la section [5.2], nous avons :

S R@OR) + = Y g Gp) : 0(q)0(k) ¢

kezd [p]lgl,|k|<n

Ll =R
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D’une part, d’apres les lemmes [5.2] et [7.4], pour tout § > 0 :

— 1 — |RL(a),)?
/9% S RE(u),0(k) fidv < 5/I\/ft” dv+5 3 LA ;4)’“’
lkf<n izn ]
C||u||d/2+fi+6
< n - = - -
< (5/F 4 ;

D’autre part, d’apres le lemme [7.5, on peut appliquer le lemme [5.3] : ainsi
pour tout 6 > 0 :

/; Z Qg k—p W (p) : 0(q)0(k) ¢ fi'dv < 5/1“@ dv + Cs5(H,(t) +ni2g,(n)).

[pllal,|k[<n

Donc finalement, avec § =1 :
H, (t) < C(Hq(t) +n"?ga(n)),
et donc : H,(t) < e (Hn(()) - nd_ng(n)) O
Remarque : Si « est "suffisamment petit" (typiquement, si on considere

une non-linéarité AQ avec A suffisamment petit), alors on remarque que dans
le lemme en prenant § = 1/A :

a5 O aiie)] < A [ DT ar 1AH(0) + CAnt (o)
lai il <n O0(F)
<5A / T/ dv + CAn®2g4(n),
et donc si A < 1/10, on en déduit que I'on peut majorer H/ (t) ainsi :
H)(t) < — /F [P dv + Cn"2g4(n),

or par les inégalités log-Sobolev, on en déduit :

H, (1) < —H,(t) + Cn"ga(n),
et donc finalement :

H,(t) < e "H,(0) + Cn*?gq(n),

ce qui donne une majoration uniforme en temps sur tout R, .
. t v
De plus, si on a que u PR 0 pour un H* avec s suffisamment grand, on
—+00

peut montrer que 'on peut prendre dans 'inégalité ci-dessus une constante
C; avec Cy —— 0. Ainsi, on peut alors montrer que :
t—+o00
Hy(t) — 0,

ce qui est tres naturel : cela signifie qu’il y a convergence vers 1’équilibre.
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6 Théorémes limites

Dans tout ce qui suite, nous nous plagons sur une fenétre de temps finie
[0, 7. On dispose alors de Cy > 0 tel que :

Vit € [0,T], H,(t) < Cond_zgd(n).

6.1 Loi des grands nombres

La limite hydrodynamique est facile a obtenir une fois I’estimation entro-
pique obtenue.

Théoréme 6.1. (Loi des grands nombres)
Supposons B, < (n9"2ga(n))"V2. Pour toutt >0 et A\ >0, on a :

sup ]P’(’(n(t) — nn(t),go)’ >\ ——0.

PEL?(T?)
Démonstration. On utilise la formule variationnelle de I’entropie pour obte-
nir :

_ H,(t) +1log2
P(| (v, (1), At < -
(om0 21 > A5 < B e, o0 > A

ot £ suit la loi d’un bruit blanc. Or (&, ¢) ~ N (0, ||¢|[?2) donc :

P (|{€,9) > A3, ") < exp(—, 7 el12A*/2),
et ainsi :

2Con42g4(n)3?

> 0.
N|p||2(payz nroe

P(|(vn(t), )| > A8, lollie) <

6.2 Théoréme central limite

6.2.1 Esquisse de la preuve

Soit ¢ : [0,7] x T¢ — R lisse. Ecrivons 'EDPS vérifiée par (v(™, ) :

5’t<U§n)7 <Pt> = <vt(n)7 at%> + <Avt(n) + Rn(ut) + Bn(utu Uw,gn)) + ﬁnQn(Ut(n)) +V- ft; <Pt>
= (" (8 + L)pr) + (V- &, 00) + RE(r) + SPpr) + Q2 (),
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ou l'on a posé :
L; == A+ B(u, )",
R (pr) == (Ru(ur), 1)
S (er) == (0", [Ba(ug, )" = Blug, )] 0),
Q7 (1) := Bu(@u(v™), 1).

Soit ¢ € H*(T?) et t > 0. L’EDPS précédente nous incite & prendre ¢
comme la solution de I’équation de Fokker-Planck rétrograde suivante :

Osp +Lgp =0
pr=¢

On note s € [0,t] — Ps.¢ la solution de cette équation. Comme u est lisse,
on peut montrer que B(u,-)* est un opérateur d’ordre 1, au sens ou il est
continu de HP(T9) dans HP~1(T9), et on en déduit alors qu’il existe C' > 0
tel que :

msrdy < Cllg]

sup ||Ps,t¢| H3(T%)
0<s<T

En prenant ¢, = P; ¢, nous avons :

05 (v, Pyy) = (V - &, Pyyo) + RU(Pyd) + SP(Psd) + Q2 (Pos),

donc en intégrant :

<Ut(n)7 ¢> — <v07 Po’t¢>—|—/(;t dS <V.§S, Ps7t¢>+/0t dS {R?(Ps,t¢)+8g(Ps,t¢)+QZ(Ps,t¢>}

L’idée est alors que les termes intégraux liés a R, S et Q convergent en
probabilité vers 0, d’ou on en déduit immédiatement que :

(1),6) —T (o0, Poud) + [ ds (V- £, Pusd).
00 0

n—
Mais cette limite est exactement (v, @), olt (v¢)¢epo,r) st la solution de 'EDPS :

{ aﬂ) = %A’Ut + 2B<ut,Ut) + V- ft

Vit=0 = Vo
Ainsi, si ty,...,t, sont dans [0,7T] et ¢1,...,¢, sont dans H*(T?), alors
chaque (vt(in), ¢;) converge en probabilité vers (vy,, ¢;) donc :
n n P
(<Ul$1 )7 ¢1>a ) <U7§p)7 ¢p>) m (<vt17 ¢1>7 ) <vtp7 ¢p>>7

ce qui conclut.
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6.2.2 Controle de fonctionnelles de la loi spatio-temporelle

Comme pour le WASEP, 'estimation suivante est centrale pour montrer
le théoreme centrale limite :

Lemme 6.2. Soit V : [0,T] x CZ" — R une fonction mesurable telle que
T

/ ds/eé'VS| dv < 400 pour § > 0 suffisamment petit. Alors on a :

0

tog [ exp [ Va(nl®) ds)|
< ;/Otds sgp{—/F fd1/+2/V5 fdu—i—/(L’;)*l fdy},

ou E, désigne l'espérance relative au processus 0" partant de la mesure v, et
ot le supremum parcourt les densités f par rapport a v.

La force de ce lemme réside dans le fait que qu’il permet de controler
des fonctionnelles de la loi spatio-temporelle de n™ grace a une quantité ne
faisant intervenir que les lois spatiales (elle ne requiert aucune information sur
les corrélations temporelles). De plus, cette estimation est particulierement
adaptée a I'utilisation du "main lemma'.

Démonstration. On note (t,v) le processus de Markov de générateur 0, + L}'.
Alors 'observation clé est la formule de Feynman-Kac suivante : la fonction

gi(x) = BV [exp ( [ Viwe d)] |

ou E"* désigne I'espérance relative au processus de Markov (¢, X') partant de
(t,x), vérifie '’équation différentielle suivante :

Remarquer que la quantité qui nous intéresse n’est nulle autre que :
t
Ey{eXp (/ Vi(n{™) dSﬂ = /go dv
0

L’idée est alors de poser ¢(t) := / g? dv et de réaliser une estimation

d’énergie. En effet :

#(t) =2 [(~Vigu — Lug)gu dv

( [-To+ [ g+ | <Lt>*19?>
(®),

> =X\ @
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ou l'on a posé :

At = sgp{—/f‘\/} dI/—i-/2Vt fdz/—i—/(L?)*l fdy},

ol le supremum porte sur les densités f par rapport a v.

On a donc par Gronwall :

(0) < exp (/OT As ds) &(T) = exp (/OT A ds> .

Enfin, par Cauchy-Schwarz :

Ey{exp (/Otv;(ng”)) dsﬂ = /go dv < (/98 du)1/2 < exp (; /OT)\S ds) .

]

Le corollaire vraiment utile de ce lemme est le suivant :

Corollaire 6.3. Soit V : [0,T] x CZ" = R telle que dans le lemme précédent.
On suppose qu’il existe une fonction mesurable W : [0,T] x CZ" = R telle
que pour toute densité f par rapport a v et s € [0,T] :

[V Wfn < [TF vt Cint2gu),

log/e“’o‘w‘*l dv < Cyn®2g4(n) pour un vy > 0 suffisamment petit.

Alors on dispose d’une constante C = C(Cy, C,Cy,70) > 0 telle que pour
tout t € [0,T] et A > 2C) :

IP’( /0 tVs(nﬁn)) ds > And‘di(n)) <5 _(7201

Démonstration. Tout d’abord, d’apres la second version du main lemma, on
dispose de U : [0, T] x CZ" — R mesurable telle que pour toute densité f par
rapport a v et s € [0,7] :

1
/L;1dy§§/r fdu+/Usfdy, ot

log/eWUS| dv < Csn®2g4(n) (quitte & diminuer 7o)
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On pose alors Z = W + U/2. Remarquez que 1’on a alors les deux propriétés
essentielles suivantes :

—/r f d1/+/2(VS —Z) fdy+/L:1 Fdv < Cin2g4(n),

log/e%‘ZSV2 dv < Cyn®2g4(n) ot Cy == (Cy + C5) /2

L’idée est alors la suivante, on utilise 'union bound :

p(/ V() ds > A =2gu(n))

<B( [ 2(0) ds > antgutnf2) + B( [ (V= Z) (57 ds > nt2ga(n)2),

et on estime ces deux termes séparément : le premier en utilisant une simple
inégalité entropique, et le second en utilisant le lemme précédent.

D’une part,

r d—2 2 g n
P(/o Zs(ng'”)) ds > A\n 9d(n)/2> < )\w‘—?%(n)/o E “Zs‘ (715 ))] ds
4

T
< d <Hn 1 / 0lZs/2 4 )
< )\PyondZQd(n)/o s (s)+log [ e v

C:
< 75 olt Cs = 4T(Co + C) /%

D’autre part, pour le second terme, on commence en utilisant la formule
variationnelle de I'entropie pour se ramener a estimer la probabilité relative
au processus partant de la mesure v. En remarquant que I'entropie relative

du processus de Markov (n§”>)t>0 parti de 1 par rapport a celui parti de v

vaut H,(0), on a en effet :

H,(0) + log 2

B( [ (=2 () ds > At Za(n) ) <

On estime alors cette nouvelle probabilité par l'inégalité de Markov expo-
nentielle et le lemme précédent :

logIP’l,(/oT(Vs — ZS)(ngn)) ds > )\nngd(n)/Z) < (Cp — M/2)n"2g4(n).

Finalement, on a obtenu pour n suffisamment grand :

T C
(n) d—2 < U =
IP’(/O Vs(% )ds>/\n gd(n))_)\_QC1 ouC :=0C54+Cy+1
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6.2.3 Conclusion

Nous avons maintenant tous les outils pour montrer le théoréme centrale
limite. D’apres la section 1} il s’agit de montrer que pour tout ¢t € [0,77] :

/WT@ /me /@Tm

convergent en probabilité vers 0.

Pour R, il s’agit d’appliquer le lemme technique :

|R:-L(P7,t¢)| < C’|Rn<uf)”H—S Hs < C|‘“7’H%Id+1+a”¢|’[—[s niE/Z —0

n—-+o0o

Pour &, on majore ainsi :

<’/ dr S"(P,40) dr

>)\><>\ /de " (P.o)],

puis en utilisant la formule variationnelle de ’entropie, pour tout v > 0 :

E[S2(Pre0)] = [0, Blur, ) Prud) fidv

*Hn(f, I/) + C"YHB(uTa ')*pT,t(bH%Q

d—2
<C <” ga(n) I ,md,e/2> :
v

d’oll en prenant v = n¢

a S vers 0.

, on a bien la convergence en probabilité du terme lié

Pour Q, d’apres le "main lemma V2' (que l'on peut appliquer grace
au lemme technique [7.5)), on dispose :

/?RZozquv Vo(q) Prrdb(k) fdu(0) <5/r f dv+Cs nt- (n)+/U5(c)fdy,

et /e”'U‘S(C)ldy <1 pour 0 < vy <.

donc on peut appliquer le lemme et on obtient que pour tout A > C :

( )Squ'

) Prado(k)| >
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Ainsi avec A = N <6nnd_2gd(n))_1, on a bien :

P (‘ /Ot dr QZ(PT,@)‘ > X) < (ﬁnn“gd?;))‘l e 0,

car 3, = o(n?2gq(n)). Ainsi le terme lié & Q converge bien en probabilité
vers 0, ce qui acheve la preuve.

7 Annexe technique

Nous collectons dans cet annexe technique des résultats utiles pour les
preuves, mais qui sont fastidieux et inintéressants a montrer.

Lemme 7.1. Si (0 qk)pgrezd €5t symétrique en p et q et vérifie un controle
du type :

C |k|
L[k —p—q®

avec B > d, alors on a pour tout s < 3 :

Q] <

Ko(0) = sup 3 —opasllf™
PkEL yeza (14 [pl*)(1 + [q]*)

< +00.

Lemme 7.2. Pour tout s > 0 et ¢ > 0, on dispose de C = C(g) > 0 tel que
pour tout u,v € H™(T?) :

1B (u, v)]

Hs—d/2—1—¢ < C Kr(Oé) ||U|

vl

Hs Hs
Démonstration.
[B(u,v) (k)] < D lapqslla(p)|[o(q)]
p,qEZ
1 lap g i llEl" - sl
< > R pl*lu(p)||q|*o(q)]

T 2, IpPlal

1/2 1/2
1 L L e |opqkl BT o
< | X S pReR) | X S
vica 1PI%ldl paeza 1PI%ldl
Ks(a)
< |k,‘5,1||u| He U' Hs
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On en déduit immédiatement :

1/2 1/2
s—d—2-2e1 /. o 1
(Z 1 — !B(u,v)(kﬂ?) < (Z |k!d+2) K(o)l[ul| g |v]| s+

kezd kezd
O
Lemme 7.3. Siu e H*(T?), alors pour tout r < s etn>1, on a :
[lull e
|(Id — Pp)ul|gr < pp—
Démonstration. Facile. ]

Corollaire 7.4. Soit s > —d/2—1—¢, puisy > 0, posonsr = s+~y+d/2+
1+¢. Rappelons que l'on a défini R, (u,v) := Bgl(B(u, v) —[P’nB(]P)nu,[P’nv)).
Alors :

1R, 0)l s < Cllullae|v]lze 8,07

Démonstration.

Bl Rn(u,v)|

+||P,B((Id — P,)u, v)|| s
+ ||P,B(Pu, (Id — P,)v)]

HS
_ 1B ) e
< s
—+ (7||(]}1 — HDn)1L|1¥s+d/2+1+f|’lﬂ Hs+d/2+1+e
+ CH([d — ]P)n)U’ Hs+d/241+e ‘ \u! Hs+d/2+1+¢
C
f; — H1L|1{s+w+d/2+1+f||lﬂ Hsty+d/2+1+e
n”
m
Lemme 7.5. Si (0 qk)pqrezd €5t symétrique en p et q et vérifie un controle
du type :
oy oa] < C |k|
P Tk —p—qP

avec B > d, alors pour tout s < 8 —d, p € H¥*1H(T) et p € 72

> lopgillG(R)(1+ la)* < Cucllllgarpsise (1+[pl)".

g€z
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Lemme 7.6. (0 qk)pqrezd €5t symétrique en p et q et vérifie un controle du

type :
C |k|

L+ [k—p—ql?
avec 8> d, u € HI1TE(TY) et o € HIITE(TY) ) alors :

|ap,q,k| <

HB<U, )*90 — B(u7 '>*()0H]L2(Td) < CHU||Hd+1+E(Td)H()OHHdJrlJrs(Td) n*d*€/2
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