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Introduction
J’ai effectué un stage à l’Université technique de Vienne sous la supervi-

sion de Fabio Toninelli. Je tiens à le remercier très chaleureusement pour le
temps qu’il m’a accordé, son aide précieuse et le partage de ses connaissances.
Je passais la plupart de mon temps à l’université, où un bureau m’a été mis à
disposition au sein du département de probabilité. J’ai pu également avoir des
rencontres enrichissantes avec des doctorants, post-doctorants et chercheurs.
De plus, j’ai beaucoup apprécié visiter Vienne et ses monuments historiques,
très riches culturellement.

Mon stage a commencé par un travail bibliographique qui a duré environ
deux mois : j’ai lu 4 articles de Milton Jara ([5], [4], [3], [2]) autour de l’uti-
lisation de la méthode entropique pour étudier des systèmes de particules en
interaction. L’idée est d’utiliser l’inégalité de Yau ainsi que des estimations
entropiques pour contrôler l’entropie relative de la mesure spatiale du proces-
sus par rapport à une mesure simple qui heuristiquement en est une bonne
approximation. Le contrôle de cette entropie relative peut alors permettre
d’obtenir des théorèmes limites hors équilibres (loi des grands nombres et
théorème centrale limite). La première partie de ce mémoire est une réécri-
ture allégée de l’article [5].

Fabio m’a ensuite guidé pour essayer d’appliquer la méthode entropique
à l’étude d’une EDPS non-linéaire, qui heuristiquement est analogue au sys-
tème de particules de [5]. J’ai consacré les deux derniers mois de mon stage
à cette question, et malgré de nombreux obstacles, j’ai réussi à montrer des
résultats satisfaisants (mais très probablement pas optimaux). La seconde
partie de ce mémoire est consacrée à mes travaux personnels sur le sujet.
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Première partie

Approche entropique pour le
processus d’exclusion
faiblement asymétrique
(WASEP)
1 Le modèle et les résultats

Tout d’abord, introduisons le modèle. Soit d ≥ 1 (que l’on fixe), puis
n ≥ 1 (qui sera amené à tendre vers l’infini) : on considère le tore T d

n , que
l’on voit comme le quotient de 1

n
Zd par l’action de translation de Zd (ceci

permet de le voir comme un sous-ensemble du tore T d). Nous notons x ∼ y
si x et y sont voisins (ie |y − x| = 1/n). On note Bn = {e1/n, ..., ed/n} où
(e1, ..., ed) est la base canonique de Rd. L’espace des configurations possibles
du processus que nous allons définir est {0, 1}T d

n (une telle configuration sera
notée généralement η, de sorte que ηx vaut 1 si une particule est présente sur
le site x et 0 sinon). Si x ̸= y sont dans T d

n et η une configuration, on note ηx,y

la configuration pour laquelle on a échangé le site x et y. Plus précisément :

ηx,y
z :=


ηy si z = x
ηx si z = y
ηz sinon

On considère alors le processus de Markov sur {0, 1}T d
n engendré par le géné-

rateur suivant :

Lnf(η) :=
∑
x∼y

rn(x, y) ηx(1 − ηy) (f(ηx,y) − f(η))

avec une fonction de saut rn que nous allons précisons dans quelques lignes.
Cela signifie informellement que si une particule est présente en x et qu’un
site voisin y est libre, alors celle-ci peut sauter de x à y pendant une durée
dt avec probabilité rn(x, y)dt.

En ce qui concerne rn, on pourrait prendre par exemple rn = n2 : il
s’agit du processus d’exclusion simple symétrique (aucune transition n’est
privilégiée par rapport à une autre). Le facteur n2 est là pour normaliser le
processus en temps : en effet, une marche aléatoire symétrique avec des pas
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en 1/n parcourt une distance caractéristique
√

t/n en un temps t (théorème
centrale limite), d’où l’idée de rééchelonner le temps par n2.

Cependant, nous allons considérer un processus asymétrique. Plus pré-
cisément, on se donne une fonction C∞ F : [0, 1]d → Rd, représentant en
quelque sorte une force : les sauts des particules sont favorisés lorsqu’ils se
font dans la direction du champ de force F . Ainsi, on pose :

rn(x, x ± b) := n2 ± nF (x ± b/2) · b

Le facteur n devant la force vient du fait qu’une marche aléatoire biaisée avec
un biais F/n parcourt une distance caractéristique Ft/n en un temps t.

En ce qui concerne la condition initiale du processus, nous nous donnons
une fonction C∞ u0 : [0, 1]d →]0, 1[, et nous partons de la mesure initiale⊗
x∈T d

n

B(u0
x) 1. On note Pn la probabilité relative au processus de Markov par-

tant de cette mesure initiale.

Maintenant que nous avons introduit le modèle, discutons des résultats
obtenus par Jara et Menezes. L’idée est tout d’abord de considérer u la
solution de l’EDP parabolique suivante :{

∂tu = ∆u − 2∇ · [u(1 − u)F ]
u t=0 = u0 ,

puis de comparer la loi de η
(n)
t , que l’on note P(n)

t , à celle de ν
(n)
t :=

⊗
x∈T d

n

B(ut
x).

Pour quantifier la proximité de ces deux mesures, nous introduisons l’en-
tropie relative d’une mesure µ = fdν par rapport à ν :

H(µ, ν) = H(f, ν) :=
∫

f ln(f) dν.

Posons Hn(t) = H(P(n)
t , ν

(n)
t ). Le résultat central de Jara et Menezes dont

tous les théorèmes limites découlent est le suivant :

Théorème 1.1. (Estimation de l’entropie relative)
On dispose d’une constante C = C(d, F, u0) telle que pour tout t ≥ 0 :

H ′n(t) ≤ C
(
Hn(t) + nd−2gd(n)

)
,

1. On pourrait aussi commencer le processus d’une mesure "proche" de
⊗

x∈T d
n

B(u0
x) : la

proximité doit alors être contrôlée par l’entropie relative entre les deux mesures, celle-ci
devant être en o(nd) pour obtenir la loi des grands nombres et en o(nd/2) pour obtenir le
théorème centrale limite.
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où gd(n) :=


n si d = 1

ln(n) si d = 2
1 si d ≥ 3

Ainsi, par Gronwall, on a :

Hn(t) ≤ tetC nd−2gd(n).

Remarques : Pour deux mesures génériques µ et ν sur le tore T d
n (qui n’ont

rien à voir entre elles), H(µ, ν) est de l’ordre de O(nd). Ainsi, l’estimation
précédente semble n’être qu’une faible amélioration de cette borne générale,
mais c’est pourtant suffisant pour obtenir un théorème type "loi des grands
nombres" (qui nécessite seulement une estimation Hn = o(nd)) et type "cen-
tral limite" (qui nécessite Hn = o(nd/2) : on ne pourra donc l’obtenir qu’en
dimension d < 4).

De l’estimation entropique suit les deux corollaires suivant :

Proposition 1.2. (Loi des grands nombres)
Pour toute fonction f : [0, 1]d → R bornée et λ > 0,

Pn

∣∣∣∣∣∣ 1
nd

∑
x∈T d

n

fx(ηt
x − ut

x)

∣∣∣∣∣∣ > λ

 −−−→
n→∞

0.

Pour énoncer le théorème centrale limite, on introduit la densité de fluc-
tuations X

(n)
t qui est la version centrée et normalisée de η

(n)
t . Plus précisé-

ment, on pose :
X

(n)
t = 1

nd/2

∑
x∈T d

n

(η(n)
t (x) − ut

x) δx,

où δx est un Dirac en x (on voit X
(n)
t comme une distribution). Le fait que :

∑
m∈Zd

1
(1 + |m|)2k

< +∞

pour k > d/2 montre que les δx, et donc aussi X
(n)
t , sont dans H−k(T d)

pour k > d/2. En fait, nous allons montrer la convergence des lois fini-
dimensionnelles pour la topologie de H−k(T d) avec k > d/2 + 1 (pour une
raison de tension que l’on discutera plus tard).

Proposition 1.3. (Théorème centrale limite)
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On suppose d < 4, et soit s > d/2 + 1. Alors le processus X(n) converge,
au sens de la convergence en loi pour la topologie de H−s(T d) des lois fini-
dimensionnelles, vers le processus X solution de l’équation différentielle sto-
chastique : ∂tXt = ∆Xt + 2 ∇ · [(1 − 2ut)XtF ] +

√
2ut(1 − ut) ∇ · ξt

X0 =
√

u(1 − u) ξ

où ξ est un bruit blanc de T d et (ξt)t≥0 un bruit blanc vectoriel spatio-temporel
de T d, indépendants l’un de l’autre.

Remarque : L’équation différentielle stochastique vérifiée par la densité
de fluctuations est la linéarisation de l’équation différentielle vérifiée par u,
à laquelle on a ajouté un bruit blanc conservatif (l’aspect conservatif signifie
qu’il s’agit de la divergence d’un bruit blanc, et vient du fait que le nombre
de particules du système reste constant au cours du temps).

Notations supplémentaires : Dans toute la suite, on travaille dans une
fenêtre de temps fini [0, T ]. On se donne aussi κ, ε0 > 0 tels que pour tout
t ∈ [0, T ], ut soit κ-lipschitzienne et à valeurs dans [ε0, 1 − ε0] (ils existent
car l’EDP parabolique est gentille). On pose aussi pour x ∈ T d

n :

ωn
t (x) := ηn

t (x) − ut(x)
ut(x)(1 − ut(x)) ,

quand le contexte le sous-entend, on omettra souvent de noter le n et t.

2 L’estimation entropique

Le but de cette section est d’esquisser la preuve du théorème 1. Celle-
ci repose sur deux ingrédients principaux : d’une part l’inégalité de Yau et
d’autre part le "main lemma".

Pour mieux rendre compte de la structure de la preuve et de l’enchaî-
nement des prochaines sous-sections, nous commençons par démontrer le
théorème en faisant référence aux résultats qui seront vus dans la suite.

Démonstration. D’après l’inégalité de Yau 2.1 (appliqué au processus η
(n)
t

avec pour mesures de référence les ν
(n)
t = ⊗

x∈T d
n

B(ut
x)), nous avons :

H ′n(t) ≤ −
∫

Γ
√

f
(n)
t dν

(n)
t +

∫ (
L

(n)∗
t 1 − d

dt
ln(Ψ(n)

t )
)

f
(n)
t dν

(n)
t ,
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et d’après la section 2.2, nous avons :

L
(n)∗
t 1 − d

dt
ln(Ψ(n)

t ) = 1
n2

∑
x∈T d

n

Rn,t
x ωx +

∑
x∈T d

n
b∈Bn

Gn,t
x,b ωxωx+b.

D’une part, d’après le lemme 2.4 :∫ 1
n2

∑
x∈T d

n

Rn,t
x ωx f

(n)
t dν

(n)
t ≤ C(Hn(t) + nd−4).

D’autre part, d’après le "main lemma" 2.5 avec δ = 1/2 :∫ ∑
x∈T d

n
b∈Bn

Gn,t
x,b ωxωx+b ftdνt ≤ 1

2n2D(
√

f
(n)
t , ν

(n)
t ) + C

(
Hn(t) + nd−2gd(n)

)

De plus, pour n ≥ 2||F ||∞, on a rn(x, y) ≥ n2/2, donc :

1
2n2D

(√
f

(n)
t , ν

(n)
t

)
≤
∫

Γ
√

f
(n)
t dν

(n)
t

Comme nd−4 ≪ nd−2gd(n), on a bien : H ′n(t) ≤ C(Hn(t) + nd−2gd(n)).

2.1 Inégalité de Yau
Présentons tout d’abord l’inégalité de Yau. Le cadre est le suivant : soit

X un processus de Markov à espace d’état fini Ω, de générateur L, et l’on
veut estimer l’entropie relative de la loi du processus à l’instant t, que l’on
note xt, à une mesure νt qui est a priori choisie pour approcher xt.

Dans ce qui suit, par "mesure" nous entendrons toujours "mesure de pro-
babilité" et par "mesure de référence" sur Ω nous entendons une mesure qui
charge chaque élément de Ω. Soit (νt)t≥0 une famille de mesures de référence
sur Ω, qui soit C1 en temps.

Soit ν une mesure de référence (qui n’a vraiment aucune importance, elle
n’est là que pour fixer des notations), puis Ψt la densité de νt par rapport à
ν et ft la densité de xt par rapport à νt. On pose :

H(t) := H(xt, νt) =
∫

Ω
ft ln(ft) Ψtdν.

Posons L∗t l’adjoint du générateur L par rapport à νt, c’est-à-dire que
pour tout f, g : Ω → R :∫

Ω
L∗t f g dνt =

∫
f Lg dνt.
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Posons également Γ le "carré du champ" associé à L. Formellement il
s’agit pour f : Ω → R :

Γf = L(f 2) − 2fLf.

Remarquer que si L est sous la forme Lf(x) = ∑
y∼x r(x, y)(f(y)−f(x)), alors

Γf(x) = ∑
y∼x r(x, y) (f(y) − f(x))2 (en particulier on a toujours Γf ≥ 0).

Proposition 2.1. (Inégalité de Yau)
Pour tout t ≥ 0 :

H ′(t) ≤ −
∫

Γ
√

ft dνt +
∫ (

L∗t 1 − d
dt

ln(Ψt)
)

ft dνt.

Remarque : Le terme L∗t 1 − d
dt

ln(Ψt) est ce qui apparaît dans l’équation
rétrograde de Fokker-Planck : ainsi, si on prend νt comme la loi du processus
X à l’instant t (mais parti éventuellement d’une autre mesure initiale que
x0) alors ce terme vaut 0 (dans ce cas, l’inégalité de Yau nous dit d’ailleurs
que H décroît). Ainsi, ce terme mesure la proximité des νt avec la loi du
processus X.

Démonstration. La preuve de l’inégalité de Yau est très élémentaire : on
calcule H ′(t) et on ne fait en réalité qu’une seule majoration (qui relève de la
concavité de ln). Remarquons d’abord que l’équation rétrograde de Fokker-
Planck s’écrit (on a posé L∗ l’adjoint de L par rapport à ν) :

d
dt

(ftΨt) = L∗(ftΨt),

d’où : dft

dt
Ψt = L∗(ftΨt) − ft

dΨt

dt
. Ainsi,

H ′(t) =
∫

(1 + ln ft)
dft

dt
Ψt dν +

∫
ft ln(ft)

dΨt

dt
dν

=
∫

(1 + ln ft)L∗(ftΨt) dν −
∫ dΨt

dt
ft dν

=
∫

L(ln ft)ftΨt dν −
∫ d ln(Ψt)

dt
ft dνt.

En remarquant que a(ln(b) − ln(a)) ≤ 2
√

a(
√

b −
√

a) pour tout a, b > 0, on
a que ftL(ln ft) ≤ 2

√
ftL

√
ft = Lft − Γ

√
ft. Donc :

H ′(t) ≤ −
∫

Γ
√

ft dνt +
∫

Lft − d
dt

ln(Ψt)ft dνt,

ce qui est exactement la formule voulue en utilisant la définition de L∗t .
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2.2 Calcul de L∗
t 1 − ∂t ln Ψt

Maintenant que nous avons vu l’inégalité de Yau, on voudrait l’appliquer
à notre processus de Markov xt = P(n)

t , avec comme mesure de référence
νt =

⊗
x∈T d

n

B(ut
x).

Pour cela, il faut connaître Jt := L∗t 1 − d
dt

ln Ψt. Rappelons que l’on a
noté :

ωx = ηx − ux

ux(1 − ux)
En fait, des calculs élémentaires (mais assez longs) montrent que :

Jt := L∗t 1 − d
dt

ln Ψt =
∑

x∈T d
n

ωx (Ln − ∂t)ux +
∑

x∈T d
n

b∈Bn

Gn,t
x,b ωxωx+b,

où :

Gx,b := n(ux+b − ux)Fx+b/2(ux + ux+b − 2uxux+b) − n2(ux+b − ux)2

(Lnu)x :=
∑

b∈Bn

n2(ux+b + ux−b − 2ux)

−
∑

b∈Bn

n
(
Fx+b/2(ux + ux+b − 2uxux+b) − Fx−b/2(ux + ux−b − 2uxux−b)

)

En fait, Ln est une approximation discrète d’ordre 2 de l’opérateur différentiel
Lu := ∆u − 2∇ · [u(1 − u)F ] (c’est-à-dire que n2Rn

x := (Lnu)x − (Lu)x vérifie
une majoration du type ||Rn||∞ ≤ C ||u||C4). Comme u a été choisi pour
vérifier ∂tu = Lu, on a donc :

Jt := L∗t 1 − d
dt

ln Ψt = 1
n2

∑
x∈T d

n

ωxRn
x +

∑
x∈T d

n
b∈Bn

Gn,t
x,bωxωx+b.

Et l’on dispose de C = C(u0, F ) tel que ||R||∞, ||G||∞ ≤ C.

2.3 Formule variationnelle de l’entropie
Pour obtenir une équation différentielle sur H à partir de l’inégalité de

Yau, nous voulons contrôler
∫

Jtft dνt grâce à H(t), et éventuellement aussi
grâce à

∫
Γ

√
ft dνt. Ceci peut se faire grâce à la formule variationnelle de

l’entropie.

10



Lemme 2.2. (Formule variationnelle de l’entropie)
Soit Ω fini, µ une mesure de probabilité sur Ω et f une densité par rapport

à µ. Alors :

H(f, µ) :=
∫

f ln(f) dµ = sup
g:Ω→R

∫
fg dµ − ln

∫
eg dµ.

Démonstration. Le point clé est de noter que la fonction x 7→ x ln x est la
transformée de Legendre de la fonction x 7→ ex−1. Autrement dit, une simple
étude variationnelle montre que :

x log x = sup
θ∈R

xθ − eθ−1.

Il est alors clair que :

H(f, µ) = sup
g:Ω 7→R

∫
fg dµ −

∫
eg−1 dµ.

Ce n’est pas tout à fait la formule voulue : pour l’obtenir, on remarque qu’une
simple étude variationnelle montre que si g : Ω → R est fixé, alors :

sup
λ∈R

∫
f (g + λ) dµ −

∫
eg+λ−1 dµ =

∫
fg dµ − ln

∫
eg dµ,

ce qui conclut.

Le corollaire de cette formule utile en pratique est le suivant :

Corollaire 2.3. Avec les notations précédentes, pour tout g : Ω → R et
γ > 0, on a : ∫

gf dµ ≤ 1
γ

(
H(f, µ) + ln

∫
eγg dµ

)
.

En particulier, pour tout A ⊂ Ω :

Pfdµ(A) ≤ H(f, µ) + ln(2)
ln(1/Pµ(A)) .

Cela signifie que si l’on dispose d’inégalités de concentration exponen-
tielles pour g, alors on peut contrôler efficacement

∫
fg dµ grâce à H(f, µ).

Pour établir des inégalités de concentration exponentielles, un outil très ef-
ficace est de manipuler des variables sous-gaussiennes 2 et d’utiliser des pro-
priétés d’indépendances.

2. Une variable aléatoire réelle X est dite σ2-sous-gaussienne si E[eγX ] ≤ exp(σ2γ2/2)
pour tout γ ∈ R. Rappelons deux propriétés essentielles : d’une part si X est centrée
et à valeurs dans un intervalle [a, b] alors X est (b − a)2/4-sous-gaussienne (inégalité de
Hoeffding) ; d’autre part, si les Xk sont des variables aléatoires indépendantes et σ2

k-sous-
gaussiennes, alors

∑
k Xk est

∑
k σ2

k-sous-gaussienne.
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Nous avons maintenant les outils nécessaires pour contrôler le terme
1
n2

∑
x∈T d

n

Rn
xωx qui apparaît dans l’expression de Jt. En effet, nous avons :

Lemme 2.4. (Contrôle entropique simple)
On dispose d’une constante C(u0) > 0 telle que pour toutes A : T d

n → R
et densité f par rapport à ν

(n)
t :∫ ∑

x∈T d
n

Axωx f dν
(n)
t ≤ C

(
H(f, ν

(n)
t ) + ||A||22

)
≤ C

(
H(f, ν

(n)
t ) + ||A||2∞nd

)
.

Démonstration. D’après le corollaire précédent, on a pour tout γ > 0 :∫ ∑
x∈T d

n

Axωx f dν
(n)
t ≤ 1

γ

H(f, ν
(n)
t ) + ln

∫
exp

γ
∑

x∈T d
n

Axωx

 dν
(n)
t

 ,

puis en utilisant l’indépendance des ωx sous ν
(n)
t (rappelons que c’est une

mesure produit) :∫ ∑
x∈T d

n

Axωx f dν
(n)
t ≤ 1

γ
H(t) + 1

γ

∑
x∈T d

n

ln
∫

exp (γAxωx) dνt.

Or, les ωx sont centrés sous ν
(n)
t et bornés par 2ε−1

0 , donc sont C(u0)-sous
gaussiens par l’inégalité de Hoeffding. Ainsi, on a :∫ 1

n2

∑
x∈T d

n

Rn
xωx ft dνt ≤

(
H(t)

γ
+ C2

2 γ ||A||22

)
,

il suffit de prendre γ = 1 pour conclure.

On déduit immédiatement de ce lemme que :∫ 1
n2

∑
x∈T d

n

Rn,t
x ωx f

(n)
t dν

(n)
t ≤ C(Hn(t) + nd−4).

C’est exactement ce type de contrôle qu’il nous faut (s’il n’y avait que
ce terme dans Jt, on aurait un contrôle de Hn(t) en O(nd−4)). Mais si on
majore de la même manière le terme ∑Gn,t

x ωxωx+b, on obtient une bien plus
mauvaise majoration :∫ ∑

x∈T d
n

b∈Bn

Gx,bωxωx+b ft dνt ≤ C(H(t) + nd),

d’où un contrôle de H(t) en O(nd) (ce qui n’apporte vraiment rien). Pour
contrôler ce terme, il va falloir raffiner les inégalités entropiques, en rempla-
çant ωx par des moyennes de ω sur des volumes mésoscopiques : c’est le but
du "main lemma".
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2.4 Main lemma
On se donne G : T d

n × Bn → R (dont on contrôle la norme ||G||∞), et
u : T d

n → [ε0, 1 − ε0] κ-lipschitzien. Rappelons que dans l’expression L∗t 1 −
∂t log Ψt se trouve un terme de la forme :

V (G) :=
∑

x∈T d
n

b∈Bn

Gx,b ωxωx+b.

Le but du "main lemma" est justement de contrôler efficacement les quantités
de la forme : ∫

V (G) fdµ,

où µ := ⊗
x∈T d

n
B(ux) et f une densité par rapport à µ. Pour contrôler

cette intégrale, nous allons nous servir évidemment de H(f, µ) mais aussi
de
∫

Γ
√

f dµ.

Plutôt que de contrôler directement avec
∫

Γ
√

f dµ, nous contrôlons avec
la forme de Dirichlet suivante :

D
(√

f, µ
)

=
∫ ∑

x∼y

(√
f(ηx,y) −

√
f(η)

)2
dµ.

Remarquer que dans le cas de notre processus de Markov, on a pour n suffi-
samment grand (n ≥ 2||F ||∞ de sorte que rn ≥ n2/2) :

n2D
(√

f, µ
)

≤ 2
∫

Γ
√

f dµ.

Proposition 2.5. (Main lemma)
On dispose d’une constante C = C(ε0, κ, ||G||∞) = C(ε0, κ) (||G||∞ + ||G||2∞)

telle pour tout δ > 0, on ait :∫
V (G)fdµ ≤ δn2D(

√
f, µ) + C

δ

(
H(f, µ) + nd−2gd(n)

)
.

Remarque : Le "main lemma" est un résultat complètement indépendant
de notre processus de Markov (il n’y a pas d’évolution temporelle).

Démonstration. La preuve complète du "main lemma" est assez longue et
fastidieuse, nous nous contentons d’en esquisser la preuve. L’idée principale
est de remplacer les ωx dans l’expression ci-dessus par des versions moyen-
nées sur des échelles mésoscopiques de ω, et d’estimer l’erreur faite par ce
remplacement grâce à la forme de Dirichlet.
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Soit 1 ≤ ℓ ≤ n un entier représentant la taille de la boîte sur laquelle nous
allons moyenner ω : ℓ sera amené à dépendre de n (a priori : 1 ≪ ℓ ≪ n).
Notons Λℓ = {0, 1/n, ..., (ℓ − 1)/n}d ⊂ T d

n la boîte élémentaire de longueur
ℓ/n, puis pℓ(z) = 1

ℓd 1z∈Λℓ
la mesure uniforme sur Λℓ, et qℓ = pℓ ∗ pℓ la

convolution de pℓ avec elle-même.
Posons alors pour tout x ∈ T d

n et b ∈ Bn les versions moyennées de ωx et
V (G) suivantes :

ωℓ
x :=

∑
z∈T d

n

qℓ(z) ωx+z,
→ℓ
ωx :=

∑
z∈T d

n

pℓ(z) ωx+z,
←ℓ
ωx,b :=

∑
z∈T d

n

pℓ(z) Gx−z,b ωx−z,

puis : V ℓ(G) :=
∑

x∈T d
n

b∈Bn

Gx,b ωxωℓ
x+b =

∑
x∈T d

n
b∈Bn

←ℓ
ωx,b

→ℓ
ωx+b.

On écrit alors :∫
V (G) fdµ =

∫
V ℓ(G) fdµ +

∫
V (G) − V ℓ(G) fdµ,

et on contrôle la première intégrale par la formule variationnelle de l’entropie
et des inégalités sous-gaussiennes, tandis que l’on contrôle la seconde intégrale
par la forme de Dirichlet.

Intéressons-nous d’abord au premier terme. L’avantage de considérer des
moyennes de ω est le suivant : si les (ξz)z∈Λℓ

sont des variables aléatoires
iid σ2-sous-gaussiennes, alors ξℓ = 1

ℓd

∑
z∈Λℓ

ξz est σ2/ℓd-sous-gaussienne :
remplacer ωx par des ↔ℓ

ωx permet donc d’obtenir de bien meilleures inégalités
de concentration. Mais les ↔ℓ

ωx n’étant plus indépendants entre eux, on contrôle
mal la transformée de Laplace de leur somme, ce qui est inadapté pour utiliser
directement 2.3. Il faut en fait utiliser judicieusement le fait que les ↔ℓ

ωx sont
indépendants lorsque l’on ne les regarde que pour des x éloignés à plus de 2ℓ
chacun.

Plus précisément, on introduit la notion de L-indépendance : une famille
(ξx)x∈T d

n
est dite L-indépendante si pour tout partie A ⊂ T d

n L-parcimonieuse
(ie. ∀x, y ∈ A, x ̸= y ⇒ |y − x| ≥ L/n sur le tore), les variables aléatoires
(ξx)x∈A sont indépendantes. Ainsi, dans notre situation, les variables aléa-
toires ←ℓ

ωx,b
→ℓ
ωx sont 2ℓ-indépendantes. On a la version suivante du lemme 2.3,

qui permet de faire comme si les variables aléatoires L-indépendantes étaient
indépendantes, au prix d’une constante (d + 1)Ld :
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Lemme 2.6. Soit (ξx)x∈T d
n

des variables aléatoires L-indépendantes pour la
mesure ν. Alors pour tout γ > 0 :

∫ ∑
x∈T d

n

ξx f dµ ≤ 1
γ

2dLdH(f, µ) +
∑

x∈T d
n

ln
∫

eγξx dµ

 .

Démonstration. Bien que le résultat puisse sembler fort, la preuve est très
simpliste. En fait, on peut construire une partition de T d

n en 2dLd parties
L-parcimonieuses, qui se fait grossièrement en rassemblant dans une même
partie les points du tore avec le même reste dans la division euclidienne de
leurs coordonnées par L, d’où le Ld (mais il reste une subtilité à gérer : deux
points avec le même reste peuvent quand même être à distance < L sur le
tore si ils sont proches de deux faces opposés du cube [0, 1]d : d’où le facteur
2d supplémentaire). Notons (Ak)k∈I la partition précédente, alors on écrit :∑

x∈T d
n

ξx =
∑
k∈I

∑
x∈Ak

ξx.

Chacune des sommes ∑x∈Ak
ξx se traite très facilement à partir du lemme 2.3

en utilisant la propriété de L-indépendance ; puis en sommant sur k ∈ I, le
résultat voulu suit.

Ainsi, on obtient :

∫ ∑
x∈T d

n
b∈Bn

←ℓ
ωx,b

→ℓ
ωx+b f dµ ≤ 1

γ

d4dℓdH(f, µ) +
∑

x∈T d
n

b∈Bn

ln
∫

eγ
←ℓ

ωx,b
→ℓ

ωx+b dµ

 .

Enfin, nous aurons besoin du petit lemme suivant :
Lemme 2.7. Soit X et Y deux variables aléatoires respectivement σ2

1 et σ2
2

sous-gaussiennes. Alors pour 0 ≤ γ ≤ (4σ1σ2)−1, on a :

E[eγXY ] ≤ 3.

Comme les →ℓ
ωx+b sont C(ε0)/ℓd-sous-gaussiens, tandis que les ←ℓ

ωx,b sont
||G||2∞C(ε0)/ℓd-sous-gaussiens, on en déduit que pour γ = C−1||G||−1

∞ ℓd :
∫

V ℓ(G) f dµ ≤ C(d, ε0) ||G||∞
(

H(f, µ) + nd

ℓd

)
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Ainsi, plus ℓ est grand, plus cette estimation est bonne. Évidemment,
ce sera l’inverse pour la seconde intégrale, et il faudra choisir ℓ de sorte à
équilibrer les deux majorations.

Pour estimer la seconde intégrale, on écrit d’abord V (G) − V ℓ(G) sous la
forme suivante :

V (G) − V ℓ(G) =
∑

x∈T d
n

b∈Bn

Gx,b ωx(ωx+b − ωℓ
x+b),

mais on cherche à faire apparaître des facteurs ωy+z+b′ − ωy+z plutôt que
ωy − ωℓ

y, car cela nous permettra d’exploiter la forme de Dirichlet. Pour cela,
on construit ce que Jara et Menezes appellent un flot entre qℓ et δ0 : il s’agit
d’une fonction ϕℓ : T d

n × Bn → R telle que pour tout z ∈ T d
n :

δ0(z) − qℓ(z) =
∑

b∈Bn

ϕℓ(z, b) − ϕℓ(z − b, b),

de sorte que l’on ait pour tout fonction g : T d
n → R :

g(0) −
∑

z∈T d
n

g(z)qℓ(z) =
∑

z∈T d
n

b∈Bn

ϕℓ(z, b) (g(z + b) − g(z)),

d’où en particulier : ωy − ωℓ
y =

∑
z∈T d

n
b∈Bn

ϕℓ(z, b) (ωy+z+b − ωy+z).

En construisant correctement ϕℓ, on peut faire en sorte que ϕℓ soit à
support dans Λ2ℓ, ainsi que :∑

x∈T d
n

b∈Bn

|ϕℓ(x, b)| ≤ C(d) ℓ,
∑

x∈T d
n

b∈Bn

ϕℓ(x, b)2 ≤ C(d) gd(ℓ).

Remarque : C’est ici qu’apparaît le facteur gd(ℓ), et c’est exactement lui
qui donnera à la fin le facteur gd(n).

En utilisant le flot et après changement de variables, on obtient :

V (G) − V ℓ(G) =
∑

x∈T d
n

b′∈Bn

←−ℓ

hx,b′(G) (ωx+b′ − ωx) ,

où on a posé :
←−ℓ

hx,b′(G) =
∑

z∈Λℓ
b∈Bn

ϕℓ(z, b′)Gx−b−z,b ωx−b−z.

Pour tenir compte du facteur (ωx+b′ − ωx) devant la fonction h, on opère
une sorte d’intégration par parties :
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Lemme 2.8. (Intégration par parties)
Soit x, y fixés dans T d

n , puis h : {0, 1}T d
n → R telle que h(ηx,y) = h(η)

pour tout η ∈ {0, 1}T d
n (typiquement telle que h ne dépende ni de ηx ni de

ηy). Alors pour tout δ > 0 :∫
h(ωy − ωx)fdµ ≤ δn2

∫ (√
f(ηx,y) −

√
f(η)

)2
dµ + C(ε0)

δn2

∫
h2 fdµ

− (uy − ux)
∫

hωxωy fdµ.

En appliquant le lemme avec
←−ℓ

hx,b′(G), x et y = x + b′ puis en sommant
sur x et b′, on obtient alors :∫ (

V (G) − V ℓ(G)
)

fdµ ≤ δn2

2 D(
√

f, µ) +
∫ [

C(ε0)
δn2 W ℓ(G) + 1

n
Zℓ(G)

]
fdµ,

où :

W ℓ(G) =
∑

x∈T d
n

b′∈Bn

←−ℓ

hx,b′(G)2, Zℓ(G) =
∑

x∈T d
n

b′∈Bn

n(ux+b′ − ux)
←−ℓ

hx,b′(G) ωxωx+b′ ,

L’avantage d’avoir réalisé cette intégration par parties est qu’en se per-
mettant de contrôler avec n2D(

√
f, µ), on a pu gagné un facteur 1/n2 sur

W ℓ.
En utilisant à nouveau les lemmes 2.6 et 2.7 (les

←−ℓ

hx,b′(G) sont C(ε0)||G||2∞gd(ℓ)
sous-gaussiens et (2ℓ+1)-indépendantes), on obtient qu’avec γ = (C(ε0)||G||2∞gd(ℓ))−1 :

1
n2

∫
W ℓ(G) fdµ ≤ C(ε0)||G||2∞ℓdgd(ℓ)

n2

(
H(f, µ) + nd

ℓd

)
.

Pour rappel, nous avions obtenu :∫
V ℓ(G) fdµ ≤ C(ε0)||G||∞

(
H(f, µ) + nd

ℓd

)
.

Pour équilibrer les deux termes, il faut prendre ℓ de sorte que ℓdgd(ℓ) ∼ cn2 ;
on prend donc :

ℓn ∼
n→∞


n/8 si d = 1
n/ ln(n)1/2 si d = 2
n2/d si d ≥ 3

Le facteur 1/8 en dimension 1 est là pour assurer que les boîtes sur lesquelles
on moyenne ne se chevauchent pas. On obtient alors :∫

V ℓ(G) fdµ,
∫ 1

n2 W ℓ(G) fdµ ≤ C(ε0)(||G||∞+||G||2∞)
(
H(f, µ) + nd−2gd(n)

)
.
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Sans le terme Zℓ(G), la preuve serait finie ici. Cependant, celui-ci est plus
délicat à majorer que les précédents (une majoration telle que précédemment
mènerait à une majoration en H + O(nd), ce qui est très mauvais). En fait,
on remarque que Zℓ(G) a la même structure que V (G), mais auquel on a
remplacé Gxωx par n(ux+b′ − ux)

←−ℓ

hx,b′(G). Il s’agit alors de répéter le schéma
de la preuve : on introduit une version moyenné de Zℓ(G), que l’on note
Ṽ ℓ′(G), puis on fait une autre intégration par parties pour obtenir un autre
terme W̃ ℓ′(G) et Z̃ℓ′(G) (avec ℓ′ a priori une autre longueur mésoscopique,
mais en fait on peut prendre ℓ′ = ℓ). Du fait que dans la première intégration
par parties, on ait gagné un facteur 1/n sur Zℓ(G), les termes liés aux Ṽ ℓ(G),
W̃ ℓ(G) et Z̃ℓ(G) vont être d’ordre inférieurs à ceux relatifs à V ℓ(G), W ℓ(G),
Zℓ(G). Finalement, on obtient bien :∫

V (G) fdµ ≤ δn2D(
√

d, µ)+C(ε0, κ)
δ

(||G||∞+||G||2∞)
(
H(f, µ) + nd−2gd(n)

)
.

En fait, la preuve ci-dessus montre un résultat légèrement plus subtil
que le "main lemma", qui sera très utile pour montrer le principe de Gibbs-
Boltzmann. C’est le suivant :

Proposition 2.9. (Main lemma, V2)
On dispose une constante C = C(ε0, κ, ||G||∞) (la même que dans le

"main lemma") et une fonction U(G) : {0, 1}T d
n → R, qui ne dépend que de

G et u (pas de la densité f), telles que pour tout δ > 0, on ait :∫ ∑
x∈T d

n
b∈Bn

Gx,bωxωx+b fdµ ≤ δn2D(
√

f, µ) + 1
δ

∫
U(G)fdµ,

ainsi que :
∫

U(G)fdµ ≤ C
(
H(f, µ) + nd−2gd(n)

)
.

Démonstration. Il s’agit tout simplement de prendre U(G) qui est la somme
des termes liés à V ℓ(G), W ℓ(G), Ṽ ℓ(G), W̃ ℓ(G) et Z̃ℓ(G).

3 Les théorèmes limites

3.1 La loi des grands nombres
Une fois obtenu l’estimation 1.1 de l’entropie relative de P(n)

t par rapport
à νt := ⊗

x∈T d
n

B(ux), il est très facile d’obtenir une loi des grands nombres
1.2.
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Démonstration. Soit f : T d
n → R bornée et λ > 0, et on veut estimer :

Pn

∣∣∣∣∣∣ 1
nd

∑
x∈T d

n

fx(ηt
x − ut

x)

∣∣∣∣∣∣ > λ

 .

L’idée est de se ramener à estimer la probabilité de cet évènement sous la
mesure ν

(n)
t (plutôt que sous P(n)

t ). Ceci peut se faire avec le corollaire 2.3 ;
en effet, on a :

Pn

∣∣∣∣∣∣ 1
nd

∑
x∈T d

n

fx(ηt
x − ut

x)

∣∣∣∣∣∣ > λ

 ≤ Hn(t) + ln(2)

− lnPνn
t

(∣∣∣∣∣ 1
nd

∑
x∈T d

n

fx(ηt
x − ut

x)
∣∣∣∣∣ > λ

) .

Or, par l’inégalité de Markov exponentielle et des inégalités sous-gaussiennes,
on a :

Pνn
t

∣∣∣∣∣∣ 1
nd

∑
x∈T d

n

fx(ηt
x − ut

x)

∣∣∣∣∣∣ > λ

 ≤ 2 exp
(

−2 ndλ2

||f ||2∞

)
.

Finalement :

Pn

∣∣∣∣∣∣ 1
nd

∑
x∈T d

n

fx(ηt
x − ut

x)

∣∣∣∣∣∣ > λ

 ≤ Hn(t) + ln(2)
C(||f ||∞, λ)nd

,

et comme d’après 1.1, Hn(t) = O
(
nd−2gd(n)

)
≪ nd, on en déduit que cette

probabilité tend vers 0 quand n → ∞.

3.2 Le principe de Boltzmann-Gibbs

Soit K : [0, T ] × T d
n → R une fonction dont on contrôle ||K||∞, on s’inté-

resse à estimer sous Pn pour 0 ≤ t1 < t2 ≤ T :∫ t2

t1

1
nd/2

∑
x∈T d

n

Kxωxωx+b dt.

Une quantité de cette forme apparaîtra lors de la preuve du théorème centrale
limite, et correspond en quelque sorte à l’influence de la non-linéarité de
l’équation hydrodynamique sur les fluctuations.

Bien qu’à un temps fixé t, ∑x∈T d
n

Kxωxωx+b soit d’ordre nd/2 sous νt (et
sans doute aussi sous Pn), l’intégrale sur [t1, t2] est en fait d’ordre o(nd/2) :
c’est d’ailleurs essentiel pour montrer notre théorème central limite, sans quoi
il faudrait a priori rajouter un terme non linéaire à l’équation différentielle
stochastique vérifiée par les fluctuations (du type F · ∇(X2)), ce qui rendrait
l’étude beaucoup plus difficile !
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Théorème 3.1. (Principe de Boltzmann-Gibbs)
On suppose d < 4. Soit Kn : [0, T ] × T d

n → R uniformément bornée en n.
Alors pour tout 0 ≤ t1 < t2 ≤ T et λ > 0 :

Pn

∣∣∣∣∣∣
∫ t2

t1

1
nd/2

∑
x∈T d

n

Kn
x ωxωx+b

∣∣∣∣∣∣ > λ

 −−−→
n→∞

0,

et ce uniformément sur l’ensemble
{

sup
n∈N

||Kn||∞ ≤ C

}
pour tout C > 0.

Remarque : En fait, la preuve que l’on donne montre le résultat suivant :
pour toute dimension d, sous les hypothèses du théorème précédent, on dis-
pose de C = C(||K||∞, u0, F, T ) telle que pour tout λ > 0 :

lim sup
n→+∞

Pn

∣∣∣∣∣∣
∫ t2

t1

∑
x∈T d

n

Kn
x ωxωx+b

∣∣∣∣∣∣ > λnd−2gd(n)
 ≤ C/λ,

donc informellement, le terme
∫ t2

t1

∑
x∈T d

n

Kn
x ωxωx+b est au plus d’ordre nd−2gd(n).

L’hypothèse d < 4 est exactement celle où nd−2gd(n) ≪ nd/2.

Pour contrôler efficacement ce terme, Jara et Menezes se servent de l’es-
timation suivante :

Lemme 3.2. (Estimée variationnelle des moments exponentiels d’une obser-
vable d’un processus de Markov)

On reprend les notations de l’inégalité de Yau 2.1, et on se donne V :
[0, T ] × Ω → R une fonction bornée. On commence la chaîne de Markov à ν0
(ie. x0 = ν0), alors :

ln Eν0

[
exp

(∫ T

0
Vt(Xt) dt

)]

≤
∫ T

0
dt sup

f

[
−1

2

∫
Γ
√

f dνt +
∫

Vt fdνt + 1
2

∫
(L∗t 1 − ∂t log Ψt) fdνt

]
,

où le supremum porte sur toutes les densités f par rapport à νt.

Démonstration. Donnons l’idée de la preuve. Il d’agit d’utiliser la formule de
Feymann-Kac suivante : pour t ∈ [0, T ] et x ∈ Ω, on pose

gt(x) = Ex

[
exp

(∫ T

t
Vs(Xs−t) ds

)]
,
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alors g satisfait l’équation différentielle :{
∂tgt = −Lgt − Vt · gt

gT = 1

On veut contrôler
∫

g0dν0 : on fait alors une estimation d’énergie L2 pour
contrôler

∫
g2

t dνt, ce qui permet d’obtenir la majoration souhaitée.

Démontrons maintenant le principe de Boltzmann-Gibbs :

Démonstration. Notons V (K) := ∑
x∈T d

n
Kxωxωx+b. Tout d’abord, il est clair,

quitte à faire le même raisonnement avec −K, qu’il suffit de montrer que :

P
(∫ t2

t1
V (K) dt > λnd/2

)
−−−→
n→∞

0

L’idée astucieuse est de ne pas appliquer le lemme 3.2 directement avec
V (K), mais à V (K) − S(K) avec S(K) : [0, T ] × {0, 1}T d

n → R une fonc-
tion auxiliaire que nous allons préciser dans quelques lignes. Ainsi, d’après
l’inégalité de Markov exponentielle suivie du lemme 3.2 :

lnPn

(∫ t2

t1
V (K) − S(K) dt > λnd/2

)
≤ −2λnd/2 + lnEn

[
exp

(
2
∫ t2

t1
V (K) − S(K) dt

)]
≤ −2λnd/2 +

∫ t2

t1
dt sup

f

{
−
∫

Γ
√

f dνt +
∫

2(V (K) − S(K)) fdνt

+
∫

(L∗t 1 − ∂t ln Ψt) fdνt

}
.

. Or, d’après la section 2.2 :

L∗t 1 − ∂t ln Ψt = 1
n2

∑
x∈T d

n

Rn
xωx︸ ︷︷ ︸

=:Rn

+
∑

x∈T d
n

b∈Bn

Gx,bωxωx+b

︸ ︷︷ ︸
=:V (G)

.

D’après la seconde version du "main lemma" 2.9 (et en utilisant le fait que
pour n suffisamment grand, on ait n2D(·) ≤ 2 Γ(·)), on dispose de fonctions
U(G), U(K) : [0, T ] × {0, 1}T d

n → R dépendants uniquement de K et u0 et de
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C = C(||K||∞, u0) telles que pour toute densité f par rapport à νt et δ > 0 :∫
V (G) fdνt ≤ δ

∫
Γ
√

f dνt + 1
δ

∫
U(G) fdνt

et
∫

U(G) fdνt ≤ C
(
H(f, νt) + nd−2gd(n)

)
∫

2V (K) fdνt ≤ δ
∫

Γ
√

f dνt + 1
δ

∫
U(K) fdνt

et
∫

U(K) fdνt ≤ C
(
H(f, νt) + nd−2gd(n)

)
En prenant δ = 1/2, on a donc :

lnPn

(∫ t2

t1
V (K) − S(K) dt > λnd/2

)
≤ −2λnd/2 +

∫ t2

t1
dt sup

f

{∫
(Rn + 2U(G) + 2U(K) − 2S(K)) fdνt

}
.

On prend alors S(K) := 1
2Rn + U(G) + U(K), de sorte que :

Pn

(∫ t2

t1
V (K) − S(K) dt > λnd/2

)
≤ exp(−γλnd/2) −−−→

n→∞
0.

Montrons maintenant que :

Pn

(∫ t2

t1
S(K) dt > λnd/2

)
−−−→
n→∞

0.

Or :
Pn

(∫ t2

t1
S(K) dt > λnd/2

)
≤ 1

λnd/2

∫ t2

t1
En[S(K)] dt,

mais :
E

η
(n)
t

[S(K)] =
∫ (1

2Rn + U(G) + U(K)
)

ftdνt

Le premier terme a déjà été estimé dans le lemme 2.4, et les deux autres
termes sont estimés par la définition de U(G) et U(K) et le fait que d’après
le théorème 1.1, H(P(n)

t , νt) ≤ Cnd−2gd(n). Ainsi :

Pn

(∫ t2

t1
S(K) dt > λnd/2

)
≤ C|t2 − t1|

nd−2gd(n)
nd/2 −−−→

n→∞
0 car d < 4.
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3.3 Le théorème central limite
Rappelons que l’on a défini X

(n)
t par :

X
(n)
t =

∑
x∈T d

n

(
η

(n)
t (x) − ut(x)

)
δx,

que l’on voit comme un élément de H−k(T d) pour k > d/2.
Soit τ ∈ [0, T ] et ϕ ∈ Hk(T d), puis φ : [0, τ ] → Hk(T d) une fonction C1

telle que φτ = ϕ : le choix de φ en fonction de ϕ sera expliquée après. D’après
la formule de Dynkin appliquée au processus de Markov sur {0, 1}T d

n × [0, τ ]
engendré par le générateur Ln + ∂t, on obtient que :

Mn
t (φ) := X

(n)
t (φt) − X

(n)
0 (φ0) −

∫ t

0
(Ln + ∂s)X(n)

s (φs) ds

est une martingale. Sa variation quadratique est par ailleurs donnée par :∫ t

0
ΓX(n)

s (φs) ds

Un calcul simple mais un peu long montre que :∫ t

0
(Ln + ∂s)X(n)

s (φs) ds = R(0)
t,n(φ) + R(1)

t,n(φ) + R(2)
t,n(φ),

où :
R(0)

t,n(φ) =
∫ t

0

1
nd/2

∑
x∈T d

n

φx (Ln − ∂s) us
x ds,

R(1)
t,n(φ) =

∫ t

0
Xn

s

(
(∂s + Λn

s ) φ
)

ds,

R(2)
t,n(φ) =

∫ t

0

1
nd/2

∑
x∈T d

n
b∈Bn

Kn
s,b(φs)x ωxωx+b ds,

et où Ln, Λn
s et Kn

x,b sont des approximations discrètes (d’ordre 2) des opé-
rateurs suivants :

Lu := ∆u − 2∇ · (Fu(1 − u)) ,

Λsφ := ∆φ + 2(1 − 2u)F · ∇φ,

Ks,bφ := 2u2(1 − u)2Fb∂bφ.

L’idée est alors d’écrire :

X(n)
τ (ϕ) = X

(n)
0 (φ0) + M (n)

τ (φ) + R(0)
τ,n(φ) + R(1)

τ,n(φ) + R(2)
τ,n(φ),
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et de montrer d’une part la convergence de la martingale Mn
t (φ) vers la

martingale :
Mt(φ) :=

∫ t

0
⟨∇φs, ξs⟩ ds,

avec (ξt)t∈[0,τ ] un bruit blanc spatio-temporel de T d, puis de choisir φ en
fonction de ϕ de sorte que les trois termes R soient négligeables.

Le terme R(0)
τ,n(φ) est négligeable car ∂tu = Lu et que Ln est une approxi-

mation d’ordre 2 de L (on a donc que R(0)
τ,n est en O(nd/2−2) ce qui tend bien

vers 0 car d < 4).
Le terme R(2)

τ,n(φ) converge en probabilité vers 0 en probabilité d’après le
principe de Boltzmann-Gibbs : il est ainsi négligeable pour d < 4.

Enfin, pour que le terme R(1) soit négligeable, il faut choisir φ comme la
solution de l’équation de Fokker-Planck rétrograde :{

∂tφt + Λt(φt) = 0
φτ = ϕ

,

on note cette solution P•,τ ϕ. Comme Λn est une approximation de Λ à l’ordre
2, on obtient de même que pour la majoration de R0 que R(1)

τ,n(P•,τ ϕ) converge
en probabilité vers 0.

Il ne reste plus qu’à montrer que Mn
t (φ) converge en probabilité vers

Mt(φ). Ceci se fait grâce au calcul explicite de la variation quadratique de
Mn

t (φ). En effet, on sait que la variation quadratique de Mn
t (φ) vaut :

[Mn(φ)]t =
∫ t

0
ΓX(n)

s (φs) ds

=
∫ t

0
ds

1
nd

∑
x∼y∈T d

n

rn(x, y) ηs
x(1 − ηs

y) (φs(y) − φs(x))2

=
∫ t

0
ds

1
nd

∑
x∈T d

n
b∈Bn

(
ηs

x(1 − ηs
x+b) + ηs

x+b(1 − ηs
x)
)

|∂n
b φs(x)|2 + O

(
||∇φ||∞||F ||∞

n

)

où on a posé : ∂n
b φ(x) := n (φ(x + b) − φ(x)). Or,

ηx(1−ηx+b)+ηx+b(1−ηx) = ux(1−ux+b)+ux+b(1−ux)+...ωx+...ωx+b+...ωxωx+b,

D’une part la contribution des ωx et ωx+b converge en probabilité vers 0
d’après la loi des grands nombres 1.2 et d’autre part la contribution des
ωxωx+b converge vers 0 d’après le principe de Boltzmann-Gibbs3.1. On en
déduit que :

[Mn(φ)]t P−−−−→
n→+∞

∫ t

0
ds
∫

T d
dx 2ux(1 − ux)|∇φs(x)|2,
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ce qui est exactement la variation quadratique de Mt(φ). Or, comme on a
que :

[Mn(φ)]t ≤ C||∇φ||2,

on peut montrer que (Mn
· ) est tendue dans D([0, T ], H−k(T d)) pour k >

d/2 + 1. Comme les discontinuités de Mn(φ) sont en O(n−d/2) −−−→
n→∞

0, on
sait que toute valeur d’adhérence pour D([0, T ], H−k(T d)) est une martingale
continue, et sa variation quadratique est celle ci-dessus : par un théorème de
Lévy de caractérisation du Brownien, on en déduit que cette valeur d’adhé-
rence a nécessairement même loi que (Mt(φ))t≥0, donc que (Mn

t (φ))t∈[0,T ]
converge en loi pour la topologie de D([0, T ], H−k(T d) vers (Mt)t∈[0,T ]

Enfin, Xn
0 (φ) L−−−→

n→∞

√
u(1 − u)⟨φ0, ξ⟩ := X0(φ) avec ξ un bruit blanc de

T d, d’après le théorème centrale limite.
En notant {Fn

t , t ∈ [0, τ ]} la filtration engendrée par {ηn
t , t ∈ [0, T ]}, le

fait que Xn
0 soit Fn

0 -mesurable et que {Mn
t , t ∈ [0, T ]} soit une (Fn

t )t∈[0,T ]-
martingale assure que l’on peut définir X0 et (Mt)t∈[0,T ] sur le même espace
de probabilité, avec une filtration {Ft, t ∈ [0, T ]} pour laquelle X0 est F0-
mesurable et telle que {Mn

t , t ∈ [0, τ ]} soit une (Ft)t∈[0,T ]-martingale. Le
fait que M0 = 0 et la variation quadratique de (Mt)t∈[0,T ] assurent par le
théorème de caractérisation de Lévy que (Mt)t∈[0,T ] est indépendante de F0
et en particulier de X0. Finalement, on a bien montré que :

Xn
τ (ϕ) L−−−→

n→∞
X0(P0,τ ϕ)+Mτ (P•,τ ϕ) =

√
u(1 − u)⟨P0,τ ϕ, ξ⟩+

∫ t

0
⟨∇Ps,τ ϕ, ξs⟩ := Xτ (ϕ),

où ξ et (ξs)s∈[0,τ ] sont indépendants. Or, il s’avère que la loi de Xτ (ϕ) est
exactement la loi de Yτ (ϕ) où (Yt)t∈[0,T ] est la solution de l’EDPS : ∂tYt = ∆Yt + 2 ∇ · [(1 − 2ut)YtF ] +

√
2ut(1 − ut) ∇ · ξt

Y0 =
√

u(1 − u) ξ

On a donc montré la convergence des lois unidimensionnelles. Pour montrer la
convergence des lois fini-dimensionnelles, il faut itérer l’argument précédent,
en remarquant que si t1 < t2, Mt2(P·,t2ϕ) − Mt1(P·,t2ϕ) est indépendant de
Ft1 , donc en particulier de Xt1 .
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Deuxième partie

Approche entropique pour une
EDPS avec une faible
non-linéarité quadratique
4 Le cadre de l’étude et les résultats

Plaçons-nous sur le tore de dimension d, noté T d. L’espace de Fourier
associé est CZd , on note PN la projection sur les modes de Fourier k tels
que |k| ≤ N . Nous ne travaillerons dans la suite qu’avec des fonctions /
distributions sur le tore dont la moyenne est nulle. Soit u0 : T d → R lisse (C∞)
et v0 une variable aléatoire à valeurs dans D′(T d) qui soit relativement proche
en un certain sens d’un bruit blanc (nous précisons cette hypothèse dans la
section suivante). Pour n ≥ 1, nous nous intéressons au comportement quand
n → ∞ de ηn la solution de l’équation différentielle stochastique suivante : ∂tηn = 1

2∆ηn + PnQ(Pnηn) + βn ∇ · ξ

ηn t=0 = u0 + βnv0

où ∇ · ξ est un bruit blanc spatio-temporel conservatif indépendant de v0,
βn une suite de coefficients tendant vers 0, et Q un "opérateur différentiel
quadratique", au sens où en Fourier, on dispose de coefficients complexes αp,q

tels que :
Q(η) = B(η, η), où :

̂B(η1, η2)(k) =
∑
p,q

αp,q,k η̂1(p)η̂2(q) pour tous η1, η2 : T d → R C∞,

On fait les hypothèses suivantes sur α : pour tous p, q, k ∈ Zd,
• αp,q,k = αq,p,k,
• αp,q,k = α−p,−q,−k,
• αp,−p,• = 0,

• αp,q,−k + αq,k,−p + αk,p,−q = 0, ie
∫

φ Q(φ) = 0 pour tout φ : T d → R lisse.
On peut toujours supposer la première condition quitte à modifier α.

La seconde hypothèse vient du fait que l’opérateur est réel. La troisième et
quatrième hypothèses permettent de garantir que l’opérateur Q vu comme un
champ de vecteurs est respectivement à divergence nulle et orthoradial (pour
le produit scalaire L2) : ainsi, le flot de Q laisse invariant la mesure uniforme
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sur toutes les sphères centrées en 0 (dans l’espace de Fourier tronqué muni
de la norme L2), et donc laisse en particulier invariant la mesure gaussienne
N (0, σ2Id) qui correspond à un bruit blanc sur T d. Cette dernière hypothèse
est fondamentale dans la suite.

Enfin, on suppose un contrôle du type :

|αp,q,k| ≤ C
|k|

1 + |k − p − q|s
< +∞,

où s > d + 2.
Bien que les conditions sur Q ci-dessus paraissent très restrictives, elles

regroupent un grand nombre d’exemples classiques.
Exemples d’opérateurs Q possibles :

• KPZ 1D : d = 1 et Q(φ) = ∂x(φ2)
Dans ce cas, αp,q,k = k 1p+q=k.

• KPZ 2D anisotrope : d = 2 et Q(φ) = ∆1/2|∂x∆−1/2φ|2
−∆1/2|∂y∆−1/2φ|2

Dans ce cas, αp,q,k = p1q1 − p2q2

|p||q|
|k| 1p+q=k.

• WASEP avec force à divergence nulle :
Q(φ) = F · ∇(φ2) avec F : T d → Rd lisse et ∇ · F = 0
Dans ce cas, αp,q,k = k · F̂ (k − p − q).
Remarquez d’ailleurs que KPZ 1D en est un cas particulier (avec F = e1).
• Navier-Stokes stochastique :
On peut aussi considérer des η à valeurs vectorielles. Avec η : Rd → Rd, on
peut considérer l’équation différentielle stochastique suivante :

∂tηn = 1
2∆ηn + P Pn (Pnηn · ∇)(Pnηn) + βnP ∇ · ξ,

où P est le projecteur de Leray (projecteur sur les champs de vecteurs à
divergence nulle, qui consiste en Fourier à projeter orthogonalement la fré-
quence du mode k sur k⊥). On peut vérifier que notre méthode s’adapte pour
traiter cette EDPS (l’idée clé derrière est "l’antisymétrie L2" de l’opérateur
u 7→ (u · ∇)u).

On démontre alors une loi des grands nombres pour βn ≪
(
nd−2gd(n)

)−1/2

et un théorème centrale limite pour βn ≪
(
nd−2gd(n)

)−1
: l’EDPS limite des

fluctuations est alors exactement la linéarisation de l’EDPS non-linéaire de
départ.
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Heuristiquement, le cas Q(η) = F · ∇(η2) et βn = n−d/2 est très analogue
au WASEP étudié lors de la première partie. D’ailleurs, c’est bien pour d < 4
que n−d/2 ≪

(
nd−2gd(n)

)−1
et que l’on obtient donc le théorème central

limite.
Ces résultats ne sont cependant pas a priori optimaux : par exemple, si on

part de l’équilibre (ie u0 = 0 et v0 un bruit blanc), pour Q correspondant à
AKPZ 2D, il est montré dans [1] que le régime où l’EDPS limite des fluctua-
tions est la linéarisation de l’EDPS de départ est exactement βn ≪ ln(n)−1/2,
alors que nous ne le montrons seulement pour βn ≪ ln(n)−1.

Précisons maintenant les hypothèses faites sur u0 et v0.
Tout d’abord, on suppose que u0 est suffisamment gentille de sorte que

la solution de l’EDP : {
∂tu = ∆u + Q(u)

u t=0 = u0

soit suffisamment lisse : plus précisément, on suppose dans toute la suite
qu’il existe κ > 0 arbitrairement grand tel que n−κ = O(βn), et il suffit alors
de supposer que supt∈[0,T ] ||ut||Hd+1+κ+ε(T d) < +∞ avec ε > 0 arbitrairement
petit.

Pour ce qui est de la condition sur v0, rappelons la définition de l’entropie
relative. Si ν et ν ′ sont deux mesures de probabilités sur un même espace
polonais et que ν ′ est absolument continue par rapport à ν, de densité relative
f , alors on note H(ν ′, ν) ou H(f, ν) l’entropie relative de ν ′ par rapport à ν,
définie par :

H(ν ′, ν) :=
∫

f log f dν

Si X et Y sont des variables aléatoires, on définit de même H(X, Y ) en
prenant pour ν et ν ′ les mesures images PX et PY .

On fait alors l’hypothèse suivante sur v0 : l’entropie relative de la loi de
Pnv0 par rapport à la loi d’un bruit blanc tronqué, c’est-à-dire en Fourier
⊗|k|≤nN (0, 1), est en O

(
nd−2gd(n)

)
. Cette hypothèse, bien que très artifi-

cielle, semble essentielle pour faire fonctionner la méthode entropique.
Comme on peut s’y attendre, nous montrerons que la limite hydrody-

namique de l’EDPS est bien la solution u de l’EDP précédente. On peut
alors s’intéresser aux fluctuations de ηn autour de u. Une observation fonda-
mentale est de constater que le bruit blanc normalisé βnξ est une solution
stationnaire de l’EDPS (grâce aux hypothèses faites sur Q) : on peut donc
s’attendre à ce que les fluctuations restent proches en un certain sens de βnξ.
Ainsi on a heuristiquement à temps fixé t, ηn(t) L≈ ut + βnξ : pour quantifier
cette proximité, nous allons estimer l’entropie relative entre les deux lois de
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probabilité précédentes que l’on note Hn(t). C’est le résultat au coeur de cet
article :

Théorème 4.1. (Estimation entropique)
On dispose de C > 0 tel que pour tout t ≥ 0 :

H ′n(t) ≤ C
(
Hn(t) + nd−2gd(n)

)
,

où cette inégalité est à prendre au sens des distributions. 3 En particulier, par
Grönwall on a :

Hn(t) ≤ CeCt
(
Hn(0) + tnd−2gd(n)

)
.

Une fois cette estimation entropique obtenue, il n’est pas très difficile de
montrer une limite hydrodynamique (ie une loi des grands nombres).

Proposition 4.2. (Limite hydrodynamique)

Supposons βn ≪
(
nd−2gd(n)

)−1/2
. Alors pour tout t > 0 et λ > 0 (arbi-

trairement petit), on a :

sup
φ∈L2(T d)
||φ||L2≤1

P
(∣∣∣∣∫

T d
(ηn(t) − ut)φ

∣∣∣∣ > λ
)

−−−→
n→∞

0.

Pour étudier l’évolution des fluctuations, il est plus confortable d’intro-
duire la version normalisée de ηn(t), notée vn(t), définie par :

vn(t) := β−1
n (ηn(t) − ut) .

Théorème 4.3. (EDS limite pour les fluctuations)

Supposons βn ≪
(
nd−2gd(n)

)−1
. Alors le processus (vn) converge, en un

sens que nous allons préciser, vers la solution de l’EDPS suivante :{
∂tv = 1

2∆v + 2B(u, v) + ∇ · ξ
v t=0 = v0

Plus précisément, si 0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tp et ϕ1, ..., ϕp sont dans H−s(T d), avec
s > d + 1, alors :

(⟨v(n)
t1 , ϕ1⟩, ..., ⟨v(n)

tp
, ϕp⟩) P−−−−→

n→+∞
(⟨vt1 , ϕ1⟩, ..., ⟨vtp , ϕp⟩).

3. c’est-à-dire que pour toute fonction test positive φ définie sur R+, on a Hn(0)φ(0)−∫
Hn(t)φ′(t) dt ≤

∫
C
(
Hn(t) + nd−2gd(n)φ(t).

)
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5 Estimation entropique

5.1 Inégalité de Yau
Pour plus de clarté, nous étudions le processus v̂n

t := βn

(
η̂n

t − ûn
t

)
plutôt

que η̂n
t directement. Remarquer qu’il est solution de :{

∂tvn = 1
2∆vn − Rn(u) + 2 Bn(u, vn) + βnQn(vn) + ∇ · ξ

vn t=0 = ξ0
,

où Bn(·, ·) := PnB(Pn·,Pn·), idem pour Qn, et Rn(u) := β−1
n (Q(u) − Qn(u)).

On peut donc le voir comme un processus de Markov (non homogène)
dont le générateur s’écrit formellement en Fourier (par la formule d’Itô) :

Ln
t f(v̂) = −

∑
k∈Zd

∂f

∂v̂(k) · |k|2

2 v̂(k)

+
∑

k∈Zd

∂f

∂v̂(k) · R̂n(u)k

− 2
∑

|p|,|q|,|k|≤n

∂f

∂v̂(k) · αp,q,k û(p)v̂(q)

− βn

∑
|p|,|q|,|k|≤n

∂f

∂v̂(k) · αp,q,k v̂(p)v̂(q)

+
∑

k∈Zd

|k|2

4

(
∂2f

∂ℜv̂(k)2 + ∂2f

∂ℑv̂(k)2

)
.

Introduisons aussi le carré du champ noté Γ (remarquer qu’il ne dépend ni
de t ni de n), défini formellement par :

Γf := Ln
t (f 2) − 2fLn

t f =
∑

k∈Zd

|k|2

2

∣∣∣∣∣ ∂f

∂v̂(k)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0

Notons ν̃n
t la loi du processus v̂n

t et ν la loi d’un bruit blanc en Fourier
(ie un produit de N (0, 1)) : on pose alors fn

t la densité de ν̃n
t par rapport à

ν. Nous avons le contrôle très utile suivante :

Lemme 5.1. (In)égalité de Yau 4

4. Dans un cadre plus général, il s’agit seulement d’une inégalité : mais il s’agit ici
d’une égalité car le générateur est un opérateur elliptique du second ordre.
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Pour tout t ≥ 0, en posant Hn(t) := H
(
ν̃n

t , ν
)

on a :

H ′n(t) = −2
∫

Γ
√

fn
t dν +

∫
Ln

t fn
t dν.

Démonstration. Formellement :

H ′(t) =
∫

Ln
t (log fn

t ) dν̃n
t +

∫ ∂ log ft

∂t
dν̃n

t

=
∫

ftL
n
t (log fn

t ) dνt + ∂

∂t

∫
fn

t dν

=
∫

fn
t Ln

t (log fn
t ) dνt.

On a formellement :
g

∂ log g

∂x
= ∂g

∂x
,

g
∂2 log g

∂x2 = ∂2g

∂x2 − 1
g

∣∣∣∣∣∂g

∂x

∣∣∣∣∣
2

= ∂2g

∂x2 − 4
∣∣∣∣∣∂

√
g

∂x

∣∣∣∣∣
2

,

d’où on en déduit l’identité : g L log g = Lg − 2 Γ√
g. Il s’ensuit :

H ′(t) = −2
∫

Γ
√

fn
t dνt +

∫
Ln

t fn
t dν.

Pour rendre pleinement rigoureux ces calculs, on suppose d’abord que fn
0 est

lisse à support compact : dans ce cas fn est lisse et décroît suffisamment vite
à l’infini pour que tous les calculs précédents soient vrais. Puis on passe à
la limite en approchant fn

0 par des densités lisses à support compact f̃n
0 (en

utilisant le fait général suivant pour un processus de Markov : H(fn
t , f̃n

t ) ≤
H(fn

0 , f̃n
0 )). Nous ne rentrons pas dans les détails.

Si on note (Ln
t )∗ l’adjoint de Ln

t par rapport à ν, l’inégalité de Yau se
réécrit :

H ′n(t) = −2
∫

Γ
√

fn
t dν +

∫
(Ln

t )∗1 fn
t dν,

Le but de la section suivante est d’exprimer plus explicitement la seconde
intégrale.
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5.2 Calcul de (Ln
t )∗1

Pour plus de clarté, nous omettons la dépendance en t et n dans la nota-
tion des objets considérés.

∫
Lf dν =

∫
dν(v̂)

−
∑

k∈Zd

∂f

∂v̂(k) · |k|2

2 v̂(k)

−
∑

k∈Zd

∂f

∂v̂(k) · R̂(u)k

+ 2
∑

|p|,|q|,|k|≤n

∂f

∂v̂(k) · αp,q,k û(p)v̂(q)

+ βn

∑
|p|,|q|,|k|≤n

∂f

∂v̂(k) · αp,q,k v̂(p)v̂(q)

+
∑

k∈Zd

|k|2

4

(
∂2f

∂ℜv̂(k)2 + ∂2f

∂ℑv̂(k)2

)

Tout d’abord, en réalisant une intégration par parties gaussienne sur le
dernier terme, on voit que le dernier terme se compense exactement avec le
premier terme (ce qui traduit le fait que le bruit blanc est la mesure invariante
de la partie diffusive du générateur).

Ensuite, montrons que la contribution du quatrième terme est nulle (ceci
traduit le fait que le bruit blanc est aussi la mesure invariante de la partie non
linéaire du générateur). En effet par une intégration par parties gaussienne :∫

dν(v̂)
∑

|p|,|q|,|n|≤n

∂f

∂v̂(k) · αp,q,k v̂(p)v̂(q)

=
∫

dν(v̂) f ℜ
∑

|p|,|q|,|n|≤n

αp,q,−k : v̂(p)v̂(q)v̂(k) : ,

où on a noté : zpzqzk : := zpzqzk − zp1q=−k − zq1p=−k − zk1p=−q. La dernière
égalité vient du fait que si p = −q alors αp,q,−k = 0 par hypothèse. Or
maintenant, en regroupant les termes dans la somme par triplets {p, q, k}, et
en utilisant le fait que :

αp,q,−k + αq,k,−p + αk,p,−q = 0,

on obtient bien que cette somme est nulle.
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Enfin, on peut obtenir une meilleure expression pour le troisième terme
comme suit. Comme précédemment, on réalise une intégration par parties
gaussienne qui donne :∫

dν(v̂)
∑

|p|,|q|,|n|≤n

∂f

∂v̂(k) · αp,q,k û(p)v̂(q)

=
∫

dν(v̂) f ℜ
∑

|p|,|q|,|n|≤n

αp,q,−kû(p) : v̂(q)v̂(k) :,

où on a noté :zqzk: := zqzk − 1q=−k. En regroupant les termes dans la somme
selon le doublet {q, k} et en remarquant que :

αp,q,−k + αp,k,−q = −αq,k,−p,

on obtient : ∫
dν(v̂)

∑
|p|,|q|,|n|≤n

∂f

∂v̂(k) · αp,q,k û(p)v̂(q)

= −1
2

∫
dν(v̂) f ℜ

∑
|p|,|q|,|n|≤n

αq,k,−pû(p) : v̂(q)v̂(k) :

Enfin, en faisant une intégration par parties gaussienne pour traiter le
deuxième terme, on obtient :∫

Lf dν

= −
∫

fdν(v̂) ℜ

 ∑
k∈Zd

R̂n(u)kv̂(k) + 1
2

∑
|p|,|q|,|k|≤n

αq,k,−p û(p) : v̂(q)v̂(k) :

.

Le but de la section suivante est de contrôler efficacement ces deux termes
d’une part grâce au carré du champ

∫
Γ
√

f dν et d’autre part grâce à l’en-
tropie H(f, ν).

5.3 Contrôle de la création d’entropie
Le but de cette section est de majorer efficacement des intégrales de la

forme : ∫ ∑
k∈Zd

ℜ{ckv̂(k)} fdν,
∫ ∑

k∈Zd

ℜ{cp,q : v̂(p)v̂(q) :} fdν,
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en terme du carré du champ
∫

Γ
√

f dν et (éventuellement) de H(f, ν).
Les intégrandes précédentes faisant intervenir des sommes de monômes

avec petit nombre de variables (1 ou 2), pour majorer efficacement ces in-
tégrales par des bornes entropiques, nous introduisons pour K ⊂ Zd fini
l’entropie relative de la marginale K :

HK(f, ν) = H(π∗k(fν), π∗kν), où πk : CZd → CK est la projection naturelle.

La formule variationnelle de l’entropie amène alors immédiatement que pour
toute fonction mesurable g : CK → R et γ > 0 :∫

g(xK)f(x) dν(x) ≤ 1
γ

(
HK(f, ν) + log

∫
exp(γg) dνK

)
(∗)

De plus, les inégalités log-Sobolev gaussiennes permettent de majorer Hk

grâce à au terme relative à k dans l’expression du carré du champ :

Hk(f, ν) ≤
∫ ∣∣∣∣∣ ∂

√
f

∂v̂(k)

∣∣∣∣∣
2

dν := Ik(f, ν),

d’où en particulier : ∑
k∈Zd

|k|2Hk(f, ν) ≤
∫

Γ
√

f dν.

L’idée est alors d’appliquer (∗) avec γk = γ/|k|2 et de sommer, d’où on
en déduit la majoration suivante pour tout γ > 0 :

∫ ∑
k∈Zd

gk(xk)f(x) dν(x) ≤ 1
γ

∫ Γ
√

f +
∑

k∈Zd

log
∫

exp(γgk/|k|2) dνk

 .

On en déduit alors immédiatement en prenant gk(v̂k) := ℜ{ck v̂k} l’esti-
mation du terme linéaire :

Lemme 5.2. (Estimation du terme linéaire)
Pour tout δ > 0, on a :∣∣∣∣∣∣

∫
fdν(v̂) ℜ

∑
k∈Zd

ckv̂(k)

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ
∫

Γ
√

f dν + 1
δ

∑
k∈Zd

|ck|2

|k|4
,

Pour traiter le terme quadratique, c’est un peu plus délicat, car le produit
de deux gaussiennes indépendantes n’admet pas des moments exponentielles
de tout ordre. On a le résultat suivant :
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Lemme 5.3. (Estimation du terme quadratique / "Main lemma")
Soit (cp,q)|p|,|q|≤n symétrique telle que l’on ait une constante A > 0 qui

vérifie pour tout |p| ≤ n :

∑
|q|≤n

|cp,q| ≤ A,
∑
|q|≤n

|cp,q|
|q|2

≤ A

|p|2
,

∑
|q|≤n

|cp,q||q|2 ≤ A|p|2

Alors pour tout δ > 0 :∫
ℜ

∑
|p|≤L,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) : fdν

≤ δ
∫

Γ
√

f dν + CA1+d/4δ−d/4(H(f, ν) + 1) + CA2δ−1nd−2gd(n)

≤ δ
∫

Γ
√

f dν + C(A, δ)
(
H(f, ν) + nd−2gd(n)

)
Démonstration. Il faut traiter différemment les basses et hautes fréquences.

Soit L ≥ 0 que l’on choisira plus tard. Pour les basses fréquences, on
applique simplement la formule variationnelle de l’entropie :∫

ℜ
∑

|p|≤L,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) : fdν

≤ 1
γ

H(f, ν) + log
∫

exp

γ ℜ
∑

|p|≤L,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) :


 ,

et d’après l’inégalité d’Hanson-Wright, pour γ ≤ C−1

 ∑
|p|≤L,|q|≤n

|cp,q|2
−1/2

:

log
∫

exp

γ ℜ
∑

|p|≤L,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) :

 ≤ 1,

donc en particulier pour γ = C−1L−d/2A−1, on a :∫
ℜ

∑
|p|≤L,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) : fdν ≤ CLd/2A(H(f, ν) + 1).

Traitons maintenant les hautes fréquences. Cette fois-ci, on applique la
formule variationnelle de l’entropie relative à la marginale {p, q} pour chaque
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monôme :∫
ℜ

∑
L≤|p|,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) :

≤
∑

L≤|p|,|q|≤n

1
γp,q

(
Hp,q(f, ν) + log

∫
exp

(
γp,q ℜcp,q : v̂(p)v̂(q) :

)
dν
)

≤
∑

L≤|p|,|q|≤n

Hp,q(f, ν)
γp,q

+ γp,q|cp,q|2,

où on a supposé pour la dernière majoration que γp,q|cp,q| ≤ 1/2. Soit δ > 0,
on prend alors L := δ−1/2 ainsi que :

γp,q = 1
δ(|p|2 + |q|2) |cp,q|

,

et on a donc :∫
ℜ

∑
L≤|p|,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) :

≤
∑

|p|,|q|≤n

δ(|p|2 + |q|2)|cp,q| Hp,q(f, ν) + |cp,q|
δ(|p|2 + |q|2)

≤ 2δ
∑

|p|,|q|≤n

min(|p|2, |q|2)|cp,q| Ip(f, ν) + 1
δ

∑
|p|,|q|≤n

|cp,q|
|p|2 + |q|2

≤ 4δA
∑
|p|≤n

|p|2Ip + Cδ−1A nd−2gd(n)

≤ 4δA
∫

Γ
√

f dν + Cδ−1A nd−2gd(n).

Finalement, en sommant les deux contributions, on a obtenu :∫
ℜ

∑
|p|≤L,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) : fdν

≤ 4δA
∫

Γ
√

f dν + Cδ−1And−2gd(n) + Cδ−d/4A(H + 1),

et en faisant le changement de variables δ′ = 4δA, on obtient bien :∫
ℜ

∑
|p|≤L,|q|≤n

cp,q : v̂(p)v̂(q) : fdν

≤ δ
∫

Γ
√

f dν + CA2δ−1nd−2gd(n) + CA1+d/4δ−d/4(H(f, ν) + 1)
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La preuve montre en fait un peu plus :

Lemme 5.4. (Main lemma V2)
On se place sous les mêmes hypothèses que le "main lemma". Alors pour

tout δ > 0, il existe Uδ(c) : C[−n,n]d → R et Cδ, γ0 > 0 (qui ne dépend pas de
la densité f) telle que :∫

ℜ
∑
p,q

cp,qv̂(p)v̂(q) fdν(v̂) ≤ δ
∫

Γ
√

f dν + Cδ nd−2gd(n) +
∫

Uδ(c) fdν,

et
∫

eγ|Uδ(c)|dν ≤ 1 pour 0 < γ < γ0.

Démonstration. Il suffit de prendre Uδ(c) comme la partie basses fréquences
de la forme quadratique :

Uδ(c) :=
∑

|p|,|q|≤n

min{|p|, |q|} ≤ δ1/2

cp,qv̂(p)v̂(q).

La preuve précédente montre bien la première majoration, et l’inégalité de
Hanson-Wright amène que pour γ ≤ C−1δ−d/4A, on a bien :∫

eγ|Uδ(c)|dν ≤ 1.

5.4 Conclusion

Nous avons maintenant toutes les clés de la preuve de l’estimation entro-
pique :

Démonstration. Tout d’abord, par l’inégalité de Yau 5.1, pour tout t ≥ 0 :

H ′n(t) ≤ −2
∫

Γ
√

fn
t dν +

∫
Ln∗

t 1 fn
t dν,

et d’après la section 5.2, nous avons :

Ln∗
t 1 = ℜ

 ∑
k∈Zd

R̂t
n(u)kv̂(k) + 1

2
∑

|p|,|q|,|k|≤n

αq,k,−p ût(p) : v̂(q)v̂(k) :

.
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D’une part, d’après les lemmes 5.2 et 7.4, pour tout δ > 0 :∫
ℜ
∑
|k|≤n

R̂t
n(u)kv̂(k) fn

t dν ≤ δ
∫

Γ
√

fn
t dν + 1

δ

∑
|k|≤n

|R̂t
n(u)k|2

|k|4

≤ δ
∫

Γ
√

fn
t + C||u||d/2+κ+ε

δ
.

D’autre part, d’après le lemme 7.5, on peut appliquer le lemme 5.3 : ainsi
pour tout δ > 0 :∫ 1

2
∑

|p|,|q|,|k|≤n

αq,k,−p ût(p) : v̂(q)v̂(k) : fn
t dν ≤ δ

∫
Γ
√

fn
t dν + Cδ(Hn(t) + nd−2gd(n)).

Donc finalement, avec δ = 1 :
H ′n(t) ≤ C(Hn(t) + nd−2gd(n)),

et donc : Hn(t) ≤ eCt
(
Hn(0) + nd−2gd(n)

)
.

Remarque : Si α est "suffisamment petit" (typiquement, si on considère
une non-linéarité λQ avec λ suffisamment petit), alors on remarque que dans
le lemme 5.3, en prenant δ = 1/A :∣∣∣∣ ∫ dν

∑
|p|,|q|,|k|≤n

∂f

∂v̂(k) · αq,k,−p û(p)v̂(q)
∣∣∣∣ ≤ A

∫
Γ
√

f dν + 4AH(f, ν) + CAnd−2gd(n)

≤ 5A
∫

Γ
√

f dν + CAnd−2gd(n),

et donc si A ≤ 1/10, on en déduit que l’on peut majorer H ′n(t) ainsi :

H ′n(t) ≤ −
∫

Γ
√

fn
t dν + Cnd−2gd(n),

or par les inégalités log-Sobolev, on en déduit :
H ′n(t) ≤ −Hn(t) + Cnd−2gd(n),

et donc finalement :
Hn(t) ≤ e−tHn(0) + Cnd−2gd(n),

ce qui donne une majoration uniforme en temps sur tout R+.
De plus, si on a que ut −−−−→

t→+∞
0 pour un Hs avec s suffisamment grand, on

peut montrer que l’on peut prendre dans l’inégalité ci-dessus une constante
Ct avec Ct −−−−→

t→+∞
0. Ainsi, on peut alors montrer que :

Hn(t) −−−→
t→∞

0,

ce qui est très naturel : cela signifie qu’il y a convergence vers l’équilibre.
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6 Théorèmes limites

Dans tout ce qui suite, nous nous plaçons sur une fenêtre de temps finie
[0, T ]. On dispose alors de C0 > 0 tel que :

∀t ∈ [0, T ], Hn(t) ≤ C0n
d−2gd(n).

6.1 Loi des grands nombres
La limite hydrodynamique est facile à obtenir une fois l’estimation entro-

pique obtenue.

Théorème 6.1. (Loi des grands nombres)
Supposons βn ≪ (nd−2gd(n))−1/2. Pour tout t > 0 et λ > 0, on a :

sup
φ∈L2(T d)

P
(∣∣∣⟨η(t) − ηn(t), φ⟩

∣∣∣ > λ −−−→
n→∞

0.

Démonstration. On utilise la formule variationnelle de l’entropie pour obte-
nir :

P(|⟨vn(t), φ⟩| > λβ−1
n ≤ Hn(t) + log 2

logP (|⟨ξ, φ⟩| > λβ−1
n )−1 ,

où ξ suit la loi d’un bruit blanc. Or ⟨ξ, φ⟩ ∼ N (0, ||φ||2L2) donc :

P
(
|⟨ξ, φ⟩| > λβ−1

n

)
≤ exp(−β−2

n ||φ||L2λ2/2),

et ainsi :

P(|⟨vn(t), φ⟩| > λβ−1
n ||φ||L2) ≤ 2C0n

d−2gd(n)β2
n

λ2||φ||L2(T d)2
−−−→
n→∞

0.

6.2 Théorème central limite
6.2.1 Esquisse de la preuve

Soit φ : [0, T ] × T d → R lisse. Écrivons l’EDPS vérifiée par ⟨v(n), φ⟩ :

∂t⟨v(n)
t , φt⟩ = ⟨v(n)

t , ∂tφt⟩ +
〈
∆v

(n)
t + Rn(ut) + Bn(ut, v

(n)
t ) + βnQn(v(n)

t ) + ∇ · ξt, φt

〉
= ⟨v(n)

t , (∂t + Lt)φt⟩ + ⟨∇ · ξt, φt⟩ + Rn
t (φt) + Sn

t (φt) + Qn
t (φt),
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où l’on a posé :
Lt := ∆ + B(ut, ·)∗,

Rn
t (φt) := ⟨Rn(ut), φt⟩

Sn
t (φt) := ⟨v(n)

t , [Bn(ut, ·)∗ − B(ut, ·)∗] φt⟩,

Qn
t (φt) := βn⟨Qn(v(n)

t ), φt⟩.
Soit ϕ ∈ Hs(T d) et t > 0. L’EDPS précédente nous incite à prendre φ

comme la solution de l’équation de Fokker-Planck rétrograde suivante :{
∂sφ + Lsφ = 0
φt = ϕ

On note s ∈ [0, t] 7→ Ps,tϕ la solution de cette équation. Comme u est lisse,
on peut montrer que B(u, ·)∗ est un opérateur d’ordre 1, au sens où il est
continu de Hp(T d) dans Hp−1(T d), et on en déduit alors qu’il existe C > 0
tel que :

sup
0≤s≤T

||Ps,tϕ||Hs(T d) ≤ C||ϕ||Hs(T d)

En prenant φs = Ps,tϕ, nous avons :

∂s⟨v(n)
s , Ps,tϕ⟩ = ⟨∇ · ξs, Ps,tϕ⟩ + Rn

s (Ps,tϕ) + Sn
s (Ps,tϕ) + Qn

s (Ps,tϕ),

donc en intégrant :

⟨v(n)
t , ϕ⟩ = ⟨v0, P0,tϕ⟩+

∫ t

0
ds ⟨∇·ξs, Ps,tϕ⟩+

∫ t

0
ds {Rn

s (Ps,tϕ)+Sn
s (Ps,tϕ)+Qn

s (Ps,tϕ)}.

L’idée est alors que les termes intégraux liés à R, S et Q convergent en
probabilité vers 0, d’où on en déduit immédiatement que :

⟨v(n)
t , ϕ⟩ P−−−−→

n→+∞
⟨v0, P0,tϕ⟩ +

∫ t

0
ds ⟨∇ · ξs, Ps,tϕ⟩.

Mais cette limite est exactement ⟨vt, ϕ⟩, où (vt)t∈[0,T ] est la solution de l’EDPS :{
∂tv = 1

2∆vt + 2B(ut, vt) + ∇ · ξt

v t=0 = v0

Ainsi, si t1, ..., tp sont dans [0, T ] et ϕ1, ..., ϕp sont dans H−s(T d), alors
chaque ⟨v(n)

ti
, ϕi⟩ converge en probabilité vers ⟨vti

, ϕi⟩ donc :

(⟨v(n)
t1 , ϕ1⟩, ..., ⟨v(n)

tp
, ϕp⟩) P−−−−→

n→+∞
(⟨vt1 , ϕ1⟩, ..., ⟨vtp , ϕp⟩),

ce qui conclut.
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6.2.2 Contrôle de fonctionnelles de la loi spatio-temporelle

Comme pour le WASEP, l’estimation suivante est centrale pour montrer
le théorème centrale limite :
Lemme 6.2. Soit V : [0, T ] × CZd → R une fonction mesurable telle que∫ T

0
ds
∫

eδ|Vs| dν < +∞ pour δ > 0 suffisamment petit. Alors on a :

logEν

[
exp

( ∫ t

0
Vs(η(n)

s ) ds
)]

≤ 1
2

∫ t

0
ds sup

f

{
−
∫

Γ
√

f dν + 2
∫

Vs fdν +
∫

(Ln
s )∗1 fdν

}
,

où Eν désigne l’espérance relative au processus ηn partant de la mesure ν, et
où le supremum parcourt les densités f par rapport à ν.

La force de ce lemme réside dans le fait que qu’il permet de contrôler
des fonctionnelles de la loi spatio-temporelle de ηn grâce à une quantité ne
faisant intervenir que les lois spatiales (elle ne requiert aucune information sur
les corrélations temporelles). De plus, cette estimation est particulièrement
adaptée à l’utilisation du "main lemma".

Démonstration. On note (t, v) le processus de Markov de générateur ∂t +Ln
t .

Alors l’observation clé est la formule de Feynman-Kac suivante : la fonction

gt(x) := Et,x

[
exp

(∫ T

t
Vs (vs−t) ds

)]
,

où Et,x désigne l’espérance relative au processus de Markov (t, X) partant de
(t, x), vérifie l’équation différentielle suivante :{

∂tgt = −Vtgt − Ln
t gt

gT = 1
Remarquer que la quantité qui nous intéresse n’est nulle autre que :

Eν

[
exp

( ∫ t

0
Vs(η(n)

s ) ds
)]

=
∫

g0 dν

L’idée est alors de poser ϕ(t) :=
∫

g2
t dν et de réaliser une estimation

d’énergie. En effet :

ϕ′(t) = 2
∫

(−Vtgt − Ltgt)gt dν

= −
(∫

−Γgt +
∫

2Vtgt +
∫

(Lt)∗1g2
t

)
≥ −λt ϕ(t),
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où l’on a posé :

λt := sup
f

{
−
∫

Γ
√

f dν +
∫

2Vt fdν +
∫

(Ln
t )∗1 fdν

}
,

où le supremum porte sur les densités f par rapport à ν.
On a donc par Grönwall :

ϕ(0) ≤ exp
(∫ T

0
λs ds

)
ϕ(T ) = exp

(∫ T

0
λs ds

)
.

Enfin, par Cauchy-Schwarz :

Eν

[
exp

( ∫ t

0
Vs(η(n)

s ) ds
)]

=
∫

g0 dν ≤
(∫

g2
0 dν

)1/2
≤ exp

(
1
2

∫ T

0
λs ds

)
.

Le corollaire vraiment utile de ce lemme est le suivant :

Corollaire 6.3. Soit V : [0, T ]×CZd → R telle que dans le lemme précédent.
On suppose qu’il existe une fonction mesurable W : [0, T ] × CZd → R telle
que pour toute densité f par rapport à ν et s ∈ [0, T ] :∫

(Vs − Ws)fdµ ≤ 1
4

∫
Γ
√

f dν + C1n
d−2gd(n),

log
∫

eγ0|Ws| dν ≤ C2n
d−2gd(n) pour un γ0 > 0 suffisamment petit.

Alors on dispose d’une constante C = C(C0, C1, C2, γ0) > 0 telle que pour
tout t ∈ [0, T ] et λ > 2C1 :

P
( ∫ t

0
Vs

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)

)
≤ C

λ − 2C1

Démonstration. Tout d’abord, d’après la second version du main lemma, on
dispose de U : [0, T ] ×CZd → R mesurable telle que pour toute densité f par
rapport à ν et s ∈ [0, T ] :∫

L∗s1 dν ≤ 1
2

∫
Γ
√

f dν +
∫

Us fdν, et

log
∫

eγ0|Us| dν ≤ C3n
d−2gd(n) (quitte à diminuer γ0)
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On pose alors Z = W + U/2. Remarquez que l’on a alors les deux propriétés
essentielles suivantes :

−
∫

Γ
√

f dν +
∫

2(Vs − Zs) fdν +
∫

L∗s1 fdν ≤ C1n
d−2gd(n),

log
∫

eγ0|Zs|/2 dν ≤ C4n
d−2gd(n) où C4 := (C2 + C3)/2

L’idée est alors la suivante, on utilise l’union bound :

P
( ∫ T

0
Vs

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)

)
≤ P

( ∫ T

0
Zs

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)/2

)
+ P

( ∫ T

0
(Vs − Zs)

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)/2

)
,

et on estime ces deux termes séparément : le premier en utilisant une simple
inégalité entropique, et le second en utilisant le lemme précédent.

D’une part,

P
( ∫ T

0
Zs

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)/2

)
≤ 2

λnd−2gd(n)

∫ T

0
E
[
|Zs|

(
η(n)

s

)]
ds

≤ 4
λγ0nd−2gd(n)

∫ T

0
ds
(

Hn(s) + log
∫

eγ0|Zs|/2 dν
)

≤ C5

λ
où C5 = 4T (C0 + C4)/γ0

D’autre part, pour le second terme, on commence en utilisant la formule
variationnelle de l’entropie pour se ramener à estimer la probabilité relative
au processus partant de la mesure ν. En remarquant que l’entropie relative
du processus de Markov

(
η

(n)
t

)
t≥0

parti de ν0 par rapport à celui parti de ν

vaut Hn(0), on a en effet :

P
( ∫ T

0
(Vs−Zs)

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)

)
≤ Hn(0) + log 2

logPν

( ∫ T

0
Vs − Ws

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)

)−1 .

On estime alors cette nouvelle probabilité par l’inégalité de Markov expo-
nentielle et le lemme précédent :

logPν

( ∫ T

0
(Vs − Zs)

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)/2

)
≤ (C1 − λ/2)nd−2gd(n).

Finalement, on a obtenu pour n suffisamment grand :

P
( ∫ T

0
Vs

(
η(n)

s

)
ds > λnd−2gd(n)

)
≤ C

λ − 2C1
où C := C5 + C0 + 1
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6.2.3 Conclusion

Nous avons maintenant tous les outils pour montrer le théorème centrale
limite. D’après la section 6.2.1, il s’agit de montrer que pour tout t ∈ [0, T ] :∫ t

0
Rn

τ (Pτ,tϕ) dτ,
∫ t

0
Sn

τ (Pτ,tϕ) dτ,
∫ t

0
Qn

τ (Pτ,tϕ) dτ

convergent en probabilité vers 0.
Pour R, il s’agit d’appliquer le lemme technique 7.4 :

|Rn
τ (Pτ,tϕ)| ≤ C||Rn(uτ )||H−s||ϕ||Hs ≤ C||uτ ||2Hd+1+ε ||ϕ||Hs n−ε/2 −−−−→

n→+∞
0

Pour S, on majore ainsi :

P
(∣∣∣∣∫ t

0
dτ Sn

τ (Pτ,tϕ) dτ
∣∣∣∣ > λ

)
≤ λ−1

∫ t

0
dτEn[Sn

τ (Pτ,tϕ)],

puis en utilisant la formule variationnelle de l’entropie, pour tout γ > 0 :

En[Sn
τ (Pτ,tϕ)] =

∫
⟨v(n)

τ , B(uτ , ·)∗Pτ,tϕ⟩ f τ
ndν

≤ 1
γ

Hn(f, ν) + Cγ||B(uτ , ·)∗Pτ,tϕ||2L2

≤ C

(
nd−2gd(n)

γ
+ γn−d−ε/2

)
,

d’où en prenant γ = nd, on a bien la convergence en probabilité du terme lié
à S vers 0.

Pour Q, d’après le "main lemma V2" 5.4 (que l’on peut appliquer grâce
au lemme technique 7.5), on dispose :∫

ℜ
∑
p,q

αp,q,kv̂(p)v̂(q)P̂τ,tϕ(k) fdν(v̂) ≤ δ
∫

Γ
√

f dν+Cδ nd−2gd(n)+
∫

Uδ(c) fdν,

et
∫

eγ|Uδ(c)|dν ≤ 1 pour 0 < γ < γ0.

donc on peut appliquer le lemme 6.3, et on obtient que pour tout λ > C1 :

P
(∣∣∣∣∣
∫ t

0
dτ ℜ

∑
p,q

αp,q,kv̂(p)v̂(q)P̂τ,tϕ(k)
∣∣∣∣∣ > λ

)
≤ C

λ − C1
.
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Ainsi avec λ = λ′
(
βnnd−2gd(n)

)−1
, on a bien :

P
(∣∣∣∣∫ t

0
dτ Qn

τ (Pτ,tϕ)
∣∣∣∣ > λ′

)
≤ C

(βnnd−2gd(n))−1 − C1
−−−→
n→∞

0,

car βn = o(nd−2gd(n)). Ainsi le terme lié à Q converge bien en probabilité
vers 0, ce qui achève la preuve.

7 Annexe technique
Nous collectons dans cet annexe technique des résultats utiles pour les

preuves, mais qui sont fastidieux et inintéressants à montrer.

Lemme 7.1. Si (αp,q,k)p,q,k∈Zd est symétrique en p et q et vérifie un contrôle
du type :

|αp,q,k| ≤ C |k|
1 + |k − p − q|β

,

avec β > d, alors on a pour tout s < β :

Ks(α) := sup
p,k∈Zd

∑
q∈Zd

|αp,q,k||k|s−1

(1 + |p|s)(1 + |q|s) < +∞.

Lemme 7.2. Pour tout s > 0 et ε > 0, on dispose de C = C(ε) > 0 tel que
pour tout u, v ∈ Hr(T d) :

||B(u, v)||Hs−d/2−1−ε ≤ C Kr(α) ||u||Hs||v||Hs

Démonstration.

|B̂(u, v)(k)| ≤
∑

p,q∈Zd

|αp,q,k||û(p)||v̂(q)|

≤ 1
|k|s−1

∑
p,q∈Zd

|αp,q,k||k|s−1

|p|s|q|s
|p|s|û(p)||q|s|v̂(q)|

≤ 1
|k|s−1

 ∑
p,q∈Zd

|αp,q,k||k|s−1

|p|s|q|s
|p|2s|û(p)|2

1/2 ∑
p,q∈Zd

|αp,q,k||k|s−1

|p|s|q|s
|q|2s|v̂(q)|2

1/2

≤ Ks(α)
|k|s−1 ||u||Hs||v||Hs
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On en déduit immédiatement :∑
k∈Zd

|k|2s−d−2−2ε|B̂(u, v)(k)|2
1/2

≤

∑
k∈Zd

1
|k|d+2ε

1/2

Ks(α)||u||Hs||v||Hs .

Lemme 7.3. Si u ∈ Hs(T d), alors pour tout r < s et n ≥ 1, on a :

||(Id − Pn)u||Hr ≤ ||u||Hs

ns−r
.

Démonstration. Facile.

Corollaire 7.4. Soit s > −d/2 − 1 − ε, puis γ ≥ 0, posons r = s + γ + d/2 +
1+ε. Rappelons que l’on a défini Rn(u, v) := β−1

n

(
B(u, v)−PnB(Pnu,Pnv)

)
.

Alors :
||Rn(u, v)||Hs ≤ C||u||Hr ||v||Hr β−1

n n−γ.

Démonstration.

βn||Rn(u, v)||Hs ≤ ||(Id − Pn)B(u, v)||Hs

+ ||PnB((Id − Pn)u, v)||Hs

+ ||PnB(Pnu, (Id − Pn)v)||Hs

≤ ||B(u, v)||Hs+γ

nγ

+ C||(Id − Pn)u||Hs+d/2+1+ε||v||Hs+d/2+1+ε

+ C||(Id − Pn)v||Hs+d/2+1+ε ||u||Hs+d/2+1+ε

≤ C

nγ
||u||Hs+γ+d/2+1+ε||v||Hs+γ+d/2+1+ε

Lemme 7.5. Si (αp,q,k)p,q,k∈Zd est symétrique en p et q et vérifie un contrôle
du type :

|αp,q,k| ≤ C |k|
1 + |k − p − q|β

,

avec β > d, alors pour tout s < β − d, φ ∈ Hd/2+1+ε(T d) et p ∈ Zd :∑
q∈Zd

|αp,q,k||φ̂(k)|(1 + |q|)s ≤ Cs,ε||φ||Hd/2+1+ε (1 + |p|)s.

46



Lemme 7.6. (αp,q,k)p,q,k∈Zd est symétrique en p et q et vérifie un contrôle du
type :

|αp,q,k| ≤ C |k|
1 + |k − p − q|β

,

avec β > d, u ∈ Hd+1+ε(T d) et φ ∈ Hd+1+ε(T d), alors :

||B(u, ·)∗φ − B(u, ·)∗φ||L2(T d) ≤ C||u||Hd+1+ε(T d)||φ||Hd+1+ε(T d) n−d−ε/2
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