
Multiplication complexe et corps de classe de Hilbert

Alexandre Demoulin sous la tutelle de Konstantin Ardakov

1er Avril au 10 Août 2023 à Oxford

Table des matières
0.1 Déroulé du stage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
0.2 Contexte mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1 Le groupe des idéaux 4
1.1 Anneaux de Dedekind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Anneaux à valuation discrète . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Unicité de la décomposition en idéaux premiers . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Application aux corps de nombres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Théorie de la ramifiaction 7
2.1 Décomposition des idéaux premiers dans les extensions . . . . . . . . . . 7
2.2 Les nombres e, g et f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3 Théorie de Galois et ramification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.4 Morphisme et théorème d’Artin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Courbe Elliptiques 10
3.1 Introduction aux courbes elliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2 Réseaux et courbes elliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.3 Multiplication complexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.4 Action de GalpKca

{Kq sur ELLpOKq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4 Corps de classe de Hilbert 15
4.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.2 Calcul du corps de classe de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1



0.1 Déroulé du stage
Mon stage s’est déroulé à Oxford au Mathematical Institut (M.I.) sous la tutelle

de Konstantin Ardakov du 1er Avril au 10 Août 2023. Le stage s’est constitué de
rendez-vous hebdomadaire consitstant à échanger sur les livres que j’avais à étudier :

1. Le premier mois était consacré à l’étude des fondations de la géométrie algébrique
et de la théorie des schémas.

2. Le deuxième mois était consacré à l’étude des fondements de la théorie des corps
locaux notament avec [Ser62].

3. Le troisième mois était consacré à l’étude de la théorie de Lubin-Tate.
4. Le dernier mois s’est dévoué à l’étude du résultat que je présente dans ce mémoire.

Il a cru bon de présenter ce résultat car il utilise presque tout ce qui a été abordé
durant ce stage.

J’ai aussi assisté à de nombreuses conférences de mathématiques que proposait le
M.I. mais aussi un cycle de conférences de combinatoire à Londre où j’ai pu parler plus
en détails avec certains chercheurs.
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0.2 Contexte mathématique
Mon stage aura été une introduction à la théorie algébrique des nombres. Cette

dernière étudie les extensions finies de Q contenues dans C. Un des points de départ
de cette théorie est par exemple la question suivante appelé problème de Galois inverse :

Question 0.2.1 Étant donné un groupe fini G, peut-on trouver un corps de nombre
K tel que GalpK{Qq “ G ?

On peut décliner cette question sous plusieurs aspects notamment en remplaçant le
corps Q par un autre corps ou en ne s’interressant qu’à une certaine catégorie de groupe
pour G. La théorie de Lubin-Tate élucide la question pour Qp (corps des nombres p-
adiques) pour p premier et G un groupe abélien en calculant explicitement Qab

p la plus
grande extension abélienne de Qp et son groupe de galois.

Résultat 0.2.2 Soit p un nombre premier alors GalpQab
p {Qq » Ẑ ˆ Qˆ

p

Nous n’expliquerons pas ce que siginifie Ẑ, on notera simplement que nous avons
explicitement calculé GalpQab

p {Qq. Par la correspondance de Galois, la question est
entièrement résolue : les sous-groupes abéliens solution du problème inverse de Galois
pour Qp sont les sous-groupes finis de GalpQab

p {Qq. Ce résultat a été mentionné en
premier car il a été longuement étudié durant le stage mais on peut plus simplement
citer le théorème de Konecker-Weber qui offre une solution explicite au problème 0.2.1
dans le cas où G est abélien.

Résultat 0.2.3 On note Qcyc
“ VectQtζ P C, Dn P N ζn “ 1u alors Qab

“ Qcyc et
GalpQcyc

{Qq » Ẑ.

Pour aboutir à ce résultat il a été nécessaire de faire de la théorie de la ramification
que nous expliquerons dans la section 2. Pour caricaturer le processus, certaines exten-
sions de corps de nombres présentent des ramifiactions et d’autre non. Lorsqu’elles en
ont, cette ramification constitue un point d’attaque à l’étude de l’extension. Lorsqu’elle
n’en présente pas, la situation est plus délicate. Par exemple le résultat 0.2.3 assure
que chaque extension abélienne de Q est ramifiée. En revanche si l’on remplace Q par
un corps de nombre plus gros cette propriété n’est plus vraie. On appelle le corps de
classe de Hilbert d’un corps de nombre la plus grande extension abélienne non ramifiée.
Ainsi le corps de classe de Hilbert de Q est Q. L’objet d’une partie de ce stage a été de
calculer ce corps de classe de Hilbert pour une certaine catégorie de corps de nombre.

Théorème 0.2.4 Soit K un corps quadratique complexe (i.e. de la forme Qp
?
dq où

d est un entier négatif) alors le corps de classe de Hilbert de K est égale à KpjpOKqq.

Dans une première partie nous introduirons les outils cruciaux de la théorie algé-
brique des nombres. Nous détaillerons ensuite ce que signifie "être ramifié". Enfin, nous
ferons un détour par les courbes elliptiques (ceci précisera quel est la quantité jpOKq).
Pour finir, nous préciserons ce qu’est le corps de classe de Hilbert et nous fournirons
la démonstration du théorème 0.2.4.
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1 Le groupe des idéaux
Le but de cette section de fournir une démonstration partielle de l’existence et

l’unicité de la décompositon des idéaux fractionnaires dans un anneau de Dedekind
en idéaux premiers. Nous introduirons également les groupes IpOKq et CLpOKq qui
s’avèreront cruciaux par la suite.

1.1 Anneaux de Dedekind
Définition 1.1.1

1. Un corps de nombre K est un sous-corps de C de degré fini sur Q.
2. Un entier est algébrique s’il est racine d’un polynôme unitaire à coeficients entiers.

Si K est un corps, on note OK l’anneau des entiers algébriques de K.
3. Un anneau R est dit intégralement clos si OK “ R où K est le corps des fractions

de R.

Par exemple, l’anneau des entiers de Q est Z et l’anneau des entiers du corps de
nombre Qr

?
2s est Zr

?
2s.

Définition 1.1.2 Soit K un corps de nombre de degré n sur Q. On note σ1, σ2, . . . σn

les n plongement de K dans C. On appelle norme d’un élément x P K la quantité
NKpxq “ σ1pxqσ2pxq . . . σnpxq.

On rappelle que si x P OK alors NKpxq P Z. Par exemple NQrispiq “ 1 et
NQr

?
2sp

?
2q “ ´2.

Définition 1.1.3 Soit R un anneau. Il est dit de Dedekind si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. Tout les idéaux premiers non nuls de R sont maximaux.
2. R est intègre.
3. R est intégralement clos.
4. R est Noethérien.

1.2 Anneaux à valuation discrète
Le but de cette section est de donner une caractérisation locale des anneaux de

Dedekind.

Définition 1.2.1 Soit A un anneau, on dit que A est un anneau à valuation discrète
si les conditions suivantes sont vérifiés :

1. A est principal.
2. A possède un unique idéal premier non nul.

Ainsi, si on note π un élément tel que m “ πA où m est l’unique idéal premier non
nul de A, alors, par factorialité de A, tout éléments est de la forme πnu où n P N et u
est une unité. Ainsi, le corps des fractions K de A est exactement égale à Arπ´1s.
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Exemple 1.2.2 L’anneau Zppq pour p un nombre premier est un anneau à valuation
discrète de même que l’anneau Zp des entiers p-adiques. Dans les deux cas on peut
prendre π “ p.

Proposition 1.2.3 Si R est un anneau intègre et Noethérien alors les propriétés
suuivantes sont équivalentes :

1. R est un anneau de Dedekind.
2. Pour chaque idéal premier non nul p, l’anneau local Rp est un anneau à valuation

discrète.

On pourra trouver la démonstration de ce théorème dans [Ser62] (1.3.4).

Définition 1.2.4 Soit A un anneau intègre et K son corps des fractions. Un idéal
fractionnaire de A est un sous A-module de type fini de K.

Si a est un tel idéal fractionnaire alors on pourra toujours réduire au même déno-
minateur les générateurs de a. Si α est un tel dénominateur alors il existe i un idéal
de A tel que a “ 1

α i

Exemple 1.2.5 Les ensembles 2Z et 5
3Z sont deux idéaux fractionnaires de Z

Remarque. Les idéaux fractionnaires d’un anneau à valuation discrète A sont les πkA
où k P Z.

1.3 Unicité de la décomposition en idéaux premiers
Le but de cette section est de montrer que les idéaux d’un anneau de Dedekind

peuvent se décomposer uniquement comme le produit d’idéaux premiers.

Définition 1.3.1 Soit a un idéal fractionnaire de A. On dit que a est inversible si
aa´1 “ A où l’idéal fractionnaire a´1 désigne :

a´1 “ tx P K|xa Ă Au

Remarque. L’ensemble a´1 est bien un idéal fractionnaire en effet, si α P a est non nul,
a´1 Ă 1

αA.

Soit p un idéal premier et a, b des idéaux fractionnaires d’un anneau intègre R. On
notera alors ap “ a ¨ Rp et on vérfie que l’on dispose de :

pa´1qp “ papq´1

pabqp “ apbp

Théorème 1.3.2 Dans un anneau de Dedekind R, tout idéal fractionnaire non nul
est inversible. On note alors IpRq le groupe des idéaux non nuls de R.
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Démonstration. Soit a un idéal fractionnaire de R. On suppose, par l’absurde que
l’idéal i :“ aa´1 ne soit pas égal à R. Ainsi, il est contenu dans un idéal premier p non
nul. Ainsi :

ip “ apa
´1
p

Comme i Ă p, ip ⊊ πRp. Mais si ap “ πkRp alors on peut montrer que a´1
p “ π´kRp.

On obtient donc ip “ Rp ce qui est une contradiction.

On note CLpRq le groupe quotient de IpRq par le sous-groupe engendré par les
idéaux principaux non nuls.

Théorème 1.3.3 Soit i un idéal non nul de R un anneau de Dedekind. Alors il existe
un unique entier naturel n P N et des uniques idéaux premiers non nuls p1, p2, . . . , pn
tel que i “ p1p2 . . . pn.

Démonstration. Existence : On note E l’ensemble des idéaux ne vérifiant pas le théo-
rème, par l’absurde supposons E non vide. Alors, comme R est Noethérien, on peut
prendre j un élément maximal pour l’inclusion (j ‰ R car R R E comme étant un
produit vide d’idéaux premiers).
On peut ainsi écrire j “ ip, i désignant un idéal et p désignant un idéal premier non nul.
On dispose, par essence, de i Ă j. Si j “ i alors j “ jp d’où p “ R ce qui est absurde.
Ainsi i ⊊ j et donc i R E. On en déduit ainsi une décomposition pour i et donc une
décomposition pour j ce qui est absurde.
Unicité : Prenons deux écriture différentes : p1p2 . . . pn “ q1q2 . . . qm. Alors q1q2 . . . qm Ă

p1 et aisni l’un des qi, disons q1 est contenu dans p1. Comme tout idéal premier est
maximal dans un anneau de Dedekind, p1 “ q1. Ainsi en simplifiant de part et d’autre
et en itérant on obtient n “ m et pi “ qi.

1.4 Application aux corps de nombres
Le but de cette partie est de montrer que OK est un anneau de Dedekind pour K

un corps de nombre.

lemme 1.4.1 Soit i un idéal de OK alors OK{i est un corps fini. On notera ∥i∥ son
cardinal.

Démonstration. Prenons x P i non nul et posons r “ NKpxq P Z. On a alors r P i car
r{x P K. Le nombre r{x est un entier algébrique, étant produit de conjugués de x. Si
on écrit OK “

À

αiZ alors comme prq Ă i, OK{i Ă OK{prq “
À

αiZ{rZ. Le dernier
ensemble est fini de cardinal rn.

Théorème 1.4.2 Si K est un corps de nombre, OK est un anneau de Dedekind.

Démonstration. 1. Si p est un idéal premier de OK alors l’anneau intègre OK{p
étant fini c’est donc un corps. Dès lors p est maximal.

2. OK est intègre.
3. OK est intégralement clos par essence.
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4. Les idéaux de OK sont des sous-groupe de OK qui est finiement engendré. Ainsi
les idéaux de OK sont finiement engendrés et donc OK est Noethérien.

2 Théorie de la ramifiaction
Le but de cette section est d’introduire les objets nécessaires pour expliquer ce

qu’est l’application d’Artin et le conducteur d’une extension.

2.1 Décomposition des idéaux premiers dans les extensions
On fixe K Ă L deux corps de nombres.

Définition-Propriété 2.1.1 Soit p un idéal premier non nul de OK et P un idéal
premier non nul de OL alors on dit que P est au-dessus de p si l’une des conditions
suivantes équivalentes ci-dessous est vérifée :

1. P|pOL

2. P Ą pOL

3. P Ą p

4. P X OK “ p

5. P X K “ p

Démonstration. En effet,
— 1 ô 2 est une conséquence de 1.3.3.
— 2 ô 3 est clair
— 4 ñ 3
— 4 ô 5 car les éléments de P sont des entiers algébriques.
— Montrons 3 ô 4, PXOK étant un idéal premier non nul de OK vérifiant PXOK Ą

p alors ou bien P X OK “ OK ou bien P X OK “ p car OK est un anneau de
Dedekind. Le premier cas est impossible car dès lors 1 P P.

Théorème 2.1.2 Pour tout idéal premier non nul p de OK, il existe P un idéal
premier non nul de OL tel que P soit au-dessus de p. Tout idéal premier P de OL est
au-dessus d’un unique idéal de OK.

Démonstration. Pour la première partie il suffit de prendre un divieur premier de pOL,
sauf si ce dernier est égal à OL. Le cas échéant prenons γ P p´1zOK de tel sorte que
γp Ă OK. On obtient alors γpOL Ă OKOL Ă OL. Si pOL “ OL Q 1 alors γ P OL est
un entier algébrique et donc γ P OK fournissant une contradiction. Pour la deuxième
partie du théorème l’idéal P est au-dessus de PXOK, non nul car contenant la norme
des éléments de P.
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2.2 Les nombres e, g et f
Pour cette partie, on fixe p un idéal premier non nul de OK et P un idéal premier

non nul de OL au-dessus de p.

Définition 2.2.1 On appelle indice de ramification de P au dessus l’unique entier
naturel eL{KpP|pq “ e tel que Pe divise pOL et e maximale.

Définition 2.2.2 On note gL{Kppq le nombre de facteurs premiers de pOL.

Définition-Propriété 2.2.3 Le corps fini OK{p s’injecte canoniquement dans OL{P.
On note fL{KpP|pq et on appelle degré d’inertie la dimension de OL{P comme OK{p-
espace vectoriel.

Théorème 2.2.4 La OK{p-algèbre OL{pOL est de dimension n “ rL : Ks et on
dispose de :

n “
ÿ

q|p

fpq|pqepq|pq

Démonstration. L’essence de la preuve consiste à montrer que OL est un OK-module
libre de rang n, cela montre la première assertion. Pour la seconde on prouve l’iso-

morphisme OL{pOL »
ź

P|p

OK{PepP|pqOK puis on calcule la dimension de chacun des

facteurs . On trouvera la preuve complète dans [Ser62] (1.5.10.).

Définition 2.2.5 On dit que :
— p est ramifié si epP|pq ą 1 pour un P au dessus de p.
— p est inerte si gppq “ 1 et epP|pq “ 1 pour tout P au dessus de p.

Exemple 2.2.6 Par exemple prenons l’extension Q Ă Qp
?
2q. L’idéal 2Zr

?
2s se

décompose en p
?
2Zr

?
2sq2. Dès lors :

1. ep
?
2Zr

?
2s|2Zq “ 2.

2. fp
?
2Zr

?
2s|2Zq “ 1pcarZ{2Z » Zr

?
2s{

?
2Zr

?
2sq. On retrouve bien la formule

de 2.2.5.
3. L’idéal 2Z est ramifié, mais 3Z ne l’est pas pour cette extension.

2.3 Théorie de Galois et ramification
On conserve les notations de la partie précédentes. On notera L “ OL{P et K “

OK{p. Les démonstrations des théorèmes 2.3.1 et 2.3.4 sont présentes dans [Ser62].

Théorème 2.3.1 Le groupe GalpL{Kq agit transitivement sur les idéaux premiers
non nuls P de OL au-dessus de p.

Définition 2.3.2 On pose :
— Le groupe de décomposition DL{KpPq “ tσ P GalpL{Kq | σpPq “ σu

— Le groupe d’inertie TL{KpPq “ tσ P GalpL{Kq | σpαq ” α mod P @α P OLu
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Proposition 2.3.3 Le cardinal de D est égale à ef .

Démonstration. L’action étant transitive, il suffit d’utiliser la formule orbite-stabilisateur.

Remarque. Le groupe T est inclus dans le groupe D. Pour chaque éléments de σ P D,
on peut définir σ P GalpL{Kq par σpαq “ σpαq. Ainsi T est le noyau de ¨ .

Théorème 2.3.4 L’application

ϕ : D{T ÝÑ GalpL{Kq

rσs ÞÝÑ σ

est un isomorphisme.

2.4 Morphisme et théorème d’Artin
On se place ici dans le cas où l’idéal P est non-ramifié au-dessus de p. Dans ce cas

un simple calcul assure que le cardinal de T est égale à e “ 1. Dès lors l’application ¨

est un isomorphisme. Il existe alors un unique élément σP tel que σP soit le morphisme
de Frobenius de l’extension GalpL{Kq.

Proposition 2.4.1 Soit s P GalpL{Kq, on dipose des égalités suivantes :

DpsPq “ sDpPqs´1 σsP “ sσPs´1

Remarque. Si l’extension L{K est abélienne, on notera que les groupes et éléments
DpPq, σP ne dépendent uniquement que de p. On les notera, dans ce cas, Dppq et σp.
On se placera dans l’hypothèse que L{K est abélienne.

Définition 2.4.1
— Soit a un idéal de OK. On note Ipaq le sous-groupe de IpOKq des idéaux premiers

avec a.
— Soit d un idéal tel que si p est ramifié, alors p|d. Alors on définit l’application

d’Artin comme :
p¨,L{Kq : Ipdq ÝÑ GalpL{Kq

p ÞÝÑ σp

Théorème 2.4.3 Il existe un idéal d tel que chaque premiers ramifié le divise et tel
que si α ” 1 mod d alors ppαq,L{Kq “ 1.

Remarque. Parmi tout les idéaux vérifiant cette propriété, on appelera conducteur tout
idéal maximal pour cette propriété.
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3 Courbe Elliptiques
Nous reviendrons plus tard sur l’utilité du théorème 2.4.3., on peut déjà souligner

qu’il permet d’obtenir des informations sur GalpL{Kq dans le cas où l’extension est
abélienne. Cette section aura pour but de présenter brièvement les courbes elliptiques
et leurs liens avec les deux parties pécédentes via la multiplication complexe. Cette
présentation ne saurait faire guise d’une pédagogie redoutable par manque d’espace.
Tout¨e lecteur¨ice étranger¨ère au vaste concept des courbes elliptiques pourra se ré-
ferrer à rRei88s et [Sil08] puis [Sil94] pour les sujets plus pointus abordé en la fin de
cette section. On pourra trouver dans ces mêmes références toutes les démonstrations
omises et les rappels présents dans cette section.

3.1 Introduction aux courbes elliptiques
Définition 3.1.1 Soit K un corps et n un entier naturel.

— On nomme ensemble algébrique projectif tout sous-ensemble V de PnpKq étant
le lieu d’annulation d’un idéal I homogène de KrX0, X1, . . . , Xns.

— Pour un tel ensemble V on note IpV q l’idéal engendré par les polynômes homo-
gènes s’annulant sur tout V . L’ensemble V est une variété algébrique projective
si IpV q est un idéal premier.

— On désigne par l’anneau KpV q l’ensemble des fractions f{g quotienté par „ où
f, g P KrX0, X1, . . . , Xns mais g R IpV q tel que f et g sont homogènes de même
degrés et f{g „ f 1{g1 si et seulement si f et f 1 ont le même degré et f´f 1 P IpV q.

— Un élément f P KpV q est régulier en P P V dès lors que f a un représentant de
la forme g{h où hpP q ‰ 0.

— Lorsque V est une variété alors on appelle dimension de V le degré de transcen-
dance de KpV q par rapport à K.

— Une courbe algébrique est une variété de dimension 1.

Remarque. Un idéal homogène est un idéal engendré par des polynômes homogènes. Le
degré de transcendance d’une K-algèbre est le cardinal de la plus grande famille algé-
briquement indépendante, par exemple, le degré de transcendance de KrX1, . . . , Xns

est n et le degré de transcendance de R comme Q-algèbre est infini.

Exemple 3.1.2 Le sous-ensemble V de P2 défini par l’équation Z “ Y est une
variété projective de dimension 1 avec IpV q “ idéal homogène engendré par Z ´ Y et
KpV q » Kptq.

Définition 3.1.3 On nomme courbe elliptique un couple constitué d’une courbe
algébrique de P2 de genre 1 et d’un point O de cette même courbe. Par abus de
language on omettra souvent le point O.

Remarque. Nous ne définirons pas ici ce que désigne le genre d’une courbe algébrique
car nous n’utiliserons pas cet aspect des courbes elliptique par la suite. De plus, cette
notion coïncide avec le genre topologique lorsque K “ C ce qui sera le cas par la suite.

Exemple 3.1.4 La courbe définie par l’équation Y 2Z “ X3 ´ 3XZ2 ` 3Z3 dans
P2pCq est une courbe elliptique.
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Definition 3.1.5 Soit K un corps.
— Si V1, V2 Ă PnpKq sont deux variétés alors une fonction rationnelle f entre V1

et V2 est une application partielle de la forme fpP q “ rf0pP q, . . . , fnpP qs tel que
fpP q P V2 et fi P KpV1q.

— Une fonction rationnelle f “ rϕ0, . . . , ϕns est définie en P P V1 s’il existe g P

KpV1q dès lors que chaque ϕig est régulier en P et que ϕigpP q ‰ 0 pour un
certain i.

— f est un morphisme dès lors qu’il est défini en tout point.
— Une isogénie entre deux courbes elliptiques pE1, O1q, pE2, O2q est un morphisme

f entre les courbes E1 et E2 vérifiant fpO1q “ O2. On note EndpEq les isogénies
d’une courbe elliptique E sur elle-même.

Proposition 3.1.6 Soit E une courbe elliptique sur un corps K. Alors il existe
x, y P KpEq tel que l’application :

ϕ : E ÝÑ P2pKq

P ÞÝÑ rxpP q, ypP q, 1s

est un isomorphisme de E sur une courbe, lieu d’annulation d’une équation de Wiers-
trass :

C : Y 2Z ` a1XY Z ` a3Y Z2 “ X3 ` a2X
2Z ` a4XZ2 ` a6

Où a1, . . . a6 P K et ϕpOq “ r0, 1, 0s. Lorsque la caractéristique de K est différente de
2 ou 3 on peut simplifier l’équation en :

Y 2Z “ X3 ` AXZ2 ` BZ3

Définition-Proposition 3.1.7 Soit E une courbe elliptique sur un corps de carac-
téristique ‰ 2, 3 alors la quantité j définie ci-dessous caractérise entièrement la courbe
E à isomorphisme près.

∆ “ ´16p4A3 ` 27B2q j “ ´1728
p4Aq3

∆

Réciproquement, si j P Kca, Kca étant la clôture algébrique de K alors il existe une
courbe elliptique ayant comme invariant j et étant le lieu d’annulation d’un équation
de Wierstrass à coefficients dans Kpjq.

3.2 Réseaux et courbes elliptiques
Définition 3.2.1 On désigne par réseau tout sous-groupe discret Λ de C tel que
VectCpΛq “ C. On dit que deux réseaux Λ1 et Λ2 sont homothétiques s’il existe α P C˚

tel que Λ1 “ αΛ2.

Exemple 3.2.2 Les sous-groupes Z ` iπZ et Zris sont tout deux des réseaux, le
deuxième est d’ailleurs stable par multiplication et l’autre non.
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Définition-Proposition 3.2.3 Soit Λ un réseau. Alors on note P la fonction P de
Weierstrass holomorphe et Λ périodique définie par :

Ppzq “
1

z2
`

ÿ

λPΛ˚

1

pz ´ λq2
´

1

λ2

Rappel 3.2.4 On ne détaillera pas ici comment toute courbe elliptique E peut
être munie d’une structure de groupe abélien. Ce qui nous importe c’est que cette loi
de groupe munit E d’une structure de groupe de Lie complexe. En particulier, toute
isogénie induit un morphisme de groupe entre courbes elliptiques et pEndpEq,`, ˝q est
un anneau.

Proposition 3.2.5 Soit E une courbe elliptique sur C. Alors il existe un unique
réseau Λ à homothétie près tel que C{Λ et E soit isomorphes en tant que groupe de
Lie complexe et variété algébrique. On donne ici explicitement l’isomorphisme :

Φ : C{Λ ÝÑ E

z ÞÝÑ rPpzq,P 1pzq, 1s

De manière générale si Λ est un réseau alors on note EΛ la courbe elliptique associée.

Definition 3.2.6 Soit Λ un réseau, alors pour tout k P N la quantité suivante est
bien définie :

G2kpΛq “
ÿ

λPΛ˚

1

λ2k

On notera aussi :

g2pΛq “ 60G4pΛq g3pΛq “ 140G6pΛq ∆pΛq “ g2pΛq3 ´ 27g3pΛq2

jpΛq “ 1728
g2pΛq3

∆pΛq

Proposition 3.2.7 Avec les notations précédentes : jpΛq “ jpΦpC{Λqq.

Proposition 3.2.8 Soit Λ un réseau et E “ ΦpC{Λq. Alors, EndpEq » tα P C|αΛ Ă

Λu.

3.3 Multiplication complexe
Définition 3.3.1 Soit E une courbe elliptique complexe et R un sous-anneau de
C. On dit que E a pour multiplication complexe R si EndpEq » R. On désignera
par ELLpRq les classes d’isomorphismes des courbes elliptiques avec multiplication
complexe R.

Remarque. Une telle appellation est motivé par le fait que l’on munit les courbes de
ELLpRq d’une multiplication par les éléments de R.

Pour le reste de ce cette sous-section, on fixera K un corps de nombre. On notera
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que lorsque K est un corps quadratique imaginaire, OK est un réseau de C et d’après
la proposition précédente, EOK P ELLpOKq

Soit a un idéal fractionnaire non nul de OK et Λ un réseau tel que EΛ P ELLpOKq.
Alors on peut définir le sous-groupe de C :

aΛ “ tα1λ1 ` α2λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` αrλr|αi P a, λi P Λ, r P Nu

Proposition 3.3.2 Soit Λ un réseau vérifiant EΛ P ELLpOKq, et soit a et b deux
idéaux fractionnaires de OK. Alors,

1. aΛ est un réseau de C
2. La courbe elliptique EaΛ satisfait EndpEaΛq » OK

3. EaΛ » EbΛ si et seulement si a “ b dans CLpOKq

Démonstration. 1. Par hypothèse et le théorème 3.2.8. on dispose EndpEΛq » OK
d’où OKΛ “ Λ. Prenons un entiers d tel que da Ă OK. On obtient alors daΛ Ă Λ
donc aΛ Ă 1

dΛ et aΛ est un sous-groupe discret de Λ. Soit maintenant d1 un entier
tel que d1OK Ă a. On dispose ainsi de d1Λ Ă aΛ. Ainsi aΛ engendre linéairement
C c’est donc bien un réseau.

2. Soit α P C alors :

αaΛ Ă aΛ ðñ αaa´1Λ Ă aa´1Λ ðñ αΛ Ă Λ

Dès lors,

EndpEaΛq » tα P C | αaΛ Ă aΛu “ tα P C | αΛ Ă Λu » EndpEΛq » OK

3. Le théorème 3.2.5 assure que EaΛ » EbΛ si et seulement si les deux réseaux aΛ
et bΛ sont homothétiques. C’est-à-dire qu’il existe u P C˚ tel que :

aΛ “ ubΛ ðñ Λ “ uba´1Λ ðñ Λ “ uab´1Λ

Dès lors, les idéaux fractionnaires ab´1 et ba´1 sont inclus dans OK et ainsi on
dispose de :

a “ ub

Théorème 3.3.3 Le groupe CLpOKq agit simplement transitivement sur ELLpOKqvia
l’action a ¨ EΛ “ Ea´1Λ

Corollaire 3.3.4 L’ensemble ELLpOKq est fini de cardinal #CLpOKq.
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3.4 Action de GalpKca
{Kq sur ELLpOKq

Soit σ P AutpCq et E une courbe elliptique complexe. Alors Eσ désignera la nouvelle
courbe dont les points sont les images des points de E par σ. C’est bien une courbe
elliptique et si E possédait une équation de Wiertrass alors Eσ aussi et ses coefficients
sont l’images des précédents par σ.

Proposition 3.4.1 Soit σ P AutpCq et E une courbe elliptique complexe.
1. EndpEq » EndpEσq

2. jpOKq est un nombre algébrique dès lors que K est un corps quadratique imagi-
naire.

3. ELLpOKq “ ELLQcapOKq où ce dernier ensemble désigne les courbes elliptiques
sur Qca à Qca-isomorphisme de variétés près tel que EndpEq » OK.

Démonstration. 1. L’application θ : EndpEq ÝÑ EndpEσq

φ ÞÝÑ σφσ´1

est un isomorphisme.

2. L’action de AutpCq sur les courbes elliptiques induit une action de AutpCq sur
ELLpOKq. Ainsi si σ parcourt AutpCq, EOK P ELLpOKq. Cependant, comme
l’invanriant j est déduit des coefficients de l’équation de Wiertrass d’une courbe
elliptique à l’aide de fractions, multiplications et additions, on peut prétendre
que jpEσq “ jpEqσ. Dès lors jpOKqσ “ jpOσ

Kq. Mais les classes d’isomorphismes
de OK sont finies d’après le corollaire 3.3.4 donc jpOKqσ ne prend qu’un nombre
fini de valeurs, aisni rQpjpOKqq,Qs est fini. Donc j est algébrique.

3. Soit E une courbe elliptique de ELLpOKq, on veut montrer qu’elle admet un re-
pésentant dans ELLQcapOKq. On sait dès lors que jpEq est un nombre algébrique
ainsi on peut définir une courbe elliptique d’invariant jpEq et dont les coefficients
de son équation de Wiertrass sont dans QpjpEqq Ă Q. Cela nous fourni bien un
tel représentant.

En particulier si K est un corps de nombre on peut restreindre l’action de AutpCq

sur ELLpOKq à une action de GalpKca
{Kq sur ELLpOKq.

Résumons ainsi tout le travail que nous avons fourni. Nous avons construit deux actions
sur ELLpOKq :

1. L’action de GalpKca
{Kq.

2. L’action simplement transitive de CLpOKq.
Ainsi la deuxième étant simplement transitive, on peut définir un morphisme F de la
sorte :

F : GalpKca
{Kq ÝÑ CLpOKq

σ ÞÝÑ F pσq

tel que si E est une courbe elliptique, Eσ “ F pσq ¨E. Nous ôtons ici plusieurs étapes, il
faudrait notamment prouver que cette relation ne dépende pas de la courbe elliptique
E choisie.
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4 Corps de classe de Hilbert

4.1 Définitions
Pour rappel, nous avons défini la notion de conducteur pour toute extension abé-

lienne de corps de nombres. Pour définir le corps de classe de Hilbert d’un corps de
nombre K nous devons introduire la notion de ray class field. Les démonstrations de
cette section sont toutes dues à [Sil94].

Définition 4.1.1 Soit K un corps de nombre et c un idéal de OK. le corps Kc est un
ray class field de K (modulo c) si, pour toute extension abélienne L de K on dipose
de :

cL{K|c ùñ L Ă Kc

Définition 4.1.2 Soit a un idéal de OK alors on note par Ppaq l’ensemble :

Ppaq “ tpαq|α P K˚, α ” 1 mod au

Pour rappel, avec ces notations, cL{K est le plus grand idéal tel que PpcL{Kq Ă

kerp¨,L{Kq.

Définition 4.1.3 Si K Ă L est une extension de corps de nombres, alors on définit
l’application norme :

NL : IpOLq ÝÑ IpOKq

P ÞÝÑ pfpP|pq

Où p “ POK .

La propriété suivante assure l’existence et l’unicité du ray class field.

Proposition 4.1.4 Soit K Ă L une extension abélienne de corps de nombre. Soit c
un idéal de OK

1. Le morphisme d’Artin :

p¨,L{K : q ÝÑ IpcL{KqGalpL{Kq

est surjectif.
2. Le noyau du morhisme d’Artin est pNLIpOLqqPpcL{Kq.
3. Il existe un unique ray class field de K modulo c. Le conducteur de Kc{K divise

c

Le corps de classe de Hilbert de K est simplement le corps Kp1q que l’on notera
H. Son conducteur est donc p1q d’après le point 3 et aucun idéal premier de OK
n’est ramifié. De plus, Ppp1qq “ tidéaux principaux fractionnaires de OKu et Ipp1qq “

tidéaux fractionnaires de OKu. Dès lors, le morphisme d’Artin induit un isomorphisme :

p¨,H{Kq : CLpOKq ÝÑ GalpH{Kq
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4.2 Calcul du corps de classe de Hilbert
Pour assurer la démonstration du théorème annoncé en introduction, nous allons

admettre deux lemmes :

Lemme 4.2.1 Il existe un ensemble fini de nombre premiers S Ă Z tel que si p R S
est un nombre premier qui se décompose dans OK disons pOK “ pp1 alors :

F pσpq “ p P CLpOKq

Lemme 4.2.2 Soit K un corps de nombre et c un idéal de OK. Alors toute classe
d’idéaux de Ipcq{Ppcq contient une inifinité de représentant.

Théorème 4.2.3 Soit K un corps quadratique imaginaire. Alors KpjpOKqq est une
extension abélienne de K.

Démonstration. Rappellons que l’on dispose d’un morphisme F : GalpKca
{Kq ÝÑ CLpOKq.

Soit L l’unique corps, d’après la correspondance de Galois, tel que kerF “ GalpKca
{Lq.

Dès lors :

GalpKca
{Lq “ kerF

“ tσ P GalpKca
{Kq | F pσq “ 1u

“ tσ P GalpKca
{Kq | F pσq ¨ E “ Eu

“ tσ P GalpKca
{Kq | Eσ “ Eu

“ tσ P GalpKca
{Kq | jpEσq “ jpEqu

“ tσ P GalpKca
{Kq | jpEqσ “ jpEqu

“ GalpKca
{KpjpOKqqq

Dès lors L “ KpjpOKqq et GalpL{Kca
qq s’injecte dans CLpOKq donc c’est un groupe

abélien. Nous avons donc montré que L était une extension abélienne de K.

Lemme 4.2.4 La composition des deux flèches suivantes :

IpcL{Kq
p¨,L{Kq

ÝÝÝÝÝÑ GalpL{Kqq
F

ÝÑ CLpOKq

est égale à la projection naturelle de IpcL{Kq sur CLpOKq c’est à dire que pour tout
idéal fractionnaire a P IpcL{Kq on dispose de F ppa,L{Kqq “ a.

Démonstration. Prenons a un idéal fractionnaire de IpcL{Kq et notons S l’ensemble
décrit par le lemme 4.2.1. D’après le lemme 4.2.2. il existe un idéal premier p P IpcL{Kq

dans la même P pcL{Kq-classe que a et n’étant pas dans S. En d’autre termes, on peut
trouver α P K˚ tel que :

α ” 1 mod cL{K et a “ pαqp
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Calculons alors :

F ppa,L{Kqq “ F pppαqp,L{Kqq car a “ pαqp

“ F ppp,L{Kqq car α ” 1 mod cL{K

“ p d’après le lemme 4.2.1
“ a car a “ pαqp

Théorème 4.2.5 Le corps de classe Hilbert de K est L.

Démonstration. La conséquence immédiate du lemme 4.2.4. est que pour tout idéal
principal pαq P IpcL{Kq on dispose de

F pppαq,L{Kqq “ 1

Nous savons également que l’application F : GalpL{Kq ÝÑ CLpOKq est injective.
alors on dispose de :

ppαq,L{Kq “ 1 pour pαq P IpcL{Kq

Cependant, l’idéal cL{K est le plus petit idéal c vérifiant :

α ” 1 mod c ùñ ppαq,L{Kq “ 1

Dans notre cas, cL{K “ 1 nécessairement. Le conducteur est divisible par tout les
idéaux premiers qui sont ramifiés. Dès lors l’extension L{K n’est pas ramifiée. Ainsi,
le corps L est contenu dans le corps de classe de Hilbert H de L.
De plus, L’application naturelle IpcL{Kq “ Ipp1qq ÝÑ CLpOKq est clairement sur-
jective. Dès lors le lemme 4.2.4. assure que F : GalpL{Kq ÝÑ CLpOKq est aussi
surjective et donc c’est un isomorphisme. Dès lors :

rL : Ks “ #GalpL{Kq “ #CLpOKq “ #GalpH{Kq “ rH : Ks

Ceci combiné avec l’inclusion L Ă H prouve L “ H. Et puique L “ KpjpOKqq alors
nous avons prouvé le théorème annoncé en introduction.
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