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1 Introducঞon

On travail d’abord avec les représentations de la matrice unitaire 𝑈(𝑛). On dé-
signe par 𝑉 𝜆 la représentation irréductible de𝑈(𝑛) avec le poids dominant 𝜆. Soient
𝜆, 𝜇 deux poids dominants. On peut décompose le produit tensoriel 𝑉 𝜆 ⊗ 𝑉 𝜇 sous
la forme

𝑉 𝜆 ⊗ 𝑉 𝜇 = ⨁𝜈
𝑐𝜈

𝜆𝜇𝑉 𝜈 .

On s’intéresse au problème suivant. Considérons la mesure de probabilité 𝑃 (⋅|𝜆, 𝜇)
sur l’ensemble des poids dominants, définie par

𝑃 (𝜈|𝜆, 𝜇) ∶=
𝑐𝜈

𝜆𝜇 dim𝑉 𝜈

dim𝑉 𝜆 ⊗ 𝑉 𝜇 .
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On veut déterminer le comportement de 𝑃 , car cela donne toutes les informations
sur la décomposition de 𝑉 𝜆 ⊗ 𝑉 𝜇.

Il existe déjà des résultats sur le problème. Par exemple, dans l’article [CŚ13],
une certaine matrice aléatoire 𝑋(𝜌) est associée à toute représentation 𝜌 de 𝑈(𝑛).
Une tellematrice𝑋(𝜌) comprend des informations sur la décomposition de 𝜌. Il faut
donc étudier 𝑋(𝑉 𝜆 ⊗ 𝑉 𝜇) au lieu de 𝑃 . Les auteurs ont montré que sous certaines
hypothèses sur les représentations irréductibles 𝜌1, 𝜌2, lorsque 𝑛 → ∞, la matrice
𝑋(𝜌1 ⊗ 𝜌2) converge en lois vers la convolution libre des lois de 𝑋(𝜌1) et 𝑋(𝜌2).

On n’a pas pu arriver au résultat dans [CŚ13], mais on a examiné le problème
du point de vue de l’analyse. Dans ce rapport, on va d’abord introduire la langue
de probabilité non commutative. Puis dans ce cadre on va prouver un résultat sur la
liberté asymptotique pour les matrices de Haar. Dans la seconde partie, on va mon-
trer que la mesure de probabilité 𝑃 est liée avec la mesure spectrale de la somme
de deux matrices hermitiennes aléatoires. Cela donne une vue différente de [CŚ13]
sur le résultat dans celui-ci.

Mon stage a commencé en janvier en collaboration avec mon encadrant, Profes-
seur Pierre Tarrago. Initialement, le but était d’étudier le lien entre la cohomologie
des grassmanniennes et la probabilité non commutative, ainsi que leur contrepartie
quantique. Cependant, au cours de la lecture des article, on a rencontré beaucoup de
difficultés. On a étudié de l’énoncé et la preuve de formule de convolution deWein-
garten. Enmême temps, j’ai acquis des connaissances fondamentales en théorie des
représentations, par exemple, la dualité de Schur-Weyl pour𝑈(𝑛) et la classification
des représentations irréductibles de 𝑈(𝑛). Après avoir compris la preuve du théo-
rème 2.8, on se concentrait sur le calcul de la densité spectrale de la matrice (3.0.1).
Cependant, il y a eu quelques problèmes concernant l’intégrabilité qui n’étaient pas
abordés dans les articles qu’on a consulté. On a trouvé une méthode directe pour
les montrer. Cela a pris le reste du temps du stage.

2 Liberté asymptoঞque et matrice de Haar

Matrices aléatoires et probabilités libres

En théorie classique des probabilités, on travail souvent avec l’espace de proba-
bilité (Ω, ℱ ,ℙ). Soit𝐴 unematrice aléatoire, c’est-à-dire que les éléments de lama-
trice 𝐴 sont variables aléatoires. Nous souhaitons examiner les quantités 𝔼(tr(𝐴𝑘)),
qui fournissent des informations sur la distribution spectrale de𝐴. Dans ce contexte,
nous introduisons des notions plutôt d’ordre algébrique que analytique pour étudier
ces quantités.
Définition 2.1. On dit que (𝒜 , 𝜑) est un espace de probabilité non commutatif, si
𝒜 est une algèbre unitaire (pas nécessairement commutative) sur ℂ et 𝜑 est une
forme linéaire sur 𝒜 qui envoie l’identité sur 1. Habituellement 𝜑 est appelée un
état, et les éléments de 𝒜 sont dits les variables aléatoires (non commutatives).

Soient 𝐴𝑁,1, ⋯ , 𝐴𝑁,𝑛 des ensembles gaussiens unitaires indépendants de taille
N. Pour rappel, un ensemble gaussien unitaire est unematrice aléatoire unitaire𝐴 =



2 Liberté asymptoঞque et matrice de Haar 3

(𝑎𝑖𝑗) où 𝑎𝑖𝑗 ∼ 𝒩ℂ(0, 1), 𝑎𝑖𝑖 ∼ 𝒩 (0, 1) et les éléments 𝑎𝑖𝑗(𝑖 ≤ 𝑗) sont indépendants.
Pour donner un exemple concret de la définition ci-dessus, considérons l’algèbre
unitaire 𝒜𝑁 des matrices aléatoires engendrée par les matrices aléatoires ci-dessus,
et équipons-la de l’application 𝜑 = 𝔼(tr(⋅)).
Remarque 2.2. Dans le contexte suivant, « Tr » désigne la trace et « tr » désigne
la trace normalisée.
Définition 2.3. Soient 𝒜1, ⋯ , 𝒜𝑛 des sous-algèbres unitaires de 𝒜 . Les sous-
algèbres sont dites libres si pour tous les éléments centrés 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑟 appartenant
respectivement à 𝒜𝑖1 , ⋯ , 𝒜𝑖𝑟 avec 𝑖1 ≠ 𝑖2 ≠ ⋯ ≠ 𝑖𝑟, on a 𝜑(𝑎1 ⋯ 𝑎𝑟) = 0.

En d’autres termes, les sous-algèbres sont libres si les produits alternés d’élé-
ments centrés provenant de celles-ci sont toujours centrés. Les éléments de 𝒜 sont
dits libres si les algèbres qu’ils génèrent sont libres.
Remarque 2.4. Soit ℬ l’algèbre engendrée par 𝒜1, ⋯ , 𝒜𝑛. Alors 𝜑|ℬ est déter-
minée par 𝜑|𝒜1 , ⋯ , 𝜑|𝒜𝑛 et par la condition de liberté.
Définition 2.5. Pour tout entier positif𝑁 , soient𝑋𝑁,1, ⋯ , 𝑋𝑁,𝑛 des variables aléa-
toires non commutatives dans un espace (𝒜𝑁 , 𝜑𝑁 ). Soient 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛 des variables
aléatoires dans un autre espace (𝒜 , 𝜑). On dit que (𝑋𝑁,1, ⋯ , 𝑋𝑁,𝑛) converge en loi
vers (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) si tous les moments mixtes

𝜑𝑁 (𝑋𝑁,𝑖1 𝑋𝑁,𝑖2 ⋯ 𝑋𝑁,𝑖𝑟 )
de (𝑋𝑁,1, ⋯ , 𝑋𝑁,𝑛) convergent vers ceux de (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛). Dans ce cas, on écrit

(𝑋𝑁,1, ⋯ , 𝑋𝑁,𝑛) loi⟶ (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛).
Définition 2.6. Dans le contexte ci-dessus, 𝑋𝑁,1, ⋯ , 𝑋𝑁,𝑛 sont dites asymptoti-
quement libres si en plus 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛 sont libres.
Exemple 2.7. Grâce à une formule de Wick [MS17], on peut démontrer que
𝐴𝑁,1
√𝑁

, ⋯ , 𝐴𝑁,𝑛
√𝑁

sont asymptotiquement libres, et elles convergent toutes en lois vers
la loi du demi-cercle de Wigner.

Liberté asymptoঞque pour les matrices de Haar

Dans ce qui suit, si l’espace de probabilité non commutatif traité est constitué
de matrices aléatoires, l’état 𝜑 de cet espace est par défaut 𝔼(tr(⋅)). Soit 𝑈𝑁 ∈
𝑈(𝑁) une matrice aléatoire unitaire choisie selon la mesure de Haar. On l’appelle
la matrice de Haar de taille 𝑁 .
Théorème 2.8. Soient {𝐴𝑁 }, {𝐵𝑁 } deux suites de matrices déterministes conver-
geant en loi vers 𝑎, 𝑏 respectivement et 𝐴𝑁 , 𝐵𝑁 sont de taille 𝑁 par 𝑁 . Alors on a
la convergence en loi

(𝑈𝑁 𝐴𝑁 𝑈 ∗
𝑁 , 𝐵𝑁 ) loi⟶ (𝑎, 𝑏)

où 𝑎 et 𝑏 sont libres dans le même espace de probabilité non commutatif.
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Pour montrer le théorème, on a besoin d’une formule pour calculer les moments
mixtes des matrices de Haar. C’est ce qu’on appelle la formule de convolution de
Weingarten 2.9. Beaucoup de techniques en théorie de la représentation sont réquis
dans la construction des fonctions de Weingarten et la preuve de cette formule. On
peut se référer à [CŚ06].

Théorème 2.9 (Formule de convolution de Weingarten). Fixons un entier posi-
tif 𝑛. Soit 𝑁 ≥ 𝑛 un entier et soit 𝑈 ∈ 𝑈(𝑁) la matrice de Haar. Alors il
existe une fonction Wg𝑁 ∈ ℂ[𝑆𝑛] sur 𝑆𝑛 telle que pour tous les multi-indices
𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ ∶ [𝑛] → [𝑁], on a

𝐸[𝑈𝑖1𝑗1 ⋯ 𝑈𝑖𝑛𝑗𝑛 𝑈𝑖′1𝑗′
1

⋯ 𝑈𝑖′𝑛𝑗′
𝑛 ] = ∑

𝜎,𝜏∈𝑆𝑛

𝛿𝑖,𝑖′𝜎 𝛿𝑗,𝑗′
𝜏 Wg𝑁 (𝜎𝜏−1).

Proposition 2.10. Il existe une fonction 𝜙 ∈ ℂ[𝑆𝑛] telle que lorsque 𝑁 → ∞ on a

Wg𝑁 (𝜎) = 𝜙(𝜎)𝑁−|𝜎|−𝑛 + 𝑂(𝑁−|𝜎|−𝑛−1).

Notons qu’ici 𝛿𝑖𝑗 = 1 si 𝑖 = 𝑗 en tant que multi-indices et 𝛿𝑖𝑗 = 0 dans l’autres
cas. On note aussi 𝑖𝜎 = (𝑖𝜎1, ⋯ , 𝑖𝜎𝑛). On peut décrire une permutation 𝜎 ∈ 𝑆𝑛
comme le produit de transpositions. Alors le nombre minimal de transpositions
nécessaires pour réaliser cette décomposition est noté par |𝜎|.

Démonstration du théorème 2.8. Pour simplifier le calcul, on supprime tous les in-
dices 𝑁 . Soient 𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 et 𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑛 des polynômes à coefficients complexes. On
calcule la limite de l’expression

𝔼 (Tr(𝑈𝑓1(𝐴)𝑈 ∗𝑔1(𝐵) ⋯ 𝑈𝑓𝑛(𝐴)𝑈 ∗𝑔𝑛(𝐵))) . (2.10.1)

Notons 𝑓𝑖(𝐴) = (𝐴(𝑖)
⋅⋅ ), 𝑔𝑖(𝐵) = (𝐵(𝑖)

⋅⋅ ) et 𝑈 = (𝑈⋅⋅). Alors on a

Tr(𝑈𝑓1(𝐴)𝑈 ∗𝑔1(𝐵) ⋯ 𝑈𝑓𝑛(𝐴)𝑈 ∗𝑔𝑛(𝐵)) =
∑

𝑖,𝑗,𝑖′,𝑗′
𝑈𝑖1𝑗1 𝐴(1)

𝑗1𝑗′
1
𝑈̄𝑖′1𝑗′

1
𝐵(1)

𝑖′1𝑖2
⋯ 𝑈𝑖𝑛𝑗𝑛 𝐴(𝑛)

𝑗𝑛𝑗′
𝑛
𝑈̄𝑖′𝑛𝑗′

𝑛 𝐵(𝑛)
𝑖′𝑛𝑖1

où 𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ prennent toutes les fonctions de [𝑛] vers [𝑁]. Par la formule de convo-
lution de Weingarten 2.9, on a

(2.10.1) = ∑
𝑖,𝑗,𝑖′,𝑗′

∑
𝜎,𝜏∈𝑆𝑛

𝐴(1)
𝑗1𝑗′

1
𝐵(1)

𝑖′1𝑖2
⋯ 𝐴(𝑛)

𝑗𝑛𝑗′
𝑛
𝐵(𝑛)

𝑖′𝑛𝑖1
𝛿𝑖,𝑖′𝜎 𝛿𝑗,𝑗′

𝜏 Wg𝑁 (𝜎𝜏−1)

= ∑
𝜎,𝜏∈𝑆𝑛

∑
𝑖,𝑗

𝐴(1)
𝑖1𝑖𝜏1

⋯ 𝐴(𝑛)
𝑖𝑛𝑖𝜏𝑛

𝐵(1)
𝑗1𝑗𝜎2

⋯ 𝐵(𝑛)
𝑗𝑛𝑗𝜎1

Wg𝑁 (𝜎𝜏).

On peut simplifier davantage cette formule en introduisant la notation suivante.
Soit 𝒜 une algèbre et 𝜑 une forme linéaire sur 𝒜 . Supposons que 𝜑 est une trace.
Pour toute permutation 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 et toutes les éléments 𝐴1, ⋯ , 𝐴𝑛 dans 𝒜 , on définit
𝜑𝜎(𝐴1, ⋯ , 𝐴𝑛) comme suit. Si 𝜎 = (𝑖1𝑖2 ⋯ 𝑖𝑛) est un cycle, on définit

𝜑𝜎(𝐴1, ⋯ , 𝐴𝑛) = 𝜑(𝐴𝑖1 , ⋯ , 𝐴𝑖𝑛 ).
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Dans le cas général, on décompose 𝜎 en cycles disjoints 𝜎1 ⋯ 𝜎𝑟 et on définit la
quantité comme le produit de celles de ces cycles. De cette manière, on peut obtenir
une formule plus compacte :

(2.10.1) = ∑
𝜎,𝜏∈𝑆𝑛

Tr𝜏 (𝑓1(𝐴), ⋯ , 𝑓𝑛(𝐴))Tr𝜎𝛾 (𝑔1(𝐵), ⋯ , 𝑔𝑛(𝐵))Wg𝑁 (𝜎𝜏)

où 𝛾 = (1, 2, ⋯ , 𝑛). Par proposition 2.10, on a Wg𝑁 (𝜎) ∼ 𝜙(𝜎)𝑁−|𝜎|−𝑛 où 𝜙 est
une fonction sur 𝑆𝑛 indépendante de 𝑁 . On en déduit que la suite des moments
mixtes

𝜑𝑁 (𝑈𝑓1(𝐴)𝑈 ∗𝑔1(𝐵) ⋯ 𝑈𝑓𝑛(𝐴)𝑈 ∗𝑔𝑛(𝐵))

converge vers la limite

∑
|𝜏|+|𝜎𝛾|+|𝜎𝜏|=𝑛−1

𝜙(𝜎𝜏) 𝜑𝜏 (𝑓1(𝑎), ⋯ , 𝑓𝑛(𝑎)) 𝜑𝜎𝛾 (𝑔1(𝑏), ⋯ , 𝑔𝑛(𝑏)) . (2.10.2)

De la mêmemanière que remarque 2.4, pour montrer le théorème il suffit de vérifier
que si 𝑓𝑖(𝑎), 𝑔𝑖(𝑏) sont tous centré, la limite (2.10.2) égale zéro. En fait, au moins
l’une des valeurs de |𝜏| et |𝜎𝛾| est inférieure ou égale à 𝑛−1

2 , ce qui signifie que 𝜏
ou 𝜎𝛾 a un point fixe. Donc tous les termes s’annulent dans (2.10.2). Cela conclut
la démonstration. ◻

3 Mesures orbitales

Soit𝐻𝑛 l’epace des matrices hermitiennes 𝑛 par 𝑛, et soit𝐻𝑛,0 le sous-espace de
𝐻𝑛 constitué des matrices sans trace. Pour 𝐴 ∈ 𝐻𝑛, définissons l’orbite coadjointe
unitaire comme

Ω𝐴 ∶= {𝑈𝐴𝑈 ∗ ∶ 𝑈 ∈ 𝑈(𝑛)}.

Alors Ω𝐴 est constituée des matrices hermitiennes avec le même spectre que 𝐴.
Pour deux matrices hermitiennes 𝐴 et 𝐵, la détermination des spectres possibles
des matrices dans Ω𝐴 +Ω𝐵 est connue sous le nom du « problème de Horn ». Celui-
ci a été résolu à l’aide des méthodes combinatoires par Knutson et Tao [KT99]
[KT00].

On choisit deux matrices hermitiennes dans Ω𝐴 et Ω𝐵 de manière uniforme,
puis on forme leur somme. Plus précisément, Soient 𝑈 et 𝑉 deux matrices de Haar
indépendantes, et on veut déterminer la lois de probabilité du spectre de la matrice
aléatoire

𝐻 = 𝑈𝐴𝑈 ∗ + 𝑉 𝐵𝑉 ∗. (3.0.1)

Pour faciliter nos calculs, on doit se débarraser d’une quantité invariante— la trace.
Puisque la situation reste la même si l’on remplace 𝐴 par 𝐴+𝜆𝐼𝑛, on peut supposer
apriori que 𝐴 et 𝐵 sont sans trace. Ainsi, on ne considère que la loi de probabilité
de 𝐻 dans 𝐻𝑛,0.
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Ouঞls uঞles pour les calculs

Nous introduisons d’abord quelques techniques de calcul. En tant qu’espaces
vectoriels réels, on a l’identification 𝐻𝑛,0 ≅ ℝ𝑛2−1. Définissons la mesure de Le-
besgue sur 𝐻0,𝑛 par

𝑑𝑌 ∶= 𝑑𝑌11 ⋯ 𝑑𝑌𝑛−1,𝑛−1𝑑 Re 𝑌12𝑑 Im 𝑌12 ⋯ 𝑑 Re 𝑌𝑛−1,𝑛𝑑 Im 𝑌𝑛−1,𝑛.

Soit 𝑓 ∈ 𝒮 (𝐻𝑛,0) une fonction de Schwartz sur 𝐻𝑛,0. Définissons la transformation
de Fourier

ℱ 𝑓(𝐴) = ̂𝑓 (𝐴) ∶= ∫
𝐻𝑛,0

𝑒−𝑖Tr(𝐴𝑌 )𝑓(𝑌 )𝑑𝑌 , 𝐴 ∈ 𝐻0,𝑛.

On peut écrire la transformation de Fourier inverse sous une forme compacte.

Lemme 3.1. Soit 𝑓 ∈ 𝒮 (𝐻𝑛,0). Définissons la transformation de Fourier inverse
par

ℱ −1𝑓(𝑌 ) ∶= 𝑛2𝑛(𝑛−1)

(2𝜋)𝑛2−1
∫

𝐻0,𝑛

𝑒𝑖Tr(𝑌 𝐴)𝑓(𝐴)𝑑𝐴.

Alors on a ℱ −1ℱ = ℱ ℱ −1 = Id.

Par souci de concision, on pose

𝜅̂ = (2𝜋)𝑛2−1

𝑛2𝑛(𝑛−1) .

De même, on note la mesure de Lebesgue sur 𝐻𝑛 par

𝑑𝑋 ∶= 𝑑𝑋11 ⋯ 𝑑𝑋𝑛𝑛𝑑 Re𝑋12𝑑 Im𝑋12 ⋯ 𝑑 Re𝑋𝑛−1,𝑛𝑑 Im𝑋𝑛−1,𝑛.

Soit 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) un vecteur. On utilise 𝑥 pour désigner la matrice diagonale
diag(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛). Puisque toutes les matrices hermitiennes sont diagonalisables, on
a une “paramétrisation” de 𝐻𝑛 :

Φ∶ 𝑈(𝑛) × ℝ𝑛 → 𝐻𝑛
(𝑈, 𝑥) ↦ 𝑈𝑥𝑈 ∗

Théorème 3.2 (Formule d’intégration de Weyl). Pour toutes les fonctions inté-
grables sur 𝐻𝑛, on a

∫
𝐻𝑛

𝑓(𝑋)𝑑𝑋 = 𝜅 ∫
𝑈(𝑛)×ℝ𝑛

𝑓(𝑈𝑥𝑈 ∗)Δ(𝑥)2𝑑𝑈𝑑𝑥

où 𝜅 = 𝜋𝑛(𝑛−1)∕2∕∏𝑛
𝑝=1 𝑝!.
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Pour prouver la formule d’intégration de Weyl, on doit d’abord prendre le quo-
tient de 𝑈(𝑛)×ℝ𝑛 modulo le “noyau” de Φ, et obtenir un difféomorphisme. Ensuite
il faut seulement faire des calculs avec des formes différentielles. On peut se réfé-
rer à [Far08] pour une preuve dans le cas réel. Nous avons également une formule
d’intégration de Weyl pour les groupes unitaires.

Théorème 3.3 (Formule d’intégration de Weyl pour 𝑈(𝑛)). Soit 𝑓 une fonction
intégrable sur 𝑈(𝑛) et soit 𝑇 𝑛 le tore maximal. Alors on a

∫
𝑈(𝑛)

𝑓(𝑔)𝑑𝑔 = 1
𝑛! ∫𝑇 𝑛 (∫𝑈(𝑛)

𝑓(𝑔𝑡𝑔∗)𝑑𝑔) |Δ(𝑡)|2𝑑𝑡

où 𝑑𝑔 et 𝑑𝑡 sont mesures de Haar.

On a besoin d’un dernier outil pour faire des calculs concernant les matrices de
Haar. Pour 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐻𝑛 on définit l’intégrale orbitale

ℋ (𝐴, 𝐵) ∶= ∫
𝑈(𝑛)

𝑒Tr(𝐴𝑈𝐵𝑈∗)𝑑𝑈

où 𝑑𝑈 est la mesure de Haar sur 𝑈(𝑛). En tant que conséquences faciles des symé-
tries de la mesure de Haar, nous avons :

Proposition 3.4. L’intégrale orbitale ℋ (𝐴, 𝐵) a les propriétés suivantes :
— ℋ (𝐴, 𝐵) dépend seulement des valeurs propres de 𝐴 et 𝐵.
— ℋ (𝐴, 𝐵) = ℋ (𝐵, 𝐴).
— ℋ (𝐴 + 𝜆𝐼𝑛, 𝐵) = 𝑒𝜆Tr𝐵ℋ (𝐴, 𝐵).

Après avoir étudié l’équation de la chaleur dans 𝐻𝑛, on peut obtenir l’évalua-
tion ci-dessous de l’intégrale orbitale en conséquence de la formule d’intégration
de Weyl et de la partie radiale du Laplacien. Ce traitement provient également de
[Far08].

Théorème 3.5. Soient 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐻𝑛. Supposons que 𝑎 = (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) et 𝑏 =
(𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛) sont les valeurs propres de 𝐴 et 𝐵 respectivement. Alors on a

ℋ (𝐴, 𝐵) =
𝑛−1
∏
𝑝=1

𝑝!
det (𝑒𝑎𝑖𝑏𝑗 )

𝑛
𝑖,𝑗=1

Δ(𝑎)Δ(𝑏) .

Calcul de la foncঞon de densité spectrale

Supposons que 𝐴 ∈ 𝐻𝑛,0 a les valeurs propres 𝛼1 ≥ 𝛼2 ≥ ⋯ ≥ 𝛼𝑛 avec
𝛼1 + ⋯ + 𝛼𝑛 = 0. Définissons l’opérateur spectral

𝜎 ∶ 𝐻𝑛,0 → Ω
𝐴 ↦ (𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛−1)
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où Ω ⊂ ℝ𝑛−1 est l’ensemble des vecteurs 𝑦 qui satisfaisons

𝑦1 ≥ ⋯ ≥ 𝑦𝑛−1 ≥ −𝑦1 − ⋯ − 𝑦𝑛−1.

L’opérateur 𝜎 est mesurable en conséquence de la propriété de min-max de
Courant-Fischer :

Lemme 3.6. Soit 𝐻 ∈ 𝐻𝑛 une matrice hermitienne, et soient 𝛼1 ≥ ⋯ ≥ 𝛼𝑛 ses
valeurs propres. Alors

𝛼𝑘 = sup
dim𝑉 =𝑘

inf
𝑣∈𝑉

𝑣𝐻𝑣∗

‖𝑣‖2 .

Notons par 𝜇 la lois de 𝐻 = 𝑈𝐴𝑈 ∗ + 𝑉 𝐵𝑉 ∗ sur 𝐻𝑛,0, où 𝐴 et 𝐵 sont sans
trace. On va déterminer la lois du spectre de 𝐻 , c’est-à-dire trouver une expression
pour 𝜎∗𝜇.

On fait tout d’abord le calcul suivant. Soit 𝑓 ∈ 𝒮 (𝐻𝑛,0) invariante sous la
conjugaison des matrices unitaires. Alors, ̂𝑓 est également invariante sous la conju-
gaison, et 𝑓(𝐻) est une variable aléatoire bornée. Par la formule de Fourier inverse
et le théorème de Fubini,

𝐸[𝑓(𝐻)] = 1
𝜅̂ 𝐸[∫

𝐻0,𝑛

𝑒𝑖Tr(𝐻𝑋) ̂𝑓 (𝑋)𝑑𝑋]

= 1
𝜅̂ ∫

𝐻𝑛,0

̂𝑓 (𝑋)𝐸[𝑒𝑖Tr(𝐻𝑋)]𝑑𝑋.

Par l’indépendance de 𝑈 et 𝑉 ,

𝐸[𝑒𝑖Tr(𝐻𝑋)] = 𝐸[𝑒𝑖Tr(𝑈𝐴𝑈∗𝑋)]𝐸[𝑒𝑖Tr(𝑉 𝐵𝑉 ∗𝑋)]
= ℋ (𝑖𝑋, 𝐴)ℋ (𝑖𝑋, 𝐵).

Avant d’utiliser la formule d’intégration de Weyl, on a besoin d’un petit truc pour
avoir une intégrale sur 𝐻𝑛. Considerons le changement de variable :

𝐻𝑛,0 × ℝ → 𝐻𝑛
(𝑋, 𝜆) ↦ 𝑌 ∶= 𝑋 + 𝜆𝐼𝑛

Alors 𝑑𝑌 = 𝑛 𝑑𝑋𝑑𝜆. En intégrant ̂𝑓 (𝑌 − tr 𝑌 𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑌 )2 ℋ (𝑖𝑌 , 𝐴)ℋ (𝑖𝑌 , 𝐵) sur 𝐻𝑛
(cela est intégrale grâce au théorème de Fubini), nous avons

∫
𝐻𝑛

̂𝑓 (𝑌 − tr 𝑌 𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑌 )2 ℋ (𝑖𝑌 , 𝐴)ℋ (𝑖𝑌 , 𝐵) 𝑑𝑌

= 𝑛∫
𝐻𝑛,0

∫
ℝ

̂𝑓 (𝑋)𝑒−𝜆2 ℋ (𝑖𝑋, 𝐴)ℋ (𝑖𝑋, 𝐵)𝑑𝑋𝑑𝜆

= 𝑛√𝜋𝜅̂𝐸[𝑓(𝐻)].
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D’autre part, grâce à la formule d’intégration de Weyl nous avons

∫
𝐻𝑛

̂𝑓 (𝑌 − tr 𝑌 𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑌 )2 ℋ (𝑖𝑌 , 𝐴)ℋ (𝑖𝑌 , 𝐵)𝑑𝑌

= 𝜅 ∫
𝑈(𝑛)

∫
ℝ𝑛

̂𝑓 (𝑈𝑥𝑈 ∗ − tr 𝑥𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑥)2 ℋ (𝑖𝑥, 𝐴)ℋ (𝑖𝑥, 𝐵)Δ(𝑥)2𝑑𝑈𝑑𝑥

= 𝜅 ∫
ℝ𝑛

̂𝑓 (𝑥 − tr 𝑥𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑥)2 ℋ (𝑖𝑥, 𝐴)ℋ (𝑖𝑥, 𝐵)Δ(𝑥)2𝑑𝑥.

Appliquons le changement de variable (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) = (𝑦1 + 𝜆, ⋯ , 𝑦𝑛−1 + 𝜆, 𝜆 − 𝑦1 −
⋯ − 𝑦𝑛−1). Nous avons 𝑑𝑥 = 𝑛 𝑑𝑦𝑑𝜆 et donc

𝐸[𝑓(𝐻)] = 𝜅
𝜅̂ ∫

ℝ𝑛−1
̂𝑓 (𝑦)ℋ (𝑖𝑦, 𝐴)ℋ (𝑖𝑦, 𝐵)Δ(𝑦)2𝑑𝑦. (3.6.1)

Remarque 3.7. Dans l’intégrale 3.6.1, on utilise 𝑦 pour désigner le vecteur
(𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛−1, −𝑦1 − ⋯ − 𝑦𝑛−1) et 𝑑𝑦 pour désigner 𝑑𝑦1 ⋯ 𝑑𝑦𝑛−1. On adopte cette
convention dans ce qui suitin the the subsequent text On adopte cette convention
dans le texte ultérieur, chaque fois que le domaine d’intégration a une dimension
de 𝑛 − 1 et qu’un vecteur de dimension 𝑛 est requis dans l’intégrande.

On calcule maintenant la transformation de Fourier de 𝑓 . Soit 𝐶 ∈ 𝐻𝑛,0. On a

∫
𝐻𝑛

𝑓(𝑌 − tr 𝑌 𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑌 )2 𝑒−𝑖Tr(𝑌 𝐶)𝑑𝑌

=𝑛∫
𝐻𝑛,0

∫
ℝ

𝑓(𝑋)𝑒−𝜆2 𝑒−𝑖Tr(𝑋𝐶)𝑑𝑋𝑑𝜆

=𝑛√𝜋 ̂𝑓 (𝐶)
et on a par la formule d’intégration de Weyl

∫
𝐻𝑛

𝑓(𝑌 − tr 𝑌 𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑌 )2 𝑒−𝑖Tr(𝑌 𝐶)𝑑𝑌

=𝜅 ∫
𝑈(𝑛)

∫
ℝ

𝑓(𝑈𝑦𝑈 ∗ − tr 𝑦𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑦)2
𝑒−𝑖Tr(𝑈𝑦𝑈∗𝐶)Δ(𝑦)2𝑑𝑈𝑑𝑦

=𝜅 ∫
ℝ𝑛

𝑓(𝑦 − tr 𝑦𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑦)2
ℋ (−𝑖𝑦, 𝐶)Δ(𝑦)2𝑑𝑦

=𝑛!𝜅 ∫
𝑦1≥⋯≥𝑦𝑛

𝑓(𝑦 − tr 𝑦𝐼𝑛)𝑒−(tr 𝑦)2
ℋ (−𝑖𝑦, 𝐶)Δ(𝑦)2𝑑𝑦.

Appliquons le changement de variable (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) = (𝑧1 + 𝜆, ⋯ , 𝑧𝑛−1 + 𝜆, 𝜆 − 𝑧1 −
⋯ − 𝑧𝑛−1), on a 𝑑𝑦 = 𝑛 𝑑𝑧𝑑𝜆 et donc

̂𝑓 (𝐶) = 𝑛!𝜅 ∫
Ω

𝑓(𝑧)ℋ (−𝑖𝐶, 𝑧)Δ(𝑧)2𝑑𝑧. (3.7.1)

En Combinant (3.6.1) et (3.7.1) on a le calcul suivant :
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Proposition 3.8. Soient 𝑈, 𝑉 deux matrices de Haar indépendantes et soient 𝐴, 𝐵
deux matrices hermitiennes sans trace. On considère la matrice aléatoire 𝐻 =
𝑈𝐴𝑈 ∗ + 𝑉 𝐵𝑉 ∗. Alors pour toute fonction de Schwartz 𝑓 sur 𝐻𝑛,0 invariante sous
la conjugaison de 𝑈(𝑛), on a

𝐸[𝑓(𝐻)] = 𝑛!𝜅2

𝜅̂ ∫
ℝ𝑛−1 (∫Ω

𝑓(𝑧)ℋ (−𝑖𝑦, 𝑧)

ℋ (𝑖𝑦, 𝐴)ℋ (𝑖𝑦, 𝐵)Δ(𝑦)2Δ(𝑧)2𝑑𝑧) 𝑑𝑦

On s’intéresse aux cas généraux, où on suppose que les valeurs propres de 𝐴
soient (𝛼1 > ⋯ > 𝛼𝑛) et celles de 𝐵 soient (𝛽1 > ⋯ > 𝛽𝑛). En tant qu’exigence
supplémentaire, on ne considère que le cas 𝑛 ≥ 3 dans les arguments suivants.

Par l’évaluation de l’intégrale orbitale, on a

𝐸[𝑓(𝐻)] = 𝑛!𝜅2

𝜅̂ (
𝑛−1
∏
𝑝=1

𝑝!)3 ∫
Ω

𝑓(𝑧) Δ(𝑧)
Δ(𝛼)Δ(𝛽)

(∫ℝ𝑛−1

det(𝑒−𝑖𝑦⋅𝑧) det(𝑒𝑖𝑦⋅𝛼) det(𝑒𝑖𝑦⋅𝛽)
Δ(𝑖𝑦) 𝑑𝑦) 𝑑𝑧

(3.8.1)
si l’intégrande est intégrable sur (𝑧, 𝑦) ∈ Ω × ℝ𝑛−1. On va maintenant prouver un
résultat d’intégrabilité pour justifier le calcul ci-dessus.

Lemme 3.9. Soient 𝛼, 𝛽, 𝑦 des nombres réels avec 𝑦 > 0. Alors on a

∫
∞

0

|𝑒𝑖𝛼(𝑥+𝑦) − 1||𝑒𝑖𝛽𝑥 − 1|
(𝑥 + 𝑦)𝑥 𝑑𝑥 ≤ |𝛼𝛽| + 4 log(1 + 𝑦2)

𝑦 .

Démonstration. En fixant 𝐴 > 0, on a

∫
∞

0

|𝑒𝑖𝛼(𝑥+𝑦) − 1||𝑒𝑖𝛽𝑥 − 1|
(𝑥 + 𝑦)𝑥 𝑑𝑥 ≤ ∫

𝐴

0
|𝛼𝛽|𝑑𝑥 + ∫

∞

𝐴

4
𝑥(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥

= |𝛼𝛽|𝐴 + 4
𝑦 log(1 + 𝑦

𝐴).

On peut obtenir le résultat désiré en prenant 𝐴 = 1∕𝑦. ◻

Proposition 3.10. Soit 𝑛 ≥ 3 et soit 𝐾 ⊂ ℝ𝑛 compact. Alors on a

∫
ℝ𝑛−1

sup
𝛼∈𝐾 |

det(𝑒𝑖𝛼𝑦)
Δ(𝑦) | 𝑑𝑦 < ∞.

Démonstration. Par les symmetries de l’intégrande, on a

∫
ℝ𝑛−1

sup
𝛼∈𝐾 |

det(𝑒𝑖𝛼𝑦)
Δ(𝑦) | 𝑑𝑦 = 𝑛!∫

Ω
sup
𝛼∈𝐾 |

det(𝑒𝑖𝛼𝑦)
Δ(𝑦) | 𝑑𝑦.
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Sans perte de généralité, on peut supposer que le domaine d’intégration de 𝑦 est Ω.
Considérons le changement linéaire de variable 𝑢𝑘 = 𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1).
Alors le domaine d’intégration de 𝑢 est {(𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑛−1) ∶ 𝑢𝑘 ≥ 0 ∀𝑘}. Désignons
l’intégrande par 𝑅(𝑢), i.e.

𝑅(𝑢) = sup
𝛼∈𝐾 |

det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢)
∏1≤𝑗<𝑘≤𝑛(𝑢𝑗 + ⋯ + 𝑢𝑘−1) |

où ̃𝑢𝑘 = 𝑢𝑘 + ⋯ + 𝑢𝑛−1, ̃𝑢𝑛 = 0. Utilisons 𝑎𝑏𝑠.= pour désigner l’égalité de magnitude.
Pour 𝑛 = 3 on a

det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢) 𝑎𝑏𝑠.=
|
|
||

𝑒𝑖(𝛼1−𝛼3)(𝑢1+𝑢2) 𝑒𝑖(𝛼1−𝛼3)𝑢2 1
𝑒𝑖(𝛼2−𝛼3)(𝑢1+𝑢2) 𝑒𝑖(𝛼2−𝛼3)𝑢2 1

1 1 1

|
|
||
.

En soustrayant la première et la deuxième ligne par 1 et en appliquant le dévelop-
pement de Laplace à la troisième ligne, nous obtenons

| det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢)| ≤ |𝑒𝑖𝑝(𝑢1+𝑢2) − 1||𝑒𝑖𝑞𝑢2 − 1| + |𝑒𝑖𝑞(𝑢1+𝑢2) − 1||𝑒𝑖𝑝𝑢2 − 1|

où 𝑝 = 𝛼1−𝛼3, 𝑞 = 𝛼2−𝛼3. En utilisant la même technique que le lemme précédent,
on a

∫
∞

0
sup
𝛼∈𝐾 |

det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢)
𝑢2(𝑢1 + 𝑢2) | 𝑑𝑢2 ≲

𝐶𝐾 + log(1 + 𝑢2
1)

𝑢1
.

Donc

∫
∞

1
∫

∞

0
sup
𝛼∈𝐾 |

det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢)
𝑢1𝑢2(𝑢1 + 𝑢2) | 𝑑𝑢 ≲ ∫

∞

1

𝐶𝐾 + log(1 + 𝑢2
1)

𝑢2
1

𝑑𝑢1 < ∞.

De même on a ∫∞
0 ∫∞

1 𝑅(𝑢)𝑑𝑢 < ∞. Comme 𝑅(𝑢) est bornée par l’intégrale orbi-
tale, on a ∫𝑢≥0 𝑅(𝑢)𝑑𝑢 < ∞.

Pour 𝑛 = 4 on applique le développement de Laplace à la première ligne :

| det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢)| ≤ | det(𝑒𝑖𝛼𝑗 ̃𝑢𝑘 )𝑗,𝑘≥2| + similar terms.

D’après le résultat pour 𝑛 = 3, on a l’estimation

∫
𝑢1≥1

sup
𝛼∈𝐾

| det(𝑒𝑖𝛼𝑗 ̃𝑢𝑘 )𝑗,𝑘≥2|
Δ( ̃𝑢) 𝑑𝑢 ≤ ∫

∞

1

𝑑𝑢1

𝑢3
1
∫ sup

𝛼∈𝐾

| det(𝑒𝑖𝛼𝑗 ̃𝑢𝑘 )𝑗,𝑘≥2|
𝑢2𝑢3(𝑢2 + 𝑢3) 𝑑𝑢2𝑑𝑢3

Donc ∫𝑢1≥1 𝑅(𝑢)𝑑𝑢 est finie. De même ∫𝑢3≥1 𝑅(𝑢)𝑑𝑢 est finie. It reste à montrer que
∫𝑢1,𝑢3≤1,𝑢2≥1 𝑅(𝑢)𝑑𝑢 < ∞. Notons que

det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢) 𝑎𝑏𝑠.=

|
|
|
|
||

𝑒𝑖𝛼1𝑢1 1 𝑒−𝑖𝛼1𝑢2 𝑒−𝑖𝛼1(𝑢2+𝑢3)

𝑒𝑖𝛼2𝑢1 1 𝑒−𝑖𝛼2𝑢2 𝑒−𝑖𝛼2(𝑢2+𝑢3)

𝑒𝑖𝛼3𝑢1 1 𝑒−𝑖𝛼3𝑢2 𝑒−𝑖𝛼3(𝑢2+𝑢3)

𝑒𝑖𝛼4𝑢1 1 𝑒−𝑖𝛼4𝑢2 𝑒−𝑖𝛼4(𝑢2+𝑢3)

|
|
|
|
||

.
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On applique le développement de Laplace aux deux premières lignes :

| det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢)| ≤ |𝑒𝑖𝛼1𝑢1 − 𝑒𝑖𝛼2𝑢1 ||𝑒−𝑖𝛼3𝑢3 − 𝑒−𝑖𝛼4𝑢3 | + similar terms.

On a

∫
𝑢1,𝑢3≤1,𝑢2≥1

sup
𝛼∈𝐾

|𝑒𝑖𝛼1𝑢1 − 𝑒𝑖𝛼2𝑢1 ||𝑒−𝑖𝛼3𝑢3 − 𝑒−𝑖𝛼4𝑢3 |
Δ( ̃𝑢) 𝑑𝑢

≤ ∫
𝑢1,𝑢3≤1

sup |𝛼1 − 𝛼2||𝛼3 − 𝛼4|∫
∞

1

𝑑𝑢2

𝑢3
2

ce qui est finie. Cela justifie le cas 𝑛 = 4.
Supposons maintenant que la proposition est vérifiée pour les cas ≤ 𝑛, où 𝑛 est

au moins 5. Fixons 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 3. Considérons le développement de Laplace des
premières 𝑗 lignes de 𝛿(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢) :

| det(𝑒𝑖𝛼 ̃𝑢)| ≤ 𝐴(𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑗−1)𝐵(𝑢𝑗+1, ⋯ , 𝑢𝑛−1) + termes similaires

où

𝐴 𝑎𝑏𝑠.=

|
|
|
|
||

𝑒𝑖𝛼1(𝑢1+⋯+𝑢𝑗−1) 𝑒𝑖𝛼1(𝑢2+⋯+𝑢𝑗−1) ⋯ 1
𝑒𝑖𝛼2(𝑢1+⋯+𝑢𝑗−1) 𝑒𝑖𝛼2(𝑢2+⋯+𝑢𝑗−1) ⋯ 1

⋮ ⋮ ⋯ 1
𝑒𝑖𝛼𝑗 (𝑢1+⋯+𝑢𝑗−1) 𝑒𝑖𝛼𝑗 (𝑢2+⋯+𝑢𝑗−1) ⋯ 1

|
|
|
|
||

et

𝐵 𝑎𝑏𝑠.=

|
|
|
|
||

𝑒𝑖𝛼𝑗+1(𝑢𝑗+1+⋯+𝑢𝑛−1) 𝑒𝑖𝛼𝑗+1(𝑢𝑗+2+⋯+𝑢𝑛−1) ⋯ 1
𝑒𝑖𝛼𝑗+2(𝑢𝑗+1+⋯+𝑢𝑛−1) 𝑒𝑖𝛼𝑗+2(𝑢𝑗+2+⋯+𝑢𝑛−1) ⋯ 1

⋮ ⋮ ⋯ 1
𝑒𝑖𝛼𝑛(𝑢𝑗+1+⋯+𝑢𝑛−1) 𝑒𝑖𝛼𝑛(𝑢𝑗+2+⋯+𝑢𝑛−1) ⋯ 1

|
|
|
|
||

.

On a

∫
𝑢1,⋯,𝑢𝑗−1≤1,𝑢𝑗 ≥1

sup
𝛼∈𝐾

𝐴𝐵
Δ( ̃𝑢)𝑑𝑢 ≤ ∫

(0,1)𝑗−1
sup
𝛼∈𝐾

𝐴(𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑗−1)
Δ( ̃𝑢1, ⋯ , ̃𝑢𝑗) ⋅

⋅ ∫
∞

1

𝑑𝑢𝑗

𝑢𝑛−1
𝑗

∫
(0,∞)𝑛−𝑗−1

sup
𝛼∈𝐾

𝐵(𝑢𝑗+1, ⋯ , 𝑢𝑛−1)
Δ( ̃𝑢𝑗+1, ⋯ , ̃𝑢𝑛)

Notons les trois termes dans le produit par 𝑃 , 𝑄, 𝑅. Alors par l’évaluation d’inté-
grale orbitale, 𝑃 ≲ ∫(0,1)𝑗−1 sup𝛼 Δ(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑗) est finie. D’après l’hypothèse d’in-
duction, 𝑅 est finie. Par conséquent, l’intégrale du côté gauche est finie. Traitons
les autres termes dans le développement de Laplace de manière similaire. On a
∫𝑢1,⋯,𝑢𝑗−1≤1,𝑢𝑗 ≥1 𝑅(𝑢)𝑑𝑢 < ∞. En prenant l’union de tous les 𝑗 on obtient

∫
∃𝑗≤𝑛−3 s.t. 𝑢𝑗 ≥1

𝑅(𝑢)𝑑𝑢 < ∞.
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De même on a
∫

∃𝑗≥3 s.t. 𝑢𝑗 ≥1
𝑅(𝑢)𝑑𝑢 < ∞.

En prenant l’union de ces deux intégrales, on arrive à montrer ∫𝑢≥0 𝑅(𝑢)𝑑𝑢 < ∞.
La proposition est vérifiée pour 𝑛. On peut conclure la preuve par l’induction. ◻

Pour toute 𝑓 ∈ 𝒮 (𝐻𝑛,0) qui est invariante sous la conjugaison unitaire, on peut
écrire l’équation 3.8.1 sous la forme

𝐸[𝑓(𝐻)] = ∫
Ω

𝑓(𝑧)𝑝(𝑧|𝛼, 𝛽)𝑑𝑧

où

𝑝(𝑧|𝛼, 𝛽) =
∏𝑛−2

𝑝=1 𝑝!
(2𝜋)𝑛−1

Δ(𝑧)
Δ(𝛼)Δ(𝛽) ∫ℝ𝑛−1

det(𝑒−𝑖𝑦⋅𝑧) det(𝑒𝑖𝑦⋅𝛼) det(𝑒𝑖𝑦⋅𝛽)
Δ(𝑖𝑦) 𝑑𝑦. (3.10.1)

D’après la naturalité des mesure-images,

∫
Ω

𝑓𝑑(𝜎∗𝜇) = ∫
𝐻𝑛,0

𝑓(𝑋)𝑑𝜇(𝑋) = 𝐸[𝑓(𝐻)].

Donc
∫

Ω
𝑓𝑑(𝜎∗𝜇) = ∫

Ω
𝑓(𝑧)𝑝(𝑧|𝛼, 𝛽)𝑑𝑧.

D’après le fait que 𝑝 est bornée localement, 𝑝(𝑧|𝛼, 𝛽)𝑑𝑧 est une mesure sur Ω.
Puisque 𝜎∗𝜇(𝜕Ω) = 0, pour montrer que 𝜎∗𝜇 = 𝑝(𝑧|𝛼, 𝛽)𝑑𝑧, it suffit de montrer
que toutes les fonctions lisses 𝑔 à support compact sur Ω∘ peuvent être prolongées à
une fonction de Schwartz sur 𝐻𝑛,0, invariante sous la conjugaison unitaire. En fait,
on définit 𝑓(𝐴) = 𝑔(𝜎(𝐴)) pour toute 𝐴 ∈ 𝐻𝑛,0. Alors 𝑓 est à support compact et
s’annule sur un voisinage des matrices avec deux valeurs propres égales. De plus,
par le théorème d’inverse locale, l’application

𝑈(𝑛)∕𝑇 𝑛 × Ω∘ → 𝐻𝑛,0
(𝑈𝑇 𝑛, 𝑧) ↦ 𝑈𝑧𝑈 ∗

est une difféomorphisme localement. Ainsi, 𝑓 est lisse sur les matrices avec les va-
leurs propres distinctes. En résumé, on arrive finalement à la conclusion suivante :

Théorème 3.11. Soient 𝑈, 𝑉 deux matrices de Haar indépendantes et soient 𝐴, 𝐵
deux matrices hermitiennes sans trace, avec des valeurs propres distinctes. Alors
la loi du spectre de 𝐻 = 𝑈𝐴𝑈 ∗ + 𝑉 𝐵𝑉 ∗ est absolument continue par rapport à
la mesure de Lebesgue de dimension (𝑛 − 1) et la fonction de densité est donnée
par 𝑝(𝑧|𝛼, 𝛽)𝟙Ω. De plus, 𝑝 est continue sur (𝑧, 𝛼, 𝛽) ∈ Ω × Ω∘ × Ω∘.
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4 Asymptotes des coefficients de Li�lewood-Richardson

Coefficients de Li�lewood-Richardson

On rappelle quelques faits sur les représentations des groupes unitaires 𝑈(𝑛).
On peut se référer à [Far08] pour plus de détailles. On désigne le tore maximal de
𝑈(𝑛) par 𝑇 𝑛 et on désigne l’algèbre de Lie complexifiée de 𝑇 𝑛 par 𝔱ℂ. En fixant
la base canonique {𝐸𝑖𝑖}𝑛

𝑖=1 de 𝔱ℂ, on peut exprimer le plus haut poids 𝜆 d’une re-
présentation irréductible de 𝑈(𝑛) par une suite de n entiers (𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑛). De plus,
c’est un poids dominant, i.e. 𝜆1 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛. Nous pouvons maintenant énoncer le
théorème concernant les représentations irréductibles de 𝑈(𝑛).

Théorème 4.1. L’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations irré-
ductibles de 𝑈(𝑛) est en correspondance bijective avec l’ensemble des poids domi-
nants.

On désigne par 𝑉 𝜆 la représentation irréductible correspondant au poids do-
minant 𝜆. On peut calculer le caractère 𝜒𝜆 de 𝑉 𝜆. Pour un poids 𝛼 strictement
dominant, on définit

𝐴𝛼(𝑡) =
|
|
||

𝑡𝛼1
1 ⋯ 𝑡𝛼𝑛

1
⋮ ⋱ ⋮

𝑡𝛼1
𝑛 ⋯ 𝑡𝛼𝑛

𝑛

|
|
||
.

Alors 𝐴𝛼 est un polynôme trigonométrique en restreignant à 𝑇 𝑛. En particulier, en
prenant 𝛿 ∶= (𝑛 − 1, 𝑛 − 2, ⋯ , 0), on retrouve le déterminant de Vandermonde

Δ(𝑡) ∶= 𝐴𝛿(𝑡) = ∏
𝑖<𝑗

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑗).

Théorème 4.2. Pour tout 𝑡 ∈ 𝑇 𝑛 on a

𝜒𝜆(𝑡) =
𝐴𝜆+𝛿(𝑡)
𝐴𝛿(𝑡) .

Celle-ci est également appelée la fonction de Schur associée à 𝜆.

Maintenant nous introduisons les coefficients de Littlewood-Richardson.

Définition 4.3. Soient 𝜆, 𝜇, 𝜈 trois poids dominants. Le coefficient de Littlewood-
Richardson 𝑐𝜈

𝜆𝜇 est défini comme la multiplicité de 𝑉 𝜈 dans 𝑉 𝜆 ⊗ 𝑉 𝜇.

Par la théorie des caractères et la formule d’intégration de Weyl, on peut expri-
mer 𝑐𝜈

𝜆𝜇 sous la forme d’une intégration

𝑐𝜈
𝜆𝜇 = ∫

𝑈(𝑛)
𝜒𝜆(𝑔)𝜒𝜇(𝑔)𝜒𝜈(𝑔)𝑑𝑔

= 1
𝑛! ∫𝑇 𝑛

𝜒𝜆(𝑡)𝜒𝜇(𝑡)𝜒𝜈(𝑡)|Δ(𝑡)|2𝑑𝑡
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On peut voir directement qu’une condition nécessaire pour que 𝑐𝜈
𝜆𝜇 soit non-zéro

est |𝜆| + |𝜇| = |𝜈|. Si c’est le cas, on a davantage

𝑐𝜈
𝜆𝜇 = 1

(2𝜋)𝑛−1𝑛! ∫[0,2𝜋)𝑛−1

𝑅𝜈+𝛿
𝜆+𝛿,𝜇+𝛿(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛)

Δ(𝑒𝑖𝜃) 𝑑𝜃 (4.3.1)

où 𝑑𝜃 = 𝑑𝜃1 ⋯ 𝑑𝜃𝑛−1 et 𝜃𝑛 = −𝜃1 − ⋯ − 𝜃𝑛−1 comme remark 3.7. On utilise aussi
la notation

𝑅𝑐
𝑎,𝑏(𝜃) = det(𝑒𝑖𝑎𝜃) det(𝑒𝑖𝑏𝜃) det(𝑒−𝑖𝑐𝜃).

Alors 𝑅𝑐
𝑎,𝑏 est de période 2𝜋 en tant que fonction de 𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛−1.

Comportements asymptoঞques

La forme de (4.3.1) ressemble à celle de la densité spectrale de la somme
de deux matrices aléatoires hermitiennes. En fait, cette ressemblance est précisée
lorsque les poids dominants tendent vers l’infini d’une certaine manière.

Théorème 4.4. Soient 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ Ω∘. Supposons que 𝛼𝑁 , 𝛽𝑁 , 𝛾𝑁 ∈ ℤ𝑛 soient sans
trace, tels que les limites de 𝛼𝑁

𝑁 , 𝛽𝑁
𝑁 et 𝛾𝑁

𝑁 lorsque 𝑁 → ∞ soient respectivement
𝛼, 𝛽 et 𝛾 . Alors on a

𝑝(𝛾|𝛼, 𝛽) ∼ Δ(𝛿)Δ(𝛾)
Δ(𝛼)Δ(𝛽)𝑁− (𝑛−1)(𝑛−2)

2 𝑐𝛾𝑁
𝛼𝑁 ,𝛽𝑁

. (4.4.1)

L’idée est de diviser le domaine de l’intégration (4.3.1) en plusieurs parties
et de les conquérir séparément. Considérons le cercle unité 𝕊1 ≅ ℝ∕2𝜋ℤ. Soit
𝑝∶ ℝ → 𝕊1 l’application quotient. On appelle Γ ⊂ 𝕊1 un arc s’il est l’image sous 𝑝
d’un intervalle 𝐼 ⊂ ℝ. De manière correspondante, on appelle 𝐼 une réalisation de
Γ dans ℝ. Soit 𝑓 une fonction de période 2𝜋. On peut écrire grâce à la périodicité

∫
Γ

𝑓 ∶= ∫
𝐼

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Notons aussi que l’addition dans 𝕊1 est donnée par l’addition dans ℝ modulo 𝜋.

Démonstration. Notons 𝜆𝑁 = 𝛼𝑁 + 𝛿, 𝜇𝑁 = 𝛽𝑁 + 𝛿 et 𝜈𝑁 = 𝛾𝑁 + 𝛿. Divisons 𝕊1

également en 𝐾 arcs fermés Γ1, ⋯ , Γ𝐾 où 𝐾 = 2𝑛 et les points de coupure de la
partition sont à déterminer.

On fixe 𝑛 − 1 arcs Γ𝑘1 , ⋯ , Γ𝑘𝑛−1 et laisse les paramètres 𝜃𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1)
varier respectivement dans les arcs Γ𝑘𝑗 . Puisque la valeur de 𝜃𝑛 = −∑𝑛−1

𝑗=1 𝜃𝑗 est
contenue dans au plus 𝑛 arcs, il existe au moins un arc Γ∗ qui ne touche aucun des
𝜃𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛). Par conséquent, on peut trouver des réalisations 𝐼𝑗 pour les arcs Γ𝑘𝑗 ,
telles que tous les intervalle 𝐼𝑗 sont contenus dans le même composant connecté 𝐽
de 𝑝−1(𝕊1 − Γ∗).
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De plus, pour les paramètres 𝜃𝑗 varient respectivement dans 𝐼𝑗 , il existe un
entier 𝑙 tel que 𝜃𝑛−2𝜋𝑙 est contenue dans 𝐽 . Considerons un changement de variable

̃𝜃𝑗 = 𝜃𝑗 + 2𝜋𝑙
𝑛 , ̃𝜃𝑛 = − ̃𝜃1 − ⋯ − ̃𝜃𝑛−1. Comme 𝛼𝑁 , 𝛽𝑁 , 𝛾𝑁 sont sans trace, on a

∫
𝜃𝑗 ∈Γ𝑘𝑗

𝑅𝜈𝑁
𝜆𝑁 ,𝜇𝑁

(𝜃)
Δ(𝑒𝑖𝜃) = ∫

̃𝜃𝑗 ∈𝐼𝑗 +2𝜋𝑙∕𝑛

𝑅𝜈𝑁
𝜆𝑁 ,𝜇𝑁

( ̃𝜃)

Δ(𝑒𝑖 ̃𝜃)
.

Notons que 𝐽 est un intervalle de longeur 2𝜋 𝐾−1
𝐾 . Alors on a | ̃𝜃𝑗 − ̃𝜃𝑘| ≤ 2𝜋 𝐾−1

𝐾pour 1 ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛. Par un changement d’échelles, on a

𝑁− (𝑛−1)(𝑛−2)
2 ∫

̃𝜃𝑗 ∈𝐼𝑗 +2𝜋𝑙∕𝑛

𝑅𝜈𝑁
𝜆𝑁 ,𝜇𝑁

( ̃𝜃)

Δ(𝑒𝑖 ̃𝜃)
= ∫

̃𝜃𝑗 ∈𝑁(𝐼𝑗 +2𝜋𝑙∕𝑛)

𝑅
𝜈𝑁
𝑁

𝜆𝑁
𝑁 , 𝜇𝑁

𝑁
( ̃𝜃)

Δ(𝑖 ̃𝜃)

Δ (𝑖 ̃𝜃
𝑁 )

Δ(𝑒𝑖 ̃𝜃
𝑁 )

.

Par proposition 3.10 et convergence dominée, lorsque 𝑁 → ∞ l’expression ci-
dessus a la limite

∫
𝜃𝑗 ∈∞(𝐼𝑗 +2𝜋𝑙∕𝑛)

𝑅𝛾
𝛼,𝛽(𝜃)

Δ(𝑖𝜃) 𝑑𝜃.

Maintenant on peut choisir les arcs Γ𝑗 tels que les points de coupure divisés par 2𝜋
sont irrationnels. Alors l’ensemble

{(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛−1) ∶ 𝜃𝑗 ∈ ∞(𝐼𝑗 + 2𝜋𝑙∕𝑛)}

est soit ℝ𝑛−1, soit ∅. La condition équivalente pour obtenir ℝ𝑛−1 est que tous les
indices 𝑘𝑗 sont les mêmes et 𝑝(−2𝜋𝑙∕𝑛) ∈ Γ𝑘1 pour certain entier 𝑙. Il existe exac-
tement 𝑛 tels séquences (𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑛−1). Donc

lim
𝑁→∞

𝑁− (𝑛−1)(𝑛−2)
2 𝑐𝛾𝑁

𝛼𝑁 ,𝛽𝑁
= 1

(2𝜋)𝑛−1(𝑛 − 1)! ∫ℝ𝑛−1

𝑅𝛾
𝛼,𝛽(𝜃)

Δ(𝑖𝜃) 𝑑𝜃.

En combinant cela avec le calcul de la densité spectrale, on peut déduire le résultat.
◻

Pour conclure, notons que dim𝑉 𝜆 = Δ(𝜆+𝛿)
Δ(𝛿) . Donc on obtient une expression

plus simple concernant 𝑃 , qui est donné dans l’introduction :

𝑝(𝛾|𝛼, 𝛽) ∼ 𝑁𝑛−1𝑃 (𝛾𝑁 |𝛼𝑁 , 𝛽𝑁 ).
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