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alexander molyakov

Résumé

On démontre le principe de Hasse pour un modèle propre lisse d’une intersection géométri-
quement intègre non conique de deux quadriques dans l’espace projectif de dimension 7 sur un
corps de nombres. Ce résultat généralise le résultat de Heath-Brown [HB] qui a établi l’énoncé
dans le cas lisse. Notre argument est basé sur les idées de Colliot-Thélène [CT22] et la méthode
des fibrations pour les zéro-cycles dans la forme de Harpaz-Wittenberg [HW].

Introduction

L’étude des principes locaux-globaux pour les points rationnels sur une variété algébrique est un
problème classique de la géométrie arithmétique. Une variété lisse sur un corps de nombres k satisfait le
principe de Hasse si l’existence locale d’un point rationnel sur chaque complété kv implique l’existence
d’un k-point rationnel. Dans le cas des variétés singulières il est raisonnable de modifier cette définition
en exigeant que tout modèle propre lisse de la variété satisfasse le principe de Hasse. Cette modification
s’appelle le principe de Hasse lisse. En même temps, il existe beaucoup d’exemples de variétés qui ne
satisfont pas le principe de Hasse. L’obstruction de Brauer-Manin est une obstruction au principe
de Hasse qui a été introduite par Y. Manin [Mn] en termes du groupe de Brauer étale de la variété.
Une conjecture générale formulée par J.-L. Colliot-Thélène [CT03] affirme que l’obstruction de Brauer-
Manin au principe de Hasse est la seule pour les variétés rationnellement connexes. Cette conjecture
reste largement ouverte même dans le cas des variétés géométriquement rationnelles.

Les intersections géométriquement intègres et non coniques de deux quadriques dans l’espace pro-
jectif Pn (n ⩾ 4) fournissent l’un des premiers exemples non triviaux de variétés géométriquement
rationnelles. D’après la conjecture de Colliot-Thélène une telle variété X ⊂ Pn doit satisfaire le prin-
cipe de Hasse lisse à partir de la dimension n = 6 puisque le groupe de Brauer relatif Br(X̂)/Br(k)
d’un modèle propre lisse X̂ de X s’annule selon le calcul fait dans [CSS]. Pour les modèles propres et
lisses de ces variétés on sait aussi que le principe de Hasse implique l’approximation faible quand n ⩾ 6
[CSS, Theorem 3.11]. Dans l’article [CSS] Colliot-Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer ont montré le
principe de Hasse lisse sans restrictions dans la dimension n ⩾ 8 et aussi pour certains types d’inter-
sections spéciales dans la dimension n ⩾ 6, en particulier, celles qui contiennent une paire de droites
conjuguées ou une paire de points singuliers conjugués. Trente ans plus tard, D.R. Heath-Brown a
établi le principe de Hasse pour toute intersection lisse dans la dimension n = 7 [HB]. On généralise
ce résultat en montrant que le principe de Hasse lisse vaut pour une intersection quelconque (possible-
ment singulière) de deux quadriques dans P7. Plus précisément, on prouve le théorème suivant indiqué
comme le Théorème 3.8 ci-dessous.

Théorème. Soit k un corps de nombres. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométriquement

intègre non conique de deux quadriques. Alors tout modèle propre lisse de X satisfait le principe de
Hasse.

Notamment, l’argument donné dans [HB] pour X lisse utilise un énoncé local sur l’existence d’une
conique contenue dans X sur kv quand X(kv) ̸= ∅. J.-L. Colliot-Thélène a récemment revisité le
résultat de Heath-Brown et a trouvé une démonstration relativement courte du principe de Hasse
dans le cas lisse. Sa démonstration utilise un théorème de Salberger [Sl93] et s’appuie également sur
l’existence locale d’une conique qui est déduite de [CT22, Proposition 2.5] formant donc la base de
l’argument. Cette dernière proposition affirme l’existence d’un point quadratique sur une intersection
de deux quadriques dans P3 sur un corps p-adique dont le pinceau contient une forme dégénérée définie
sur le corps de base. Notre approche suit celle de Colliot-Thélène pour traiter le cas où X est régulière
dans le sens de [Wn]. Cependant, l’énoncé local correspondant (la Proposition 2.5 ci-dessous) exige du
travail supplémentaire afin de trouver des sections de X suffisamment génériques. Pour compléter la
démonstration il faut montrer que Xkv

contient un plan pour presque toute place v de k. On peut
appliquer la description explicite de la variété F paramétrant les plans contenus dans le lieu lisse de
X selon Wang [Wn]. Dans l’appendice on présente une autre façon d’obtenir ce résultat (Proposition
A.6).
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L’autre cas qu’on appelle irrégulier est assez différent. Tandis que dans bien des cas on peut toujours
trouver localement une conique par la Proposition 2.5, Xkv

peut ne pas contenir un plan pour un
nombre infini de places v (Exemple A.7). C’est la raison pour laquelle on a besoin d’une autre méthode.
On divise le cas irrégulier en trois possibilités en fonction du rang des formes quadratiques dégénérées
dans le pinceau géométrique de X, voir le début de la section 3. Quand le pinceau géométrique contient
une forme de rang ⩽ 5 on réduit le problème au résultat de [CSS] sur les intersections contenant une
paire de droites conjuguées (Proposition 3.2). L’idée de la démonstration dans les cas qui restent est
basée sur la méthode des fibrations pour les zéro-cycles dans la forme de [HW] vu l’équivalence entre
l’existence d’un zéro-cycle de degré 1 et d’un point rationnel sur une intersection de deux quadriques
qui résulte du théorème de Amer-Brumer (Théorème 1.8). On déduit de cette équivalence l’équivalence
entre plusieurs principes locaux-globaux pour les intersections de deux quadriques (Proposition 1.10)
y inclus la conjecture (E). Ensuite, on construit une fibration de X en intersections singulières de deux
quadriques dans P4 ou en espaces homogènes principaux de tores algébriques pour lesquels il est connu
que l’obstruction de Brauer-Manin à l’approximation faible est la seule [CrTs, CSS, Sn] et, donc, qu’ils
satisfont la conjecture (E) d’après le résultat général de Liang [Ln]. Cela nous permet de conclure que
X satisfait la conjecture (E) qui assure le principe de Hasse lisse étant donné l’équivalence mentionnée
ci-dessus.

Dans l’introduction de [HB] l’auteur écrit : "While Theorem 2 can be appropriately extended to
singular intersections, it is unclear whether one can prove a corresponding global statement. Thus
the methods of the present paper seem insufficient to handle a version of Theorem 1 for singular
intersections of two quadrics in P7." De façon surprenante, le théorème local n’est pas étendu en
général aux intersections singulières quelconques. Par ailleurs, une combinaison de méthodes diverses
permet de traiter le cas global.

Remerciements. Je remercie mon directeur de stage, Jean-Louis Colliot-Thélène, qui m’a proposé ce
problème, pour son enthousiasme, ses conseils et suggestions extrêmement précieux dont la suggestion
d’appliquer la méthode des fibrations pour les zéro-cycles dans le cas irrégulier.

Les conventions

— k est toujours un corps parfait, on suppose car(k) ̸= 2 ;
— k̄ est une clôture algébrique de k ;
— pour k un corps de nombres on note kv la complété de k à la place v ;
— l’expression "pour presque toute place" toujours signifie "pour toute place en dehors d’un en-

semble fini"
—

⊕
v,

∏
v signifient la somme (resp. le produit) pour chaque place v de k ;

— pour un schéma X on note Br(X) = H2
ét(X,Gm) le groupe de Brauer étale ;

— une variété est un schéma séparé de type fini sur un corps ;
— pour une variété X sur un corps k, étant donné une extension K/k, on note X(K) l’ensemble

des points de X à valeurs dans K et XK = X ⊗k K l’extension des constantes ;
— un corps k est dite fertile si pour chaque variété lisse géométriquement intègre l’hypothèse

X(k) ̸= ∅ implique que X(k) est Zariski-dense dans X ; tout corps p-adique est fertile ainsi
que le corps des réels ;

— une quadrique Q ⊂ Pn est une variété définie par l’annulation d’un polynôme homogène de
degré 2.

1 Préliminaires

Les principes locaux-globaux

Dans toutes les définitions et conjectures qui suivent X est une variété propre lisse géométriquement
intègre sur un corps de nombres k. On note X(Ak) =

∏
v X(kv) l’ensemble des points adéliques de X.

Comme la variété X est propre, la topologie adélique sur X(Ak) coïncide avec la topologie de produit.
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Définition 1.1. La variété X satisfait le principe de Hasse si X(Ak) ̸= ∅ implique X(k) ̸= ∅. Si,
de plus, X(k) est dense dans X(Ak) par rapport à la topologie de produit, on dit que X satisfait
l’approximation faible. Une variété géométriquement intègre Y (possiblement singulière) satisfait le
principe de Hasse lisse si tout modèle propre lisse de Y satisfait le principe de Hasse.

Étant donné que la propriété d’avoir un point rationnel est un invariant birationnel pour les variétés
propres lisses [Pn, Corollary 3.6.16], si l’un des modèles propres lisses de Y satisfait le principe de Hasse,
alors tous les autres le satisfont.

Le principe de Hasse ne vaut pas en général pour toute variété propre lisse. L’obstruction de
Brauer-Manin mesure le défaut du principe de Hasse. On définit un accouplement

⟨· , ·⟩ : X(Ak)× Br(X) → Q/Z (1)

comme
⟨x, α⟩ =

∑
v

invv
(
α|xv

)
,

où α|xv
∈ Br(kv) est la restriction de α à xv ∈ X(kv) et invv : Br(kv) → Q/Z est l’invariant local. On

note X(Ak)
Br ⊆ X(Ak) le noyau de cet accouplement. C’est un fermé de X(Ak).

La théorie des corps de classes nous fournit une suite exacte [CF, chap. VII §9-10]

0 // Br(k) //
⊕
v

Br(kv)

∑
invv // Q/Z // 0. (2)

Par conséquent, on a une inclusion X(k) ⊆ X(Ak)
Br.

Les deux conjectures suivantes furent formulées par Colliot-Thélène [CT03] dans l’hypothèse que
la variété X est rationnellement connexe.

Conjecture (Br-PH). L’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse est la seule pour X
rationnellement connexe, autrement dit X(Ak)

Br ̸= ∅ implique X(k) ̸= ∅.

Conjecture (Br-AF). L’obstruction de Brauer-Manin à l’approximation faible est la seule pour X
rationnellement connexe, c’est à dire X(k) est dense dans X(Ak)

Br par rapport à la topologie de
produit.

Donnons maintenant des rappels sur la situation pour les zéro-cycles. Les définitions et conjectures
suivantes remontent à l’article [CTSn] et aux généralisations envisagées dans [KS, §7] et [CT95]. Elles
firent l’objet d’une série de travaux, en particulier du travail de Salberger [Sl88].

Soit Z1
0 (X) l’ensemble des zéro-cycles de degré 1 sur X et soit Z1

0 (X)Ak
=

∏
v Z

1
0 (Xkv

) l’ensemble
des zéro-cycles adéliques de degré 1. L’accouplement (1) induit un accouplement

⟨· , ·⟩ : Z1
0 (X)Ak

× Br(X) → Q/Z. (3)

On note Z1
0 (X)Br

Ak
⊆ Z1

0 (X)Ak
le noyau de (3). De manière analogue, la suite (2) assure l’inclusion

Z1
0 (X) ⊆ Z1

0 (X)Br
Ak

.

Conjecture (Br-ZC). L’obstruction de Brauer-Manin à l’existence d’un zéro-cycle de degré 1 est
la seule pour toute variété X propre lisse et géométriquement intègre, autrement dit Z1

0 (X)Br
Ak

̸= ∅
implique Z1

0 (X) ̸= ∅.

La conjecture (E) ci-dessous, exprimée sous cette forme dans [Wn, (1.4)], regroupe, avec une pré-
cision de van Hamel, les énoncés [CT95, Conjectures 1.5] portant l’un sur l’existence de zéro-cycles de
degré 1, l’autre sur le groupe de Chow des zéro-cycles de degré zéro. En particulier, cette conjecture
généralise (Br-ZC).

On note par CH0(X) le groupe de Chow des zéro-cycles sur X modulo l’équivalence rationnelle.
Pour une place v de k on définit

CH0(Xkv )
′ =

{
CH0(Xkv

) si v est finie ;
CH0(Xkv

)/Nk̄v/kv

(
CH0(Xk̄v

)
)

si v est archimédienne.

4



intersections de deux quadriques

Pour un groupe abélien M , on dénote par M̂ = lim
←−
n

M/nM la complétion profinie de M . Vu la suite

(2), l’accouplement (1) induit un complexe de groupes

ĈH0(X) //
∏
v

ĈH0(Xkv
)′ // Hom(Br(X),Q/Z). (4)

Conjecture (E). Le complexe (4) est exact pour toute variété X propre lisse et géométriquement
intègre.

Dans la section 3 on utilisera le théorème de fibration pour les zéro-cycles suivant [HW, Corollary
8.4] :

Théorème 1.2 (Harpaz-Wittenberg). Soit k un corps de nombres. Soit X une variété propre lisse
géométriquement intègre sur k et soit f : X → Pn

k un morphisme dominant. Supposons que la fibre
générique de f est rationnellement connexe et que pour tout point fermé p ∈ U dans un ouvert U ⊂ Pn

k

la fibre f−1(p) satisfait (E) sur le corps k(p). Alors la conjecture (E) vaut pour X.

Un théorème de Liang assure la conjecture (E) pour une variété rationnellement connexe si l’obs-
truction de Brauer-Manin à l’approximation faible est la seule pour toute extension finie [Ln, Theorems
A,B].

Théorème 1.3 (Liang). Soit k un corps de nombres et soit X une variété propre
lisse géométriquement intègre et rationnellement connexe sur k. Supposons que XK satisfait
(Br-AF) pour chaque extension finie K/k. Alors XK satisfait la conjecture (E) pour chaque exten-
sion finie K/k.

Les intersections de deux quadriques

Soit k un corps parfait, car(k) ̸= 2.

Définition 1.4. Une intersection complète de deux quadriques X ⊂ Pn
k est un sous-schéma fermé défini

par des équations F = G = 0 où F,G sont des polynômes homogènes de degré 2 sans facteur commun.
On appelle pinceau de X le pinceau des quadriques défini par les formes quadratiques λF + µG où
λ, µ ∈ k ne s’annulent pas simultanément. Le pinceau λF + µG avec λ, µ ∈ k̄ s’appelle le pinceau
géométrique de X. On dit qu’un pinceau de quadriques est non dégénéré s’il contient au moins une
quadrique lisse.

On note que, si le pinceau de X est non dégénéré, il contient un nombre fini de quadriques sin-
gulières. Par conséquent, quand le corps k est infini, le pinceau de X sur k est non dégénéré si et
seulement si le pinceau géométrique de X l’est.

Dans le lemme qui suit on rappelle les résultats standard sur les intersections de deux quadriques
formulés dans [CSS].

Lemme 1.5. Soit X ⊂ Pn
k (n ⩾ 3) une intersection complète géométriquement intègre de deux qua-

driques F = 0, G = 0 et soit χ(λ, µ) = det(λF + µG) le polynôme caractéristique. Alors
(i) Si le polynôme χ(λ, µ) est identiquement nul, autrement dit, si le pinceau de X est dégénéré,

alors X possède un k-point singulier.
(ii) Si X possède un k-point singulier non conique, X est k-birationnelle à une quadrique géométri-

quement intègre dans Pn−1
k .

(iii) Si pour un point (λ, µ) ∈ P1(k̄) on a rk(λF + µG) = r, alors (λ, µ) est une racine du polynôme
P d’ordre ⩾ n+ 1− r.

(iv) Si le pinceau de X est non dégénéré, X n’est pas conique.
De plus, supposons que k est un corps de nombres et que X est une intersection complète géomé-

triquement intègre non conique. Alors
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(v) S’il existe une forme de rang ⩽ n− 2 dans le pinceau de X, le principe de Hasse lisse vaut pour
X.

(vi) Si X(k) ̸= ∅, le principe de Hasse lisse vaut pour X.

Démonstration.
(i) [CSS, Lemma 1.14]
(ii) [CSS, Proposition 2.1]
(iii) [CSS, Lemma 1.15]
(iv) Comme le pinceau de X est non dégénéré, X est contenue dans une quadrique lisse Q ⊂ Pn.

Supposons que X est un cône avec un sommet P , alors X est contenue dans l’espace tangent à
Q au point P qui est un hyperplan. Ceci contredit le fait que X engendre Pn par [CSS, Lemma
1.3]

(v) [CSS, Proposition 3.14]
(vi) Soit P ∈ X(k) est lisse et l’énoncé est évident, soit P est singulier et on conclut par (ii).

□
Une combinaison des résultats de [CrTs] et [CSS] assure que l’obstruction de Brauer-Manin à

l’approximation faible est la seule pour les intersections singulières de deux quadriques dans P4.

Proposition 1.6. Soit k un corps de nombres et soit X ⊂ P4
k une intersection complète géométri-

quement intègre non conique de deux quadriques. Supposons que X est singulière et soit X̂ un modèle
propre lisse de X. Alors X̂ satisfait la conjecture (Br-AF).

Démonstration. Si X admet une singularité non isolée, l’approximation faible est établie dans [CSS,
Proposition 3.15]. Supposons que les singularités de X sont isolées. Si X est une surface de Châtelet
(resp. une surface de Iskovskih dans la terminologie de [CrTs]), on conclut par [CSS, Theorem 8.11
(a),(c)]. Si X n’est pas une surface de Châtelet, alors [CrTs, Theorem 7.2(b)] assure le principe de
Hasse pour X̂. Puisque X̂(k) ̸= ∅ implique que X̂ est k-rationnelle [CrTs, Theorem 7.2(c)], X̂ satisfait
également l’approximation faible. □

Le résultat suivant a été établi par Salberger [Sl93, Theorem 3.4]. On peut trouver une démonstra-
tion pour le cas lisse dans [CT22, Théorème 1.20], voir aussi [Hr, Proposition 5.2.6].

Théorème 1.7 (Salberger). Soit k un corps de nombres. Soit X ⊂ Pn
k (n ⩾ 6) une intersection

complète géométriquement intègre non conique de deux quadriques. Supposons que X contient une
conique C ⊂ Pn

k . Alors le principe de Hasse lisse vaut pour X.

Si la conique C est singulière, elle contient un sommet rationnel et le principe de Hasse lisse résulte
du Lemme 1.5(vi).

Une propriété importante des intersections de deux quadriques est l’équivalence entre l’existence
d’un point rationnel et d’un zéro-cycle de degré 1 qui résulte du théorème de Amer-Brumer et du
théorème de Springer [CT22, Proposition 1.4].

Théorème 1.8. Soit X ⊂ Pn
k (n ⩾ 3) une intersection de deux quadriques sur un corps k, car(k) ̸= 2.

Supposons que X admet un point dans une extension K/k de degré impair. Alors X possède un k-point.
En particulier, si Z1

0 (X) ̸= 0, on a X(k) ̸= ∅.

Corollaire 1.9. Soit X ⊂ Pn
k (n ⩾ 3) une intersection géométriquement intègre de deux quadriques

sur un corps k, car(k) ̸= 2 et soit X̂ un modèle propre lisse de X. Alors Z1
0 (X̂) ̸= 0 implique X(k) ̸= 0.

Démonstration. Effectivement, X̂ est birationnelle à X et on peut remplacer un zéro-cycle de degré 1
sur X̂ par un zéro-cycle rationnellement équivalent à support dans l’ouvert de X̂ où l’isomorphisme
birationnel est défini. Ainsi, on conclut que Z1

0 (X) ̸= ∅ et donc X(k) ̸= ∅ par le Théorème 1.8. □
Finalement, on est prêt à établir l’équivalence entre les principes locaux-globaux divers pour les

intersections de deux quadriques. On rappelle le cas (E5) introduit dans [CSS, §6 p.93] qui correspond
aux intersections de quadriques dans P5 définies par deux formes quadratiques de rang 4.
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Proposition 1.10. Soit X ⊂ Pn
k (n ⩾ 4) une intersection complète géométriquement intègre non

conique de deux quadriques sur un corps de nombres k et soit X̂ un modèle propre lisse de X. Si
n = 5 on suppose qu’on n’est pas géométriquement dans le cas (E5). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) X̂K satisfait la conjecture (Br-PH) pour chaque extension finie K/k ;
(ii) X̂K satisfait la conjecture (Br-AF) pour chaque extension finie K/k ;
(iii) X̂K satisfait la conjecture (E) pour chaque extension finie K/k ;
(iv) X̂K satisfait la conjecture (Br-ZC) pour chaque extension finie K/k.

Si n ⩾ 5, on a Br(X̂)/Br(k) = 0 et ces propriétés sont équivalentes au principe de Hasse lisse pour
XK pour chaque extension finie K/k.

Démonstration. L’implication (iii) ⇒ (iv) est triviale. L’implication (ii) ⇒ (iii) résulte du Théorème
1.3 puisque X̂ est géométriquement rationnelle.

Montrons que (iv) implique (i). Supposons que X̂K(Kv)
Br est non vide pour chaque place v de K.

Ainsi, Z1
0 (X̂)Br

AK
̸= 0 et on conclut que X̂ admet un zéro-cycle de degré 1 sur K. Alors X(K) ̸= ∅ par

le Corollaire 1.9 et XK satisfait le principe de Hasse lisse d’après le Lemme 1.5(vi).
Il reste à vérifier que (i) implique (ii). Si n ⩾ 5 cela résulte de [CSS, Theorem 3.11] et de [CTSk92,

Théorème 1] comme on n’est pas dans le cas (E5). Si n = 4 et X est lisse on conclut par [SbSk,
Theorem 0.1]. Si n = 4 et X est singulière, on applique la Proposition 1.6.

Quand n ⩾ 5 [CSS, Theorem 3.8] joint à [CTSk92, Théorème 4] assure que le groupe de Brauer
relatif Br(X̂)/Br(k) s’annule et, donc, (i) est équivalente au principe de Hasse lisse pour XK pour
chaque extension finie K/k. □

Les formes quadratiques

Pour construire des sections suffisamment génériques d’une intersection de deux quadriques on
utilisera le lemme suivant sur le rang de la restriction d’une forme quadratique.

Soit k un corps parfait, car(k) ̸= 2.

Lemme 1.11. Soit Q ⊂ Pn
k une quadrique de rang r. On considère un sous-espace projectif V ⊂ Pn

k

de dimension d < n. Soit r′ le rang de l’intersection Q ∩ V .
(i) Supposons r − 2(n − d) ⩾ 0. Alors on a r′ ⩽ r − 2(n − d). L’égalité est possible seulement si V

contient le lieu singulier de Q.
(ii) Supposons r′ < r. Alors il existe un sous-espace W ⊃ V de dimension d + 1 tel que le rang de

Q ∩W est au moins r′ + 1.

Démonstration.
(i) On choisit une chaîne d’espaces projectifs V = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−d = Pn

k telle que chaque
Vi est un hyperplan dans Vi+1. Ensuite, l’application successive de [CSS, Lemma 1.16] donne le
résultat souhaité.

(ii) D’abord on suppose que les quadriques Q et Q ∩ V sont lisses. Alors on a une décomposi-
tion orthogonale au niveau d’espaces vectoriels associés kn+1 = Ṽ ⊕ Ṽ ⊥ et il suffit de prendre
W = P(Ṽ ⊕ ⟨x⟩) où x ∈ Ṽ ⊥ n’est pas isotrope.
Maintenant considérons le cas général. Comme Q ∩ V est de rang r′, il existe un sous-espace
V ′ ⊂ V de dimension r′ − 1 tel que et Q∩ V ′ est lisse. On peut trouver un sous-espace V ′′ ⊃ V ′

de dimension r − 1 tel que Q ∩ V ′′ est lisse puisque Q est de rang r. En appliquant le résultat
précédant à V ′, V ′′ on trouve x ∈ V ′′ tel que le rang de Q∩ ⟨V ′, x⟩ est au moins r′+1. Ainsi, on
peut prendre le sous-espace W = ⟨V, x⟩ qui satisfait la condition car W ⊃ ⟨V ′, x⟩.

□
On note que si la conclusion du Lemme 1.11(ii) vaut, il existe un ensemble ouvert dense de W ⊃ V

de dimension d+ 1 tels que rk(Q ∩W ) ⩾ r′ + 1 puisque la dernière condition est ouverte.
Un résultat classique sur les hyperplans simultanément tangents à deux quadriques nous sera éga-

lement utile.
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Lemme 1.12. Soit QA, QB ⊂ Pn
k (n ⩾ 2) deux quadriques lisses distinctes définies par des matrices

symétriques A,B ∈ Matn+1(k). On note Q′ la quadrique définie par la matrice AB−1A.

(i) Soit P ∈ QA un point rationnel. L’hyperplan TQA,P est tangent à QB si et seulement si P ∈ Q′.

(ii) La sous-variété V ⊂ (Pn)∨ des hyperplans simultanément tangents à QA, QB est de codimension
2.

La quadrique Q′ est parfois appelée la quadrique duale à QB par rapport à QA.
Démonstration.

(i) Les quadriques QA, QB sont définies par les équations XtAX = 0, XtBX = 0. L’espace tangent
TQA,P est le noyau de la forme linéaire (AP )t. Supposons que TQA,P est tangent à QB au point
S ∈ QB . Alors StBS = 0 et AP = αBS avec α ∈ k. On note que

P tAB−1AP = (AP )tB−1(AP ) = α2(BS)tB−1(BS) = α2StBS = 0,

donc P ∈ Q′. Maintenant supposons que P ∈ Q′. Soit S = B−1AP . Alors

StBS = (B−1AP )tB(B−1AP ) = P tAB−1AP = 0,

(AP )tS = (AP )t(B−1AP ) = P tAB−1AP = 0.

Ainsi, S ∈ QB ∩ TQA,P est un point de tangence puisque BS = AP .

(ii) Par (i) V est isomorphe à QA∩Q′. Il faut vérifier que cette intersection est complète, c’est à dire
que les matrices A,AB−1A ne sont pas proportionnelles. Effectivement, si A = βAB−1A avec
β ∈ k, on déduit l’égalité B = βA qui contredit l’hypothèse que les quadriques QA, QB soient
distinctes.

□

Les plans hyperboliques

On dit qu’une forme quadratique T sur un corps k scinde m plans hyperboliques si elle peut être
décomposée comme

T = ⟨−1, 1⟩ ⊥ ⟨−1, 1⟩ ⊥ · · · ⊥ ⟨−1, 1⟩︸ ︷︷ ︸
m

⊥ T ′.

La propriété de scinder m plans hyperboliques peut être interprétée géométriquement en termes
des sous-espaces projectifs contenus dans la quadrique correspondante.

Lemme 1.13. Soit T (x0, x1, . . . , xn) une forme quadratique non nulle sur un corps k, car(k) ̸= 2. On
note Q ⊂ Pn

k la quadrique définie par T et Qsing = P(ker(T )) le lieu des points singuliers de Q. Alors
les énoncés suivants sont équivalents :

(i) La quadrique Q contient un sous-espace projectif Π ⊂ Pn
k de dimension m tel que Π∩Qsing = ∅.

(ii) La forme T scinde m+ 1 plans hyperboliques.

Démonstration. On peut se ramener au cas bien connu où la forme T est non dégénérée [CT22,
Proposition 1.1].

Soit r = rk(T ) ⩾ 1. Il existe un sous-espace projectif W ⊂ Pn
k de dimension r− 1 tel que Q∩W est

une quadrique lisse. Alors il suffit d’appliquer [CT22, Proposition 1.1] à la quadrique Q∩W définie par
la forme quadratique F |W en remplaçant Π par l’image de Π dans W sous la projection Pn

k\Qsing → W
depuis Qsing. □

On note par Symn ≃ An(n+1)/2 l’espace des matrices symétriques n × n vu comme l’espace affine
des formes quadratiques en n variables. On dit qu’une forme quadratique en 2n variables est purement
hyperbolique si elle scinde n plans hyperboliques. Le lemme qui suit monte que cette propriété est
ouverte dans la topologie p-adique.
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Lemme 1.14. Soient k un corps p-adique (où réel) et n ⩾ 1 un entier. Alors l’ensemble U des k-
formes quadratiques purement hyperboliques en 2n variables est ouvert dans Sym2n(k) par rapport à
la topologie p-adique (resp. réelle).

Démonstration. Soit Sym◦2n ⊂ Sym2n l’ouvert des formes non dégénérées. On considère la variété
U ⊂ Sym◦2n × Grn−1(P2n−1

k ) des paires (F,Π) où F est une forme quadratique non dégénérée de
2n variables et Π ⊂ P2n−1 est un sous-espace projectif de dimension n − 1 contenu dans la qua-
drique QF ⊂ P2n−1 définie par F . D’après le Lemme 1.13, U est l’image de U(k) sous la projection
π : U → Sym◦2n.

Montrons que π est un morphisme lisse. On peut passer à la clôture algébrique k̄/k et démontrer
que πk̄ : Uk̄ → (Sym◦2n)k̄ est lisse. La fibre générique géométrique de πk̄ est lisse par [Rd, Theorem 1.2].
Par conséquent, il existe un point géométrique F ∈ Sym◦2n(k̄) tel que πk̄ est lisse en F . On note que le
groupe GL2n

(
k̄
)

agit transitivement sur Sym◦2n(k̄) et sur Grn−1(P2n−1
k̄

). Cette action préserve Uk̄ et
est compatible avec la projection πk̄. Étant donné cette structure d’espace homogène, on conclut que
πk̄ est lisse en tout point géométrique G ∈ Sym◦2n(k̄) puisqu’il est lisse au point F . Comme la lissité
est une propriété locale on conclut que πk̄ et, donc, π est un morphisme lisse.

On a un morphisme associé de variétés analytiques π : U(k) → Sym◦2n(k) qui est une submersion sur
son image car π est lisse. Par le théorème des fonctions implicites [Sr, Theorem p.85] cette submersion
admet une section analytique partout localement. En particulier, π

(
U(k)

)
est ouvert dans Sym◦2n(k)

et, donc, dans Sym2n(k). □
On déduit du lemme précédent que la propriété de scinder m plans hyperboliques est également

ouverte.

Corollaire 1.15. Soient k un corps p-adique (ou réel) et n ⩾ 1 un entier. Alors l’ensemble U des
k-formes quadratiques en n variables qui scindent m plans hyperboliques est ouvert dans Symn(k) par
rapport à la topologie p-adique (resp. réelle).

Démonstration. Soit F ∈ U une k-forme quadratique qui scinde m plans hyperboliques. Alors il existe
un sous-espace projectif W ⊂ Pn−1

k de dimension 2m − 1 tel que la restriction F |W est purement
hyperbolique. Par le Lemme 1.14, pour toute k-forme F ′ dans une voisinage de F , la restriction F ′|W
est purement hyperbolique, donc, F ′ scinde m plans hyperboliques. □

2 Le cas régulier

Dans cette section on démontre le principe de Hasse lisse pour une intersection de deux quadriques
X ⊂ P7 qui est régulière dans la terminologie de Wang [Wn], autrement dit, le rang de toute forme
dans le pinceau géométrique de X est au moins 7.

L’existence locale d’une conique

En suivant la stratégie de la démonstration pour le cas lisse donnée dans [CT22], on commence par
montrer l’existence locale d’une conique contenue dans X pour toute place du corps de nombres dans
l’hypothèse que X a des points rationnels lisses partout localement. On démontre cet énoncé dans une
situation plus générale que le cas régulier (Proposition 2.5).

Pour une variété projective X ⊂ Pn, on note Xlisse le lieu lisse de X et TX,P l’espace tangent à X
en point P ∈ Xlisse vu comme un sous-espace projectif de Pn. Le but des trois lemmes suivants est de
trouver un point lisse P ∈ X sur une intersection de deux quadriques dans P7 tel que l’intersection
X ∩ TX,P soit un cône sur Y ⊂ P4 avec Y suffisamment générique.

Lemme 2.1. Soit k un corps algébriquement clos, car(k) ̸= 2. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète

intègre non conique de deux quadriques donnée par des équations F = G = 0 où les formes F,G sont
non dégénérées. Supposons que pour tout point P ∈ Xlisse(k) on a rk

(
G|TX,P

)
⩽ 4. Alors il existe une

forme de rang ⩽ 4 dans le pinceau de X.
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Démonstration. On note QF , QG les quadriques lisses définies par F = 0, G = 0. Soit P ∈ X(k) un
point lisse. Si rk

(
G|TQF ,P

)
= 7, par le Lemme 1.11(i) on déduit que rk

(
G|TX,P

)
⩾ 7−2 = 5 puisque TX,P

est un hyperplan dans TQF ,P . Ainsi, pour tout point lisse P ∈ X(k), on a rk
(
G|TQF ,P

)
= 6, autrement

dit, TQF ,P est tangent à la quadrique QG. Soient A,B les matrices correspondantes aux formes qua-
dratiques F,G. Par le Lemme 1.12(i), la forme quadratique définie par AB−1A s’annule en tout point
P ∈ Xlisse(k), ainsi elle s’annule sur X. Par [CSS, Lemma 1.3(ii)] on peut écrire AB−1A = aA + bB
avec a, b ∈ k. Choisissons une base orthogonale pour QF , alors A = Id et on a

B−1 = a+ bB, bB2 + aB − 1 = 0.

Comme la matrice B est annulée par un polynôme non nul au plus quadratique, elle admet un
sous-espace propre de dimension ⩾ 4 (il suffit d’analyser toute décomposition de Jordan possible).
Ainsi, pour quelque λ ∈ k, le rang de B − λId est au plus 4, et on a trouvé une forme dans le pinceau
de rang ⩽ 4. □

Lemme 2.2. Soit k un corps algébriquement clos, car(k) ̸= 2. Soit X ⊂ Pn
k (n ⩾ 3) une intersection

complète intègre non conique de deux quadriques. Fixons un point M ∈ Pn(k). Alors il existe un ouvert
U ⊂ Xlisse non vide tel que pour tout point P ∈ U(k) le point M n’appartient pas à l’espace tangent
TX,P .

Démonstration. L’ensemble U des points satisfaisant l’exigence du lemme est ouvert et, donc, il suffit
de montrer que U est non vide. Supposons que pour tout point P ∈ Xlisse(k) l’espace tangent TX,P

contient M . Comme X est non conique, il existe une quadrique Q ⊃ X telle que M n’est pas un sommet
de Q. Alors les points P ∈ Qlisse(k) tels que M ∈ TQ,P sont contenus dans un hyperplan H ⊂ Pn qui
est l’espace orthogonal à M par rapport à la forme quadratique définissant Q. En particulier, X est
contenu dans H et ceci contredit le Lemme 1.3 de [CSS] qui assure que X(k) engendre Pn. □

Lemme 2.3. Soit k un corps algébriquement clos, car(k) ̸= 2. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète

intègre de deux quadriques telle que le pinceau de X est non dégénéré et ne contient pas de formes de
rang ⩽ 5. Soit Z ⊂ P7

k le sous-schéma fermé de tous les sommets de toute quadrique singulière dans
le pinceau. Alors il existe un ouvert U ⊂ Xlisse non vide tel que pour tout point P ∈ U(k)

(i) L’intersection Z ∩ TX,P est un ensemble de points isolés.
(ii) L’intersection X ∩ TX,P est un cône simple sur Y ⊂ P4 où Y est une intersection complète

géométriquement intègre et non conique de deux quadriques. De plus, le pinceau de Y est non
dégénéré.

Démonstration.
(i) Clairement, Z est une union de droites et de points isolés. On choisit un sommet Mi de chaque

quadrique singulière dans le pinceau de X. En utilisant le Lemme 2.2 on trouve un ouvert
U ⊂ Xlisse tel que pour tout P ∈ U(k) l’espace tangent TX,P ne contient aucun des points Mi.
Clairement, U satisfait la première condition.

(ii) Soit X donnée par les équations F = G = 0 où rk(F ) = rk(G) = 8 et soit P ∈ U(k). Par le
Lemme 1.11(i) on a rk

(
(λF + µG)|TX,P

)
⩾ 3 pour tout (λ, µ) ∈ P1(k). En utilisant le Lemme

2.1 on trouve un point P ∈ Xlisse(k) tel que rk
(
G|TX,P

)
⩾ 5. Comme cette condition est ouverte,

en diminuant U si besoin, on peut supposer que rk
(
G|TX,P

)
⩾ 5 pour tout P ∈ U(k) et puis on

peut appliquer [CSS, Lemma 1.11] pour conclure que X ∩TX,P est complète et géométriquement
intègre. L’intersection X ∩ TX,P est un cône sur Y ⊂ P4, cela implique que Y est également
complète et géométriquement intègre. Le pinceau de Y ⊂ P4 contient la forme G de rang 5 qui
définit, donc, une quadrique lisse. Alors Y n’est pas conique par le Lemme 1.5(iv).

□
Le lemme suivant est un corollaire de [CT22, Corollaire 2.5].

Lemme 2.4. Soit k un corps p-adique et soit X ⊂ P3
k une intersection complète géométriquement

intègre de deux quadriques. Supposons qu’il existe une k-forme dégénérée dans le pinceau de X. Alors
X possède deux points distincts P1, P2 dans une extension quadratique K/k tels que P1 ∪ P2 est défini
sur k.
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Démonstration. Par [CT22, Corollaire 2.5] X admet un point P1 dans une extension quadratique K/k.
Si P1 n’est pas un k point il suffit de prendre pour P2 le point conjugué à P1 par Gal(K/k). Supposons
que P1 est un k-point. Si la courbe X est lisse, elle admet un autre k-point P2 comme k est fertile.
Si X est singulière, elle est birationnelle à une conique par le Lemme 1.5(ii) pour laquelle l’énoncé est
clair. □

La proposition qui suit généralise [HB, Theorem 2], [CT22, Théorème 6.3] pour le cas singulier.

Proposition 2.5. Soit k un corps p-adique et soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométriquement

intègre de deux quadriques telle que le pinceau géométrique de X est non dégénéré et ne contient pas
de formes de rang ⩽ 5. Supposons que X possède un k-point lisse. Alors le pinceau de X contient une
k-forme quadratique qui scinde 3 plans hyperboliques.

Démonstration. Par le Lemme 2.3 et le fait que les points lisses sont denses dans X, on peut trouver
un point lisse P ∈ X(k) tel que l’intersection X ∩ TX,P est un cône simple sur Y ⊂ P4

k où Y est une
intersection complète géométriquement intègre non conique de deux quadriques et le pinceau de Y est
non dégénéré. De plus, l’intersection Z ∩ TX,P est une union d’un nombre fini de points Si ∈ TX,P .
Soit S̃i ∈ P4 les images de ces points sous la projection depuis le point P .

Supposons que Y ⊂ P4
k est donnée par les équations F = G = 0. Soit U ⊂ P1

λ, µ l’ensemble ouvert
non vide des valeurs (λ, µ) telles que la forme λF+µG est non dégénérée. Soit H ⊂ (P4)∨×U la variété
de paires

(
H, [λ, µ]

)
telles que l’hyperplan H est tangent à la quadrique lisse λF + µG = 0. Une fibre

géométrique de la projection φ : H → U est l’ensemble des hyperplans tangents à une quadrique lisse
dans P4, c’est une quadrique lisse dans l’espace dual (P4)∨. Ainsi, toute fibre géométrique de φ est lisse
de dimension 3, ceci implique que H est une variété lisse de dimension 4. Si (λ, µ) ∈ U(k), la fibre
φ−1(λ, µ) est une quadrique lisse dans (P4

k)
∨ qui admet un k-point puisque toute forme quadratique

non dégénérée de rang 5 est isotrope. Ainsi, H(k) est non vide et, donc, Zariski-dense dans H comme
k est fertile.

Comme le pinceau de Y est non dégénéré, on peut choisir deux quadriques lisses distinctes Q1, Q2

dans le pinceau de Y . Soit V ⊂ (P4)∨ la sous-variété fermée des hyperplans qui sont simultanément
tangents aux quadriques Q1, Q2. Par le Lemme 1.12(ii), V est de codimension 2. Considérons l’autre
projection π : H → (P4)∨. Toute fibre de π est contenue dans U et est donc de dimension ⩽ 1. En
particulier, dimπ−1(V ) ⩽ 2 + 1 = 3 et on a dimπ−1

(
(P4)∨\V

)
= 4 car dimH = 4. Pour tout

H ∈ (P4)∨\V le polynôme caractéristique χH(λ, µ) = det
(
(λF + µG)|H

)
est non nul et, donc, la fibre

π−1(H) est finie. Comme dimπ−1
(
(P4)∨\V

)
= dim(P4)∨ = 4, ceci garantit que le morphisme π est

dominant.
D’après le théorème de Bertini, il existe un ensemble ouvert d’hyperplans W ⊂ (P4)∨ tel que pour

chaque hyperplan H ∈ W l’intersection Y ∩H est géométriquement intègre. En diminuant W si néces-
saire, on peut supposer qu’aucun hyperplan H ∈ W ne contient l’un des points S̃i. L’image réciproque
π−1(W ) est non vide puisque π est dominant. Alors, il existe un k-point

(
H, [λ, µ]

)
∈ π−1(W )(k),

autrement dit, l’hyperplan H est défini sur k et tangent à la quadrique lisse λF + µG = 0 où λ, µ ∈ k.
On considère l’intersection géométriquement intègre Y ∩ H. D’après le Lemme 2.4, elle admet des
points distincts P1, P2 tels que P1 ∪P2 est défini sur k. Soit Π ⊂ TX,P le k-plan engendré par les deux
droites qui correspondent à ces points. Il existe une quadrique Q dans le pinceau de X qui contient Π.
Par la construction, aucun sommet d’une quadrique singulière dans le pinceau géométrique de X n’est
contenu dans Π et on conclut par le Lemme 1.13. □

Les places réelles

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 2.5 pour les places réelles, voir aussi
[CT22, Proposition 1.23] et [HB, Lemma 12.1].

Proposition 2.6. Soit X ⊂ P7
R une intersection complète géométriquement intègre de deux quadriques

telle que le pinceau géométrique de X est non dégénéré et ne contient pas de formes de rang ⩽ 5. Alors
le pinceau de X contient une forme quadratique qui scinde 3 plans hyperboliques.
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Démonstration. Soit X donnée par des équations F = G = 0. On utilise l’astuce de Mordell comme
dans [CSS, Proof of Thm. 10.1, (e) p. 114]. Ainsi, on fait varier (λ, µ) dans le cercle S1

λ,µ : λ2+µ2 = 1.
La signature sgn(λF +µG) est une fonction impaire S1

λ,µ → Z car sgn(−λF −µG) = −sgn(λF +µG).
Soit C ⊂ S1

λ,µ l’ensemble fini des points (λ, µ) tels que rk(λF + µG) < 8. Alors la signature est une
fonction localement constante sur S1\C et le passage par chaque point (λ, µ) ∈ C change la signature
au plus par 2 · (8− 6) = 4. Par conséquent, pour quelque (λ, µ) ∈ S1

λ,µ\C on a |sgn(λF + µG)| ⩽ 2 et,
donc, la forme λF + µG scinde 3 plans hyperboliques. □

La fin de la démonstration

Maintenant on est prêt à établir le principe de Hasse dans le cas régulier.

Proposition 2.7. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométriquement intègre de deux quadriques

sur un corps de nombres k. Supposons que le pinceau géométrique de X est non dégénéré et ne contient
pas de formes de rang ⩽ 6. Alors le principe de Hasse lisse vaut pour X.

Démonstration. La variété F paramétrant les plans projectifs qui sont contenus dans le lieu lisse de X
est une jacobienne généralisée et est, donc, géométriquement intègre [Wn, Theorem 3.21]. D’après les
estimations de Lang-Weil [LW], F admet un kv-point rationnel pour presque toute v. Ainsi, X contient
un plan projectif sur kv pour toute place v de k en dehors d’un ensemble fini de places qu’on note S,
voir aussi la Proposition A.6 de l’appendice. Ainsi, pour une place w /∈ S toute forme non dégénérée
dans le pinceau de X scinde 3 plans hyperboliques par le Lemme 1.13.

D’après la Proposition 2.5 et la Proposition 2.6, pour chaque place v ∈ S il existe une kv-forme
quadratique dans le pinceau de Xkv

qui scinde 3 plans hyperboliques. En utilisant le Corollaire 1.15 et
l’approximation faible pour S, on trouve une k-forme lisse F dans le pinceau de X qui scinde 3 plans
hyperboliques sur kv pour chaque place v de k. Alors F scinde 3 plans hyperboliques sur k par un
théorème de Hasse [CT22, Théorème 1.17] et la quadrique QF définie par F contient un plan projectif
Π ⊂ P7

k d’après le Lemme 1.13. L’intersection Π ∩X est une conique et on conclut par le Théorème
1.7. □

3 Le cas irrégulier

Maintenant on passe au cas d’une intersection de deux quadriques X ⊂ P7 qui n’est pas régulière.
On considère séparément trois cas : le pinceau géométrique de X contient une forme de rang ⩽ 5 ;
le pinceau géométrique de X contient 2 formes conjuguées de rang 6 ; le pinceau géométrique de X
contient 4 formes de rang 6. Ensuite, on verra que ces trois cas épuisent toutes les possibilités non
couvertes par des articles antérieurs, en particulier [CSS] (cf. la preuve du Théorème 3.8).

Une forme de rang ⩽ 5

On commence par un lemme arithmétique.

Lemme 3.1. Soient k un corps de nombres et C une conique lisse sur une extension quadratique K/k.
Alors il existe une extension quadratique L ⊃ k telle que C(KL) ̸= ∅.

Démonstration. Soit α ∈ Br(K)[2] la classe de la conique C. On a une injection Br(K) ↪→
⊕

w Br(Kw)
qui fait partie de la suite (2). Soit S l’ensemble des places w de K telles que C(Kw) = ∅, autrement
dit, telles que la restriction αw ∈ Br(Kw) est non nulle. Considérons une place w ∈ S, on note par v la
trace de w sur k. Si w ∈ S est réelle, on a forcément Kw = kv ≃ R, sinon Kw est algébriquement clos
et αw = 0. En tout cas, il existe une extension quadratique Lv ⊃ kv linéairement disjointe de Kw ⊃ kv
pour toute w au dessus de v (il y en a au plus 2). Effectivement, pour une place réelle on peut prendre
l’unique extension quadratique R ⊂ C ; pour une place non archimédienne, l’ordre de k∗v/(k

∗
v)

2 est au
moins 4.

L’application k∗/(k∗)2 →
∏

v∈S k∗v/(k
∗
v)

2 est surjective par l’approximation faible. Alors on peut
choisir une extension quadratique k ⊂ L qui donne l’extension kv ⊂ Lv pour chaque v ∈ S. Alors aucune
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w ∈ S n’est scindée dans KL et on a une extension quadratique induite Kw ⊂ (KL)w = KwLv pour
toute w. La restriction Br(Kw) → Br

(
(KL)w

)
est la multiplication par le degré deg[(KL)w : Kw] = 2.

Ainsi, αw|(KL)w = 0 ∈ Br
(
(KL)w

)
puisque αw ∈ Br(Kw)[2]. Ceci implique que α|KL = 0 et

C(KL) ̸= ∅. □

Proposition 3.2. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométriquement intègre non conique de

deux quadriques sur un corps de nombres k. Supposons qu’il existe une forme quadratique de rang ⩽ 5
dans le pinceau géométrique de X. Alors le principe de Hasse lisse vaut pour X.

Soit X définie par des équations F = G = 0. Si le polynôme caractéristique P (λ, µ) = det(λF+µG)
est identiquement nul, X est birationnelle à une quadrique géométriquement intègre dans P6

k par le
Lemme 1.5(i),(ii). Soit (λ, µ) ∈ P1(k̄) tel que rk(λF + µG) ⩽ 5. D’après le Lemme 1.5(iii) le point
(λ, µ) est une racine du polynôme P d’ordre ⩾ 3. Si (λ, µ) ∈ P1(k), on conclut par le Lemme 1.5(v).
Sinon, (λ, µ) ∈ P1(K) où K/k est une extension quadratique. Alors P a deux racines d’ordre ⩾ 3 qui
sont conjuguées par Gal(K/k). Il suffit de démontrer l’affirmation suivante :

Proposition 3.3. Soit X ⊂ Pn
k , (n ⩾ 5) une intersection complète géométriquement intègre non co-

nique de deux quadriques sur un corps de nombres k. Supposons que X est donnée par deux formes qua-
dratiques Q1, Q2 sur une extension quadratique K/k telles que Q1, Q2 sont conjuguées par Gal(K/k)
et rk(Q1) = rk(Q2) ⩽ n− 2. Alors le principe de Hasse lisse vaut pour X.

Démonstration. On note Xi ⊂ Pn
K la quadrique définie par Qi. Soit m = n − rk(Q1) et soit

Πi = P
(
ker(Qi)

)
⊂ Pn

K le sous-espace projectif des points singuliers de Xi. On a dim(Πi) = m ⩾ 2. Si
l’intersection Π1 ∩Π2 est non vide, X est conique. Donc Π1 ∩Π2 = ∅.

On considère les intersections Π1 ∩ X2 = Y1, Π2 ∩ X1 = Y2 dans Pn
K . Étant donnés des points

géométriques Pi ∈ Yi la droite ⟨P1, P2⟩ est contenue dans X car ⟨Π1, P2⟩ ⊂ X1, ⟨Π2, P1⟩ ⊂ X2. Si la
quadrique Y1 ⊂ Π1 est singulière, elle contient un K-point P . Alors il y a le point conjugué Pσ ∈ Y2

où σ est le générateur de Gal(K/k). La droite ⟨P, P σ⟩ est donc contenue dans X et définie sur k. En
particulier, X possède un k-point et on peut utiliser le Lemme 1.5(vi).

On peut donc supposer que les quadriques Yi ⊂ Πi ≃ Pm
K sont lisses et sans

K-points. Dans ce cas, il existe une K-conique C1 ⊂ Y1, notons C2 = Cσ
1 ⊂ Y2 la conique conjuguée

dans Y2. Le Lemme 3.1 assure qu’il existe une extension quadratique L ⊃ k telle que C1(F ) ̸= ∅ pour
F = KL. Soit τ le générateur de Gal(L/k). On a un isomorphisme Gal(F/k) = Gal(K/k)×Gal(L/k).
On choisit une paire de F -points conjugués P, P τ sur C1. On a également des points Pσ, P τσ sur C2.
Considérons les droites ℓ1 = ⟨P, P σ⟩, ℓ2 = ⟨P τ , P τσ⟩ contenues dans X. On peut supposer que ces
droites sont gauches, sinon elles se croisent en un k-point et on applique le Lemme 1.5(vi). Puisque
les droites ℓ1, ℓ2 sont définies sur L et conjuguées par τ on peut conclure par le Théorème 13.2 de
[CSS] dans le cas où n ⩾ 6. Si n = 5, il faut vérifier que le cas exceptionnel (E5) n’est pas possible.
Effectivement, s’il y a deux formes non proportionnelles de rang 4 dans le pinceau λF + µG, alors le
polynôme P possède deux autres racines d’ordre ⩾ 2 dans k̄ par le Lemme 1.5(iii) et on obtient une
contradiction avec le fait que deg(P ) ⩽ 8. □

Deux formes conjuguées de rang 6

On considère le cas où le pinceau géométrique de X contient deux formes quadratiques conjuguées
de rang 6. Étant donné une telle X, on applique la méthode des fibrations pour les zéro-cycles afin de
réduire le problème aux intersections singulières de deux quadriques dans P4 pour lesquelles le résultat
est connu.

Dans le lemme technique qui suit on appelle quadrilatère gauche un quadrilatère dans P3 formé par
quatre sommets distincts qui ne sont pas contenus dans un plan.

Lemme 3.4. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soit X ⊂ P7
k une intersection

complète intègre de deux quadriques donnée par des équations F = G = 0 où rk(F ) = rk(G) = 6 et le
pinceau de X est non dégénéré. Supposons que les sommets des quadriques F = 0, G = 0 engendrent
un sous-espace projectif Π ⊂ P7

k de dimension 3 et que X∩Π est un quadrilatère gauche. Soit H ≃ P3
k la
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variété qui paramètre les sous-espaces Γ de dimension 4 contenant Π. Alors il existe un ouvert U ⊂ H
tel que pour tout Γ ∈ U(k) l’intersection X ∩ Γ est complète intègre non conique.

Démonstration. Le pinceau de X∩Π contient au moins deux formes de rang ⩽ 2 qui sont les restrictions
de F,G. Comme le quadrilatère X ∩Π n’est pas contenu dans un plan, le rang de toute forme dans le
pinceau de X ∩ Π est au moins 2. Il est facile de voir que le quadrilatère n’est pas contenu dans une
quadrique de rang 3 et qu’il est contenu dans un nombre fini de quadriques de rang 2. On conclut que
le pinceau de X ∩ Π est non dégénéré et contient précisément deux quadriques singulières de rang 2
qui sont les restrictions de F,G.

Choisissons une forme quadratique Ψ non dégénérée dans le pinceau de X. Par le Lemme 1.11(ii),
on peut trouver un ouvert U ⊂ H tel que pour tout Γ ∈ U(k) on a rk(F |Γ) = 3, rk(G|Γ) = 3,
rk(Ψ|Γ) = 5. Effectivement, ces trois conditions sont ouvertes et le Lemme 1.11(ii) assure que les lieux
correspondants sont non vides. Soit Γ ∈ U(k). D’après [CSS, Lemma 1.11] l’intersection X ∩ Γ est
complète et intègre. Elle est non conique car le pinceau de X ∩Γ contient la forme Ψ|Γ non dégénérée,
voir le Lemme 1.5(iv). □

Proposition 3.5. Soit k un corps de nombres. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométri-

quement intègre de deux quadriques. Supposons que le pinceau géométrique de X est non dégénéré et
contient deux formes F,G de rang 6 distinctes dans une extension quadratique K/k qui sont conjuguées
par Gal(K/k). Alors le principe de Hasse lisse vaut pour X.

Démonstration. On note LF , LG les droites singulières des quadriques F = 0, G = 0. L’intersection
LF ∩ LG est vide puisque X est non conique par le Lemme 1.5(iv). Ainsi, LF , LG engendrent un
sous-espace Π ⊂ P7

k de dimension 3. Comme dans la preuve de la Proposition 3.2 on note que pour
tous points P ∈ X ∩ LF , Q ∈ X ∩ LG la droite PL est contenue dans X. Donc, si X contient les
droites LF , LG, alors X contient l’espace Π ≃ P3

k qu’elles engendrent et on applique le Lemme 1.5(vi).
Sinon, soit X ∩ LF = {P1, P2}, X ∩ LG = {S1, S2} où les points d’intersection peuvent coïncider. S’ils
coïncident on a P1 = P2, S1 = S2 et X contient la k-droite P1S1, donc, on peut encore conclure par le
Lemme 1.5(vi). Maintenant on suppose que les quatre points P1, S1, P2, S2 sont distincts. Alors X ∩Π
est le quadrilatère gauche formé par ces points.

Soit H ≃ P3
k la variété qui paramètre les sous-espaces Γ de dimension 4 contenant Π. On a une

projection P7
k\Π → H. Soit π : X\Π → H la restriction de cette projection. Étant donné Γ ∈ H(k̄),

la fibre π−1(Γ) s’identifie avec l’intersection (X\Π) ∩ Γ. En éclatant X et en résolvant les singularités
(Hironaka), on trouve un modèle propre lisse X̂ → X tel qu’il existe un prolongement π̂ : X̂ → H
de l’application rationnelle π. Clairement, il existe un ouvert U ⊂ H tel que pour tout Γ ∈ U(k̄) la
fibre π̂−1(Γ) est un modèle propre lisse de la fibre π−1(Γ). Par le Lemme 3.4, on peut diminuer U de
manière que pour tout Γ ∈ U(k̄) la fibre π̂−1(Γ) soit un modèle propre lisse d’une intersection complète
géométriquement intègre non conique de deux quadriques dans P4.

Toute fibre géométrique au-dessus de U est de dimension 2. Ceci assure que π̂ est dominant. Par la
Proposition 1.6 et la Proposition 1.10 la fibre π̂−1(Γ) satisfait la conjecture (E) pour tout Γ ∈ U(k).
La fibre générique de π̂ est un modèle propre lisse d’une intersection géométriquement intègre non
conique de deux quadriques qui est géométriquement rationnelle, donc, rationnellement connexe. Ainsi,
on peut appliquer le Théorème 1.2 pour conclure que la conjecture (E) vaut pour X̂. Donc, X satisfait
le principe de Hasse lisse d’après la Proposition 1.10. □

Quatre formes de rang 6

Quand le pinceau géométrique de X contient 4 formes de rang 6, on construit un fibré de X en
espaces principaux homogènes de tores algébriques afin d’utiliser la méthode des fibrations pour les
zéro-cycles comme dans le cas précédent.

Proposition 3.6. Soit k un corps algébriquement clos, car(k) ̸= 2. Soit X ⊂ P7
k une intersection

complète intègre de deux quadriques. Supposons que le pinceau de X est non dégénéré et contient 4
formes quadratiques {Φi}0<i⩽4 de rang 6. Soit P7

k = P(V ) où V est un espace vectoriel de dimension
8. Alors
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(i) L’espace V se décompose en somme directe V =
⊕

i ker(Φi) et cette décomposition est orthogonale
par rapport à toute forme dans le pinceau de X.

(ii) L’intersection X ∩ P(ker(Φi)) est une paire de deux points.

Démonstration. Soit X donnée par des équations F = G = 0 où rk(F ) = rk(G) = 8 et soient A,B les
matrices des formes quadratiques F,G respectivement. En choisissant une base orthogonale pour G,
on peut supposer que B = Id. Soit Φi = A − λiB où λi ∈ k sont distincts et non nuls. On note
Vi = ker(Φi). Alors les sous-espaces Vi sont des espaces propres de la matrice A avec les valeurs
propres λi. Comme chaque Vi est de dimension 2, la matrice A est diagonalisable. On conclut que
V =

⊕
i Vi et A|Vi

= λiIdVi
. Pour (i) il reste à vérifier que cette décomposition est orthogonale par

rapport à toute forme dans le pinceau.
On note par ⟨· , ·⟩F , ⟨· , ·⟩G les formes bilinéaires correspondantes à F,G. Comme la matrice A est

symétrique, elle définit un opérateur linéaire autoajoint par rapport à G. Donc, pour x ∈ Vi, y ∈ Vj on
a

⟨x, y⟩G =
1

λi
⟨Ax, y⟩G =

1

λi
⟨x,Ay⟩G =

λj

λi
⟨x, y⟩G.

Ceci assure que Vi est orthogonale à Vj par rapport à G pour i ̸= j. Comme

⟨x, y⟩F = xtAy = λjx
ty = λj⟨x, y⟩G

on déduit que les Vi sont aussi orthogonaux par rapport à F et donc, par rapport à toute forme dans
le pinceau de X. Pour démontrer (ii) il suffit de vérifier que la restriction de la forme F à Vi est non
dégénérée. Effectivement, soit x ∈ ker(F |Vi), alors x ∈ ker(F ) puisque Vi est orthogonale à Vj (j ̸= i).
Mais la forme F est non dégénérée, donc x = 0. □

Proposition 3.7. Soit k un corps de nombres. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométri-

quement intègre de deux quadriques. Supposons que le pinceau géométrique de X est non dégénéré et
contient 4 formes quadratiques de rang 6. Alors le principe de Hasse lisse vaut pour X.

Démonstration. Soient {Φi}0<i⩽4 les formes de rang 4 dans le pinceau de X et soit K/k une extension
finie de Galois sur laquelle elles sont définies. On note par Li = P(ker(Φi)) la droite des sommets de la
quadrique Φi = 0. On choisit deux k-formes non dégénérées F,G dans le pinceau de X. Soit φi = F |Li

.
Alors on a

F = φ1 + φ2 + φ3 + φ4

où les formes φi sont de rang 2 par la Proposition 3.6. Le groupe de Galois Gal(K/k) agit sur les φi

par permutation puisque la forme F est définie sur k. Comme la restriction de toute forme dans le
pinceau à ker(Φi) est proportionnelle à φi on a G|Li

= αiφi où les αi ∈ K∗ sont tous distincts. Donc
XK est définie par les équations

XK :

{
φ1 + φ2 + φ3 + φ4 = 0

α1φ1 + α2φ2 + α3φ3 + α4φ4 = 0

On considère l’espace vectoriel engendré par les φi

V = ⟨φ1, φ2, φ3, φ4⟩ ⊂ H0
(
X,O(2)

)
⊗k K.

L’espace V est de dimension 2 et on peut le descendre à k car l’ensemble des générateurs φi est
Galois-stable [Br, Chap. 5 §10.4]. Ainsi il existe un sous-espace Vk ⊂ H0

(
X,O(2)

)
de dimension 2 tel

que Vk ⊗k K = V . Soit U ⊂ X l’ouvert de X où aucune des formes φi n’est nulle. Alors on a un
k-morphisme dominant π : U → P1

k associé au système linéaire de Vk. Par construction le morphisme
πK : UK → P1

K est de la forme

πK(x) = [φ1(x) : φ2(x) : φ3(x) : φ4(x)] ∈ P(V ) ⊂ P
(
H0

(
X,O(2)

))
.
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Ainsi, pour un point schématique p ∈ πK(UK) la fibre π−1K (p) ⊂ P7
K est définie par les équations

β1φ1 = β2φ2 = β3φ3 = β4φ4 ̸= 0

où βi ∈ k(p)
∗. Après un changement de base linéaire sur k(p) on peut la réécrire comme

x0x1 = x2x3 = x4x5 = x6x7 ̸= 0

où xi sont des coordonnées homogènes dans P7
K .

Donc, pour tout point p ∈ π(U) la fibre π−1(p) est géométriquement isomorphe au tore (Gm)4.
D’après [CTSk92, p.131 Lemme], ceci implique que la fibre π−1(p) est isomorphe à un espace homogène
principal sous un tore sur k(p). Soit X̂ → X un modèle propre lisse de X tel qu’il existe un prolongement
π̂ : X̂ → P1

k du morphisme π. Alors il existe un ouvert W ⊂ P1
k tel que pour tout point p ∈ W la fibre

π̂−1(p) est un modèle propre lisse d’un espace homogène principal sous un k(p)-tore. Ainsi, la fibre
générique de π̂ est géométriquement rationnelle. Toute fibre π̂−1(p) au-dessus d’un point fermé p ∈ W
est également géométriquement rationnelle et satisfait la conjecture (Br-AF) sur k(p) par [Sn, Corollaire
8.13], donc elle satisfait la conjecture (E) par le Théorème 1.3. On conclut que X̂ satisfait la conjecture
(E) par le Théorème 1.2 et satisfait le principe de Hasse lisse selon la Proposition 1.10. □

La conclusion

Théorème 3.8. Soit k un corps de nombres. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométriquement

intègre non conique de deux quadriques. Alors tout modèle propre lisse de X satisfait le principe de
Hasse.

Démonstration. On peut supposer que le pinceau de X est non dégénéré par le Lemme 1.5(i),(ii). Si le
rang de toute forme dans le pinceau géométrique de X est au moins 7, on conclut par la Proposition
2.7. S’il existe une forme de rang au plus 5 on utilise la Proposition 3.2. Désormais on suppose qu’il
existe une forme de rang 6 dans le pinceau géométrique de X. Chaque telle forme correspond à une
racine d’ordre ⩾ 2 du polynôme caractéristique de X par le Lemme 1.5(iii). Ainsi, il y en a au plus 4.
Le cas de 4 formes de rang 6 est traité dans la Proposition 3.7. Donc, on suppose qu’il y en a au plus 3.
Si l’une des formes de rang 6 est définie sur k le principe de Hasse lisse résulte de [CSS, Theorem 9.5].
Si l’une de ces formes est définie sur une extension quadratique K/k on conclut par la Proposition 3.5.

Il reste le cas où le pinceau géométrique de X contient 3 formes de rang 6 dans une extension
cubique E/k. Alors XE satisfait le principe de Hasse lisse sur E par [CSS, Theorem 9.5]. Soit X̂ un
modèle propre lisse de X. Supposons que X̂(kv) ̸= ∅ pour toute place v, donc X̂(E) ̸= ∅. Comme
X est une intersection de deux quadriques, elle possède un point rationnel lisse dans une extension
L/k de degré 4. (Il suffit de considérer l’intersection de X avec un k-plan suffisamment générique.)
On conclut que Z1

0 (X̂) ̸= 0 et X(k) ̸= ∅ par le Corollaire 1.9. Finalement, le principe de Hasse lisse
résulte du Lemme 1.5(vi). □

A Appendice

Le but de cet appendice est de démontrer qu’une intersection régulière de deux quadriques dans P7

sur un corps de nombres k contient un kv-plan pour presque toute valuation v sans utiliser le résultat
de Wang [Wn] (Proposition A.6). On montre également que la condition de régularité est essentielle
(Exemple A.7).

On commence par un lemme sur la diagonalisation d’une forme bilinéaire symétrique sur un anneau
de valuation discrète, voir aussi [EKM, §19]. Soit A un anneau de valuation discrète tel que 2 ∈ A∗.
On note π une uniformisante de A et k = A/(π) le corps résiduel. Pour un A-module V on utilise la
notation V̄ = V ⊗A k.

Lemme A.1. Soient V un A-module libre de rang fini et φ : V ⊗ V → A une forme bilinéaire symé-
trique. Alors il existe une A-base {vi} de V telle que φ(vi, vj) = 0 pour i ̸= j.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur le rang de V . Supposons que la forme induite
φ̄ : V̄ ⊗ V̄ → k est non nulle. Alors il existe un élément u ∈ V tel que φ(u, u) ∈ A∗. Soit x ∈ V ,
on définit

x′ =
φ(x, u)

φ(u, u)
u.

Alors x = x′+(x−x′) et φ(x−x′, u) = 0. Ainsi, on a une décomposition orthogonale V = ⟨u⟩⊕ ⟨u⟩⊥.
Il suffit donc d’appliquer l’hypothèse à la restriction φ|⟨u⟩⊥ .

Maintenant, on considère le cas où φ̄ = 0. Si la forme φ est nulle l’énoncé est trivial. Sinon, on peut
écrire φ = πkφ′ avec φ̄′ ̸= 0 et appliquer l’étape précédente à φ′. □

Corollaire A.2. Soient V un A-module libre de rang fini et F ∈ S2(V ∗) une forme quadratique.
Supposons que la forme F̄ ∈ S2(V̄ ∗) est de rang r. Alors il existe une A-base orthogonale de V dans
laquelle F s’écrit comme

F = ⟨u1⟩ ⊥ ⟨u2⟩ ⊥ · · · ⊥ ⟨ur⟩ ⊥ ⟨πv1⟩ ⊥ ⟨πv2⟩ ⊥ . . . ⟨πvn⟩

où vi ∈ A et ui ∈ A∗.

Soit F un corps, car(F ) ̸= 2. On associe à chaque forme quadratique son invariant de Clifford,
ceci définit un homomorphisme cliff : I2(F ) → Br(F )[2] [EKM, Theorem 14.3] où I2(F ) est le carré de
l’idéal fondamental dans l’anneau de Witt, voir [EKM, §4].

Soit A un anneau de valuation discrète tel que 2 ∈ A∗. Soient K = Frac(A) le corps de fractions
et k = A/(π) le corps résiduel. On rappelle que l’application de résidu res : Br(K) → H1(k,Q/Z)
[CTSk21, 1.4.3] peut être définie au niveau des formes quadratiques [EKM, Lemma 19.10] et on a un
diagramme commutatif

I2(K)
res−−−−→ I1(k)

cliff

y disc

y
Br(K)[2]

res−−−−→ k∗/(k∗)2

(5)

On fixe la notation suivante. Soit k un corps, car(k) ̸= 2 et soit X ⊂ P7
k une intersection de deux

quadriques donnée par des équations F = G = 0. Supposons que le pinceau de X est non dégénéré.
Alors Ψ = F + tG est une k(t)-forme quadratique non dégénérée, on lui associe l’invariant de Clifford
α = cliff(Ψ) ∈ Br

(
k(t)

)
[EKM, §14]. Quand la courbe C : y2 = disc(Ψ) est géométriquement irréduc-

tible on note C̃ sa normalisation et k(C) le corps des fonctions rationnelles. Si C est géométriquement
réductible on a disc(Ψ) = aH(t)2 où a ∈ k et H(t) ∈ k[t] est un polynôme. Dans ce cas, on définit
k(C) = k(t)(

√
a) et C̃ = P1

k(
√
a)

. On note αC ∈ Br
(
k(C)

)
la restriction de la classe α à k(C).

Proposition A.3. Dans la notation introduite ci-dessus, supposons que la variété X contient un plan
sur k. Alors αC = 0 ∈ Br

(
k(C)

)
. De plus, si X contient une droite et αC = 0 alors X contient un

plan.

Démonstration. Si X contient un plan, par le Lemme 1.13 on peut écrire Ψ = 3H ⊥ T sur k(t) où
H = ⟨−1, 1⟩ est un plan hyperbolique. On a

disc(Ψ) = disc(3H ⊥ T ) = disc(T ).

Comme la forme T est de rang 2, elle est isotrope sur le corps k(C) = k(
√

disc(T )). Ainsi sur k(C) la
forme Ψ est purement hyperbolique et son invariant de Clifford αC est nul.

Supposons que X contient une droite et que αC = 0. Par le Lemme 1.13 on décompose Ψ = 2H⊕⊥T .
On a disc(Ψ) = disc(T ), donc sur le corps k(C) le discriminant de la forme T est un carré. On calcule
l’invariant de Clifford en utilisant [EKM, Lemma 14.2.]

αC = cliffk(C)(Ψ) = cliffk(C)(2H ⊕⊥ T ) = cliffk(C)(2H) + cliffk(C)(T ) = cliffk(C)(T ).

Par un théorème de Pfister [Kh, Théorème 8.1.1] la forme T est purement hyperbolique sur k(C). Alors
T est isotrope sur k(t) d’après [CT22, Proposition 1.2] et on a une décomposition Φ = 3H⊕⊥T ′, donc,
l’énoncé résulte du théorème de Amer-Brumer [CT22, Proposition 1.3]. □
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Proposition A.4. Soit k un corps de nombres. Soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométrique-

ment intègre de deux quadriques dont le pinceau est non dégénéré et ne contient pas de formes de rang
⩽ 5. Alors Xkv

contient une droite sur kv pour presque toute place v de k.

Démonstration. Soit F1 ⊂ Gr1(P7
k) la variété des droites contenues dans X. Soit F̃1 ⊂ F1×X la variété

des couples (ℓ, P ) où ℓ est une droite contenue dans X est P ∈ ℓ est un point. On considère la projection
f : F1 → X. Pour un point P ∈ X on note YP ⊂ P4 la base du cône X ∩TX,P . Alors YP est isomorphe
à la fibre f−1(P ). Par le Lemme 2.3 il existe un ouvert U ⊂ X tel que YP est géométriquement intègre
de dimension 2 pour tout point géométrique P ∈ U . Comme le morphisme f est propre, cela implique
que l’image réciproque W = f−1(U) est géométriquement intègre de dimension 5 + 2 = 7. On note
que l’autre projection π : F̃1 → F1 est un fibré projectif en droites. Ainsi, l’image π(W ) ⊂ F1 est une
sous-variété géométriquement intègre et définie sur k de dimension ⩾ 7− 1 = 6. Donc, les estimations
de Lang-Weil [LW] assurent l’existence d’un kv-point rationnel sur π(W ) pour presque toute place v.
□

Proposition A.5. Soit k un corps de nombres et soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométri-

quement intègre de deux quadriques dont le pinceau est non dégénéré et ne contient pas de formes de
rang ⩽ 5. Alors les énoncés suivants sont équivalents.

(i) la classe αC appartient à Br(C̃) ⊂ Br
(
k(C)

)
;

(ii) Xkv
contient un plan pour presque toute v.

Démonstration. On note que (i) implique (ii). Effectivement, par la Proposition A.4 X contient une
droite pour presque toute v. La classe αC ∈ Br(C̃) s’annule pour presque toute v d’après [CTSk21,
Theorem 10.3.1] et on conclut par la Proposition A.3.

Montrons que (ii) implique (i). Par les Propositions A.3, A.4, αC s’annule dans Br
(
kv(C)

)
pour

presque toute v. L’application de résidu nous fournit un diagramme commutatif pour chaque place v
et chaque point fermé x ∈ C̃

1 −−−−→ Br(C̃) −−−−→ Br
(
k(C)

) resx−−−−→ H1
(
k(x),Q/Z

)y y y
1 −−−−→ Br(C̃v) −−−−→ Br

(
kv(C)

) resx−−−−→
⊕
w|v

H1
(
k(x)w,Q/Z

)
où la deuxième somme est pour chaque valuation w de k(x) au dessus de la valuation v de k. Les suites
horizontales sont des complexes de groupes.

Supposons que αC /∈ Br(C̃). Par [CTSk21, Theorem 3.6.1] il existe un point fermé x ∈ C̃ tel
que le résidu β = resx(αC) ∈ H1

(
k(x),Q/Z

)
est non trivial. On déduit du diagramme ci-dessus que

βw ∈ H1
(
k(x)w,Q/Z

)
est nulle pour presque toute valuation w de k(x). Ceci contredit le théorème de

Tchebotariov qui assure qu’un nombre infini de places w sont inertes dans l’extension cyclique de k(x)
définie par β. □

Proposition A.6. Soit k un corps de nombres et soit X ⊂ P7
k une intersection complète géométri-

quement intègre de deux quadriques dont le pinceau est non dégénéré et ne contient pas de formes de
rang ⩽ 6. Alors Xkv contient un plan pour presque toute place v de k.

Démonstration. Selon la Proposition A.5 il suffit de vérifier que αC ∈ Br(C̃). Par [CTSk21, Theorem
3.6.1], on doit montrer que le résidu resx(αC) est nul pour tout point fermé x ∈ C̃. Soit s ∈ P1

k l’image
de x sous la projection C̃ → P1

k et soit A = OP1
k,s

l’anneau locale en s. Par le Corollaire A.2 on peut
diagonaliser Ψ sur k(t) comme

Ψ ≃ k(t) ⟨u1⟩ ⊥ ⟨u2⟩ ⊥ · · · ⊥ ⟨u7⟩ ⊥ ⟨v⟩

où ui ∈ A∗ sont inversibles. Soit u =
∏

i ui. Dans k(C) on a y2 = uv, v = (y/u)2u. Alors la forme Ψ
s’écrit comme

Ψ ≃ k(C) ⟨u1⟩ ⊥ ⟨u2⟩ ⊥ · · · ⊥ ⟨u7⟩ ⊥ ⟨u⟩
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et on conclut que resx(Ψ) = 0 puisque tous les coefficients sont inversibles. On déduit du diagramme
(5) que resx(αC) = 0. □

Exemple A.7. Il est facile de construire un exemple d’une intersection de deux quadriques dont le
pinceau contient une forme de rang 6 telle que Xkv

ne contient pas de plan pour un nombre infini de
places v. Soit k un corps, car(k) ̸= 2. Soit X une intersection de deux quadriques définie par deux
k-formes diagonales

F = a2x
2
2 + a3x

2
3 + a4x

2
4 + a5x

2
5 + a6x

2
6 + a7x

2
7,

G = b0x
2
0 + b1x

2
1 + b2x

2
2 + b3x

2
3 + b4x

2
4 + b5x

2
5 + b6x

2
6 + b7x

2
7

où tous ai, bj sont non nuls. Ainsi, rk(F ) = 6 et rk(G) = 8. La forme Ψ s’écrit comme

Ψ = ⟨b0t, b1t, a2 + b2t, a3 + b3t, a4 + b4t, a5 + b5t, a6 + b6t, a7 + b7t.⟩ (6)

On a disc(Ψ) = t2P (t) où P (t) =
∏7

i=2(ai + tbi). Dans une voisinage du point t = 0 la nor-
malisation de la courbe C : y2 = disc(Ψ) est de la forme C̃ : y2 = P (t). On déduit de (6) que
res0(Ψ) = ⟨b0, b1⟩ ∈ I1W (k). Par le diagramme (5) on trouve le résidu de la classe α

res0(α) = disc⟨b0, b1⟩ = −b0b1 ∈ k∗/(k∗)2.

On considère un point x ∈ C̃ au dessus de t = 0. Soit K = k
(√

P (0)
)

le corps de résidu en x. Si
on a αC ∈ Br(C̃), alors le résidu resx(αC) est nul et −b0b1 ∈ (K∗)2. Donc, −b0b1 est un carre dans k
ou −b0b1P (0) l’est. Il est facile de trouver un exemple des coefficients ai, bj tels qu’aucune de ces deux
condition n’est satisfaite. Alors Xkv

ne contient pas de plan pour un nombre infini de places v par la
Proposition A.5.

Remarque A.8. Soit X ⊂ P7 est une intersection de deux quadriques dont le pinceau contient une
quadrique Q de rang 6. Soit L la droite des sommets de Q. Alors la projection depuis L envoie la variété
F2 des plans contenus dans X dans la variété des plans contenus dans une quadrique lisse Q′ ⊂ P5.
Cette dernière variété a deux composantes connexes [Rd, Theorem 1.2]. Cette observation suggère que
F2 n’est pas géométriquement intègre et donc peut ne pas avoir de point lisse kv-rationnel pour une
infinité de places v.
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