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1 Introduction

Plan du rapport Ce texte porte sur les équations différentielles stochastiques (abrégé EDS par la
suite), sur l’existence et unicité de solutions, une partie se concentrera sur l'intégrale d’It6 permettant
de les formaliser. On finira par parler de quelques résultats obtenus grace aux EDS. Nous essayerons
au fil de ce rapport de faire référence a des généralisations étudiés durant ce stage ainsi qu’a la théorie
des chemins rugueux.

Histoire Retournons dans les années 40 pour parler d’'un objet nommé l'intégrale d’It6. Celle-ci
fut introduite par le mathématicien japonais K. It6 pendant qu’il cherchait & construire de nouveaux
processus de Markov a partir du temps ¢ et d’'un mouvement Brownien B;. Il remarque que si 'on
s’intéresse aux équations différentielles de la forme
t
X =Xo+ | b(s,Xs)ds,

0
on trouve alors que la solution obtenue X est une chaine de Markov. En effet, sachant la valeur de X
en un temps s (vu comme le présent), le futur de X ne dépend pas des temps antérieurs & s. Comme
la formule suivante en témoigne :

t
vVt > s, Xy = X, +/ b(u, X,,)du.

Partant de cette idée, il introduit une intégrale qui s’obtient, non plus a partir du temps, mais via le
mouvement Brownien. C’est l'intégrale d’Itd qui se note

t
/ o(s, Xs)dBs.
0

Cette derniere produit une chaine de Markov plus intéressante car elle n’est plus déterministe.
Nous sommes ainsi en capacité d’introduire les EDS. Ce sont les équations s’écrivent

t t
X, :XO+/ b(s,XS)ds—i—/ (s, X,)dBs.
0 0

Il est d’usage de les noter sous la forme différentielle

dX, = b(t, X,)dt + o(t, X;)dB;.

Application a d’autres domaines On utilise les EDS dans certains problémes physiques. Certains
modeles de particules évoluant dans un solvant ne prennent en compte que la situation d’équilibre ou
les états moyens des particules, mais font fi de 'agitation thermique. Le modele de Langevin permet
de s’intéresser aux comportements particulaires et aux fluctuations thermiques grace a l'utilisation
d’une EDS. On retrouve également les EDS en écologie : le modele de dynamique de population de
Lotka-Volterra, servant a modéliser des populations de proies et de prédateurs peut étre en complex-
ifier en rajoutant un terme aléatoire représentant des phénomenes anormaux et aboutissant a une EDS.

Déroulement du stage Mon stage a principalement constitué en un travail bibliographique au-
tour de la théorie des chemins rugueux, des équations différentielles et celles aux dérivées partielles
stochastiques. Plusieurs objectifs se sont dessinés. J’ai commencé en étudiant les notes de cours de
mon encadrant sur les équations aux dérivées partielles stochastiques, (abrégé en EDPS par la suite)
dont les premiers chapitres étaient basés sur le livre Rough Path de M. Hairer. Le second objectif était
de comprendre les EDPS linéaires, j’ai donc pour cela traiter plusieurs équations classiques tirées de
la physique. Pour la fin de mon stage, j’ai terminé par des sujets en lien avec les systemes dynamiques
perturbés par de petits bruits.



2 Solutions des EDS

2.1 Rappels sur le mouvement Brownien

Prenons un espace de probabilité (Q2, F, P) et une filtration (F;)¢>0 qui est une famille de tribus vérifiant
Fs C Fy C F . Nous adopterons cet espace et ces notations pour toute la suite du texte.

Définition 1. On appelle martingale continue tout processus stochastique M : [0, T] x 2 — R vérifiant
les quatres propriétés suivantes :

Vit € [O,T], M; € Fy;

Vt € [0,T), My est intégrable;

VO s <t < T, My =E (M|Fs);

Pour presque tout w € , la fonction t — M(w)est continue.

Remarque 1. Ainsi, un mouvement Brownien est une martingale continue relativement a la filtration
(0(3570 < S < t))t>0.

Rappelons divers résultats du mouvement Brownien.

Proposition 1. Pour presque tout w € Q la fonction t — Bi(w) est localement a-hélderienne, pour
tout 0 < a < %, a savoir pour tout temps T > 0, il existe une variable aléatoire co 7(w) telle que pour
tout 0 < s < t < T linégalité suivante soit vérifiée

|Bt(w) — Bs(w)| < ca,r(w)t — s|*.
De plus, les fonctions t — Bi(w) ne sont presque nulle part dérivables pour presque tout w € Q.
On admet quelques résultats de la théorie des martingales continues utiles pour la suite.

Théoréme 1 (Inégalité de Doob). Si (My)i>o est une martingale continue, alors pour tout p > 0,T >
et A\>0, on a
_ E(Mr]?)

P sup |[Mi =X <
<0<t£T| f ) AP

Définition 2. Pour M, N deuz martingales continues relativement a la filtration (Fy)i>o0, de carré
intégrable, on peut montrer que pour tout t € [0,T], pour toutes suites de subdivisions ({< t'}) de
[0,T] dont le pas tend vers 0, les suites de processus

Z(Mt?Jrl/\t — My nt)(Nez,  at — Nipae)

3

convergent en probabilité lorsque le pas tend vers 0 vers un processus appelé le crochet de M et N au
temps t, noté (M, N);.

Remarque 2. Pour un mouvement Brownien B, on a (B); =t.

2.2 Intégrale d’It6

Rappelons I’équation définissant une EDS afin de comprendre quelle intégrale nous devons introduire.

t t
X =X, +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs.
0 0

Le second terme intégral impose un comportement stochastique de X. Ainsi, il ne doit pas étre
compris comme l'intégrale d’une fonction déterministe contre un mouvement Brownien, mais plutot
d’un processus stochastique contre un mouvement Brownien. Cela nous permet de fixer un cadre



d’étude. On supposera que ’espace de probabilité et la filtration précedemment introduits sont ceux
associés au mouvement Brownien.

On ne peut que conseiller de se remémorer la construction de l'intégrale de Riemann ou celle de
Stieltjes afin de comprendre la direction de cette partie. Pour ce faire, nous allons introduire en
premier lieu une classe de processus stochastiques simples, sur laquelle nous allons définir 'intégrale
d’It6. Ensuite, nous observerons une isométrie entre les processus simples et les variables aléatoires de
carrés intégrables. Nous finirons en utilisant la densité des processus simples dans un certain espace
afin de pouvoir introduire I'intégrale d’It6 sur cet espace plus général.

Définition 3. On dit d’un processus H : [0,T] x Q — R qu’il est simple et adapté s’il peut s’écrire
sous la forme

H; = ZXiI]-[ti,t—i—i-l[a
i
avec {t;} une partition de [0,T] et les X; des variables aléatoires bornées Fy, mesurables. Nous notons
l’ensemble de ces processus S.

Deés lors nous pouvons introduire 'intégrale d’It6 sur ’ensemble S. Nous posons pour un processus H
de la forme

Hy =Y Xily, omivaps
son intégrale d’Ito

T
/ HdB, := ZXi(BtHl — By,).
0 i

Et nous pouvons déja observer la propriété d’isométrie.
Lemme 1 (Isométrie). L’application

T
H»—)/ H,dB,
0

est une isométrie de S dans L*(2). Plus précisement, nous avons

E (/OTHSdBS>2 :/OTE[Hf]ds.

Preuve. Nous considérons un processus simple et adapté H comme dans 1’énoncé. Nous avons

2

T 2
E (/0 HsdBS> =E <; Xi(Bi,,, — Bti)> = ZE [X:X;(By,,, — Bi,)(By,,, — Bt,)] .

.3

En considérant i < j, nous avons puisque X;X;(By,,, — By,) est F; -mesurable et (By,,, — By))
indépendante a Fy; :

E [Xin(Bti-H - Bti)(Btj+l - Btj)] =FE [Xin(BtHl - Btt)] E [(Bt - Btj)] =0.

j+1

De méme si ¢ > j la quantité précédente est nulle.

Nous obtenons alors le résultat d’isométrie en utilisant le fait que Xf est Fy,-mesurable et (By,,, — By,)
est indépendante a Fi,.
T 2 T
A HydB, | | =) E[X7(By, — Bi)?] = ) _E[X7] (ti1 —t;) = / E [H?] ds.
0 p 7 0
O



Grace a cette isométrie, nous allons pouvoir étendre la définition de 'intégrale d’It6 a une plus grande
classe de processus. Le lemme précédent indique de quel espace il s’agit. L’isométrie utilise le fait que
S soit inclus dans L?([0,T] x Q) ainsi que les processus soient adaptés a la filtration (F;):>0. En se
remémorant différentes constructions de 'intégrale, nous comprenons que l'ont peut espérer au moins
de la continuité presque partout.

Remarque 3. On peut en réalité étendre l'intégrale d’Ité a un ensemble de processus plus varié en
soulageant certaines hypotheses de continuité. Cela n’est pas présenté car dans la suite, nos fonctions
seront suffisamment réguliére et ne nous feront pas atteindre ce cadre. On peut se référer a [6] pour
plus d’informations.

Lemme 2. L’ensemble S est dense dans l’espace H des processus H adaptés continus presque partout
(Presque stirement la fonction t — Hy est continue presque partout) et de carrés intégrables :

T
/ E[HZ]ds < oo.
0

Preuve. La densité se traduit par le fait que pour tout processus H dans H il existe une suite H™ de
processus simples et adaptés tels que 'on ait

/TIE [(H — H,)?] = 0.

Pour ce faire nous introduisons l'espace B des processus adaptés, continus presque partout et bornés
sur [0,77] x Q. Ce denier s’avere étre dense dans H et la fermeture de S le contient.
Commencons par la densité de S dans B. Soit un processus H dans S. Prenons une suite de subdivisions
({t?}) de Vintervalle [0, T] dont le pas tend vers 0. On introduit la suite candidate

HP o= Hpltly 1)),

11 est facile de vérifier que ’on définit bien des processus simples et adaptés via le fait que H est dans B.
Presque stirement la fonction ¢ — H;(w) est continue presque partout. En les points de continuité de
t — H;(w) la suite Hy(w), converge donc vers Hy(w). Ainsi, nous avons la convergence simple presque
partout. On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée pour affirmer que

[[H" — H||12(j0,11x0) — 0.

Pour obtenir la deuxieme densité, on prend H dans H et ’on considere la suite de processus
th = ]l{|Ht|<n}Ht + n]l{Ht>n} — n]l{HtS*n}'

Ces processus sont bien dans B et vérifient |H*| < |H|. On peut alors appliquer le théoreme de
convergence dominée (la convergence simple étant immédiate). O

Nous avons désormais les outils pour définir I'intégrale d’Ito.

Définition 4 (Intégrale d’It6). Soit H dans H, en prenant une suite quelconque (HJ*) de processus
de S convergeant vers H, on a que la suite de leurs intégrales d’Ité est convergeante dans L*(§)) vers
une limite qui ne dépend pas du choiz de la suite et que l'on appelle intégrale d’Ité de H. On la note

T
/ H,dB,.
0

Nous avons prouvé un résultat tres pratique lors de la preuve du lemme 2, que nous résumons dans la
proposition suivante.



Proposition 2. Si le processus H dans H est en plus borné, alors son intégrale d’It6 est obtenue par
limite des sommes de Riemann
> He(Bay,, — By)
i

ou les ({t?'}) forment une suite de partitions de [0,T] dont le pas tend vers 0. La convergence
s’effectuant dans L*(2).

Remarque 4. Nous n’avons considéré que des intégrales sur la droite réelle. Mais l’on peut facilement
généraliser a un cadre ou le processus H est une matrice et le mouvement Brownien est remplacé
par un mouvement Brownien d-dimensionnel standard B = (By, ..., Bg) ayant pour coordonnées des
mouvements Browniens indépendants. De plus, nous n’avons considéré que la version de l’intégrale
d’Ité avec une différentielle d’un mouvement Brownien, mais l’on peut aussi prendre la différentielle
de processus stochastiques plus généraux et les résultats obtenus sont similaires.

Nous finissons cette section en citant quelques propriétés de cette intégrale.

Proposition 3. Le processus définit par

¢ T
7 ;:/ H.,dB, ::/ Hs]l[O,t]dBS7
0 0

vérifie
t
E[Z;] =0 etE[Z}] :/ E[H?ds.
0

De plus, le processus I peut étre modifié sur un ensemble de mesure nulle en une martingale continue
avec variation quadratique donnée par

t
<I)t:/ HZds.
0

Preuve. Nous prenons une suite de processus simples adaptés H™ donnée par la densité de S dans H.
On note Z}* le processus
t
/ H}dB;.
0

Nous pouvons vérifier que les Z™ sont des martingales continues et que I'on a

@ [ o

Nous nous abstenons de montrer ce résultat car la démonstration est indigeste de par la présence de
nombreuses disjonctions de cas et son aspect tres calculatoire.

Ensuite, montrons que Z est continue.

Pour tout m,n > 1, le processus Z™ — I™ est une martingale continue. On peut donc appliquer
I'inégalité de Doob et I'isométrie d’It6. Soit € > 0, on a

1 1T
P( sup [IT"—TI">¢| < SE[I™-I"?] = 7/ E[(H — H])? ds
te[0,T € € Jo

qui tend donc vers 0 lorsque m,n divergent. Une conséquence classique de cette convergence est
lobtention de la convergence presque siire d’une sous-suite de (Z") dans L*°([0,T]), la limite obtenue
sera encore notée Z. Elle est donc continue puisque les Z™ le sont. On peut désormais prouver que Z est
une martingale dont la variation quadratique est bien celle présentée par I’énoncé. La F;-mesurabilité
de 7 est donnée par le fait qu’il existe une sous-suite tirée des Zj* convergeant presque strement vers



Z; et par leur Fi-mesurabilité. Montrons que E[Z;|F,] = Z; pour s < t. C’est une conséquence de
E[Z}"|Fs] =Z7. On a

E|(BIZ| 7] - EILIF))] = E [EIL - TIF ) < BT - 1)

derniere quantité qui converge vers 0, d’ou le résultat. Pour la variation quadratique il suffit d’appliquer
les mémes arguments suivis d'un Cauchy-Schwarz. O

Remarque 5. Dans la suite de ce texte nous introduisons les EDS et nous faisons le choiz de compren-
dre l’intégrale contre un mouvement Brownien a la maniére d’Ito. Il existe de nombreuses possibilités
pour la définition de ces intégrales mais la plupart ménent a des objets différents | Par exemple le
mathématicien Ruslan Stratonovich définit son intégrale par l’idée

0 n— oo

(on met un rond pour distinguer cette intégrale de celle d’Ité). Nous avons un objet différent de
lintégrale d’It6 qui présente moins de propri€tés intéressantes pour générer des processus stochastiques.
L’avantage de l'intégrale de Stratonovich est calculatoire, nous avons l'intégration par partie et la régle
de la chaine qui sont naturelle :

T T
/ HsOst+/ BSOdHS:HTBT—HoBo,
0 0

T
/0 f'(B.) o dB, = f(Br) — f(Bo).

Heureusement, les deux choix sont liés par la formule suivante

T T 1
/.&oﬂ%z/.&ﬂ%+?&3ﬁ.
0 0

Remarque 6. Il y a une maniére différente de voir les choses, celle de la théorie des chemins rugueuz,
dont les bases furent posées par T. Lyons en 1998 [7]. Son objectif était de résoudre des équations
différentielles de la forme

dXt = O'(Xt)d}/t

ou'Y est un signal connu. Le mathématicien L. Young avait déja partiellement répondu a cette question
en introduisant sa version de l'intégrale :

/dxmy

Qui existe dés lors que o(X) et Y sont des fonctions respectivement o et B Hélderienne, avec a+8 > 1,
voir [9]. Malheureusement, cela ne permet pas de traiter I’équation considérée par T. Lyons dans le cas
ou Y est un mouvement Brownien, o l'identité. En effet, si l’'on souhaite traiter cette équation avec
Uintégrale de o(X) par' Y comprise au sens de Young, il faut d’abord estimer la vy-Hoélderiennité de
o(X) qui s’avere étre aussi bonne que celle de' Y. Comme Y est un mouvement Brownien, nous avons
donc v < % Ainsi, v+ < 1 et la théorie de Young ne permet pas de donner sens a l'intégrale. C’est
donc pour surmonter ce type de problemes que la théorie des chemins rugueux est créée et engendrera
une généralisation de l’intégrale de Young. Pour se donner une idée de l’intégration rugueuse, on doit
comprendre que la clé réside dans I’Hélderiennité des objets utilisés. Dans le cas ot o(X) et Y sont

a-Hélderienne avec o compris dans |+, L[. Pour ce faire on introduit des objets servant de "dérivée”

302
de X selon'Y vérifiant
X, = X, + XL(Y, = Y:) + Ry



Le reste Ry 4 étant borné par un controle Holderien, ce dernier permettra. Le cas le plus illustratif est
celui ot X = f(Y) et o lidentité. Nous pouvons alors prendre comme "dérivée” X' = Df(Y). Pour
s,t proche on a alors formellement

/t o(X,)dY, = /t X, dY, ~ f(Y))(Y: = Y.) + Df(Ys) /t(Yu —Y,)dY,.

La grande idée est alors de vouloir créer un candidat Y, ¢ pour donner sens a f; (Y, —Y,)dY, pour en-
suite de pouvoir définir [ XdY en utilisant le fait que pour s,t proche notre quantité de l’approzimation
converge vite vers un objet candidat a l'intégrale. La donnée (y,Y) est appelé chemin rugueuz et est
considéré comme un enrichissement de la donnée Y. On peut d’ailleurs compléter encore la donnée de
chemin rugueuzx, en considérant les intégrales itérées de Y. Cela permet si l'on a suffisamment itérer,
de donner sens a toutes les intégrales, peu importe les coefficients d’Hoélderiennité de o(X) et Y. Il
est a noter que cette théorie s’adapte notamment bien aux problématiques engendrées lorsque X et
Y sont des processus stochastiques. On peut méme aller plus loin en généralisant a des régularités
Hélderiennes négatives comme l’a fait M. Hairer avec sa théorie des structures réguliéres et son
théoréme de régularité [5]. Mais cela dépasse le cadre de fonction car fait intervenir la théorie des
distributions. Le lecteur curieux pourra explorer la théorie des chemins rugueux en se référant a [4].

2.3 Existence et unicité de solutions aux EDS

Définition 5 (Vocabulaire des EDS). Nous considérons un mouvement Brownien B : [0,T] x Q — R,
un réel x, deuz applications b: [0, T x R—= R et o:[0,T] xR — R. On appelle solution au sens d’[té
de l’équation

dXt = b(t,Xt)dt+O'(t,Xt)dBt, XO =T

tout processus adapté X, continu presque partout et vérifiant pour tout t € [0,T],

/tIE [(X5)*] ds < o0
0

et
t ¢
Xt:x—i—/ b(s,XS)ds—i—/ o(s, Xs)dBs.
0 0

On considére le mouvement Brownien B comme le signal de cette équation.
Lorsque ’équation prend la forme

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt
on parle aussi d’équation de diffusion.

Théoréme 2 (Existence et unicité d’'une solution d’EDS de diffusion). Si l'on considére I’EDS de
diffusion donnée par la définition précédente, en supposant que b et o sont des fonctions Lipschitziennes
en leur seconde variable et bornées. Alors I’EDS admet une solution au sens d’Ité quelque soit la
condition initiale. Cette solution est unique dans le sens ou si l’on prend deux processus solutions
alors ils sont presque partout égauz sur [0,T] x Q (on peut alors dire qu’ils sont indistinguables).

Nous noterons dans toute la suite de cette partie K une constante de Lipschitz commune a b et o et
qui bornent ces deux fonctions.

Preuve. Prouvons d’abord I'existence. On prend X" des processus définis par X° := z, puis

t t
X+ ::x—i—/ b(s,Xg)ds+/ o(s, X™)dB,.
0 0



On peut nommer une telle suite schéma d’itération de Picard.

Par une récurrence rapide nous pouvons prouver que X" définit une suite de processus adaptés,
continues presque siirement. Pour cela on utilise les résultats des parties précédentes.

Nous prouvons ensuite que la suite X™ converge dans L ([0, 7], L?(©)). Pour cela, nous remarquons
que par définition

Xt X = /t(b(s,Xf) —b(s, X 1))ds + /t(a(s,X;L) —o(s, X" 1))dB,.
0 0
Ensuite, intervient I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis le caractere Lipschitzien de b pour obtenir
d
Si I'on utilise I'isométrie d’Ito et le caractére Lipschitzien de o on montre
d

De ces inégalités on tire

2

t t t
/ (b(s, X™) —b(s, X" 1))ds| | < T/ E [|b(s, X7) — b(s, X2~ 1)*] ds < KQT/ E[|X? — X' ds.
0 0 0

2

t t
/ (0(s, X™) —o(s, X2 1))dB,| | < KQ/ E[| X} — XI7'] ds.
0 0

t
BX; - XPP] <220+ T) [ B (X7 - X2 do,
0

Nous posons C := 2K?(1+ T).
Itérons notre égalité pour obtenir la convergence.

|

Comme X} — X0 =b(s1,2)s1 + o(s1,x)Bs,, nous pouvons obtenir

t 2
/0 (0(5,XT) — o(s, X2 1))dB,

< C”/ E[|1X:, — X2 ?]ds1...dsn.
0<81<...8,<T

(cnn
n!

sup E[|X]T — X7')°] <20"K*(T + T2)/ dsy ...ds, <2K*(T +T?)
te[0,T) 0<81<...6,<T

Ainsi la suite de fonction X™ est convergente dans L>([0, 7], L*(£2)). Nous notons X sa limite. On
prouve ensuite par des arguments similaires que X définit bel et bien un processus solution.
Apres avoir traité l'existence, 'unicité est facile de par ses similarités avec la preuve de I'unicité. [

Remarque 7. La théorie des chemins rugueux permet d’avoir un énoncé avec des conditions moins
strictes sur les fonctions b et o en relachant la Lipschitziennité et en imposant seulement des condi-
tions d’Hélder. De plus, on peut prendre une classe plus large de signauz et ne pas se restreindre au
mouvement Brownien. On peut aussi construire une application continue de l'espace dans lequel vivent
les signaux vers ’espace des solutions que l’on appelle application de It-Lyons. Voir [{] pour plus de
détails.

Remarque 8. La méthode appliquée ici est trés similaire a celle utilisée pour prouver le théoréme
de Cauchy-Lipschitz dans le cadre non stochastique et avec Lipschitziennité globale. Ces similarités
sont plus profondes. Par exemple, pour les équations aux dérivées partielles stochastiques on retrouve
des ressemblances avec ’étude des équations aux dérivées partielles classique. Pour un lot d’équations
aux dérivées partielles stochastiques, on introduit leur fonction de Green de la méme maniére que pour
l’équation classique associée. Une des difficultés contrairement au cas classique et comme pour les EDS,
est d’introduire une bonne théorie de lintégration. A contrario des EDS, les intégrales en jeu sont
selon un mouvement Brownien en temps et en espace, menant & des intégrales multi-dimensionnelles

10



\

plus difficiles a traiter. On préfére donc une méthode analogue a celle de l'intégration de Lebesgue,
car présentant des avantages a l'intégrale de Riemann, comme dans le cas non stochastique. Pour
finir, toutes les équations aux dérivées partielles stochastiques ne sont pas que des équations clas-
siques auzquelles on a ajouté un terme de bruit blanc. Si l’on considére l’équation des ondes avec un
bruit blanc et que l'on essaye d’appliquer les mémes méthodes, on comprend vite pour des probléemes
de définition de lintégrale stochastique que cela ne peut pas fonctionner. Par exemple en essayant
d’introduire la fonction de Green on se retrouve avec des intégrales divergentes du fait du bruit blanc.
1l faut donc ruser, en introduisant plutét qu’un bruit obtenu par un mouvement Brownien, un bruit
engendré par une régularisation du mouvement Brownien. Pour plus d’informations sur les méthodes
utilisées, on peut se référer au texte de Walsh [1] ou a cette série de cours [2].

Remarque 9. Tous les résultats de cette section ont leurs analogues pour des fonctions X,b,0 et B
vectorielles. Les preuves ne sont pas plus dures, mais moins compréhensible a la lecture. On considérera
que l'on connait l’extension naturelle de nos résultats a ce cadre.

Avant de poursuivre sur les applications, nous présentons un résultat d’une utilité cruciale dans 1’étude
des EDS : la formule d’It6. Elle permet de calculer l'effet d'un changement de variable malgré la
dépendance stochastique pour des processus décris par une équation de la forme

t t
Xt=Xo+/ fsds+/ 45dB,,
0 0

ou fs et gs sont des processus F-mesurables, adaptés a la filtration (F3):>0 et qui sont pour presque
tout w intégrables selon le temps. Son cadre permet de traiter le cas de processus définis par le biais
d’EDS.

Théoréeme 3 (Formule d’It6). On reprend les notations introduites ci-dessus. Soit une fonction
u: Ry X R +— R deux fois continiment différentiables par rapport a sa premiére variable t et de méme
pour la seconde x. Alors le processus Yy := u(t, Xy) vérifie

t t t 1t
Y, =Y, —1—/ 8tu(s,XS)ds+/ awu(&Xs)fsds—&—/ Ozu(s, Xs)gsdBs + 5/ D2u(s, Xs)g2ds.
0 0 0 0
On apprécie écrire cette égalité sous sa forme différentielle
1
dY; = Opu(t, Xy)dt + Op(t, Xo)dt(fudt + g1dBy) + 507u(t, Xo)g7 dt.

La preuve de ce résultat est longue dans le cas le plus général possible. C’est pour cela que nous ne la
présentons pas. Le lecteur curieux pourra se référer au livre [8].

Remarque 10. Le lemme d’Ité trouve son analogue dans la théorie des chemins rugueuzr. A la
différence du précédent il n’est pas probabiliste, il permet d’effectuer des changements de variables
lorsque la fonction dépend d’un chemin (rugueuz) et ne nécessite quasiment que des contréles d’analyse
pour la démontrer, mais nécessite plus de régularité sur la fonction u. Se référer a nouveau a [4] pour
un complément d’informations.
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3 Applications des EDS

Pour les applications que ’on donne nous nous concentrons sur des équations dites de diffusion. Pour
rappel, ce sont les EDS qui prennent la forme

dXt = b(Xt)dt + (')'()(15)dBt7 t 2 S 2 0 XS =x. (1)

Avec b : R? — R? et ¢ : R? — R¥! et une régularité permettant d’obtenir une unique solution.
Pour éviter certains détails techniques considérons les cas ot 'on a au moins de la continuité. (Nous
rappelons que nous avons évoqué dans une remarque le fait que l'on puisse prendre un cadre plus
général avec notamment des Browniens multidimensionnels et que les résultats de la partie précédente
restent valides). Leur nom provient de leur ressemblance avec certaines équations tirées de la physique.
Dans écriture des diffusions, le terme b(z) est compris par exemple comme une force déterministe
agissant sur une particule & la position z. La fonction o(x) elle correspond aux effets de 'agitation
thermique sur la particule en x, c’est ce terme que ’on voit comme un terme de diffusion. On se fixe
pour la suite une telle équation.

Nous donnons quelques définitions qui nous seront utiles pour la suite. Nous appellerons X;** la
solution de I’équation 1.

3.1 Un lien entre les équations de diffusion et les équations aux dérivées
partielles

Nous explorons un lien surprenant entre équations de diffusion et équations aux dérivées partielles
du second ordre. Grace a ce lien, nous pouvons établir des résultats sur les équations aux dérivées
partielles a partir des EDS et vice versa.

Nous noterons P*,[E® la loi de probabilité engendrée par les variables X? ¥ définie par

P*(Xy, € Ar,... Xty € Ay) = P(XP" € Ay, X"t € Ay)

et I'espérance associée. Nous pouvons voir cette loi comme la loi du processus de diffusion sachant
qu’il provient de x.

3.1.1 Propriété de Markov

Dans un premier lieu il est facile de voir le lemme suivant
Lemme 3. Les processus (X)) )nz0 et X°% ont la méme loi.

Ainsi la définition de P* prend sens.
On peut alors passer au résultat principale de cette partie.

Théoréme 4 (Propriété de Markov). Soit une fonction ¢ mesurable et bornée & valeurs réelles. Nous
avons
E” [p(Xesn) | F] (@) = EX ) p(X)].

La derniére espérance correspondant a la fonction y — EY[p(X})] évalué en X

Démonstration. Soit un vecteur y de R? et deux réels s > t. On définit la fonction

e S
Flyrtys,) = X/w) =g+ [ BX)dut [ o(Xu(w))dBu,
t t
Par unicité des solutions de 1 nous avons

X;s(w) = F(Xi(w),t, s,w).
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Si 'on pose G(y,w) = p o F(y,t,t + h,w), nous avons pour toutes fonctions séparables G(y,w) =
O(y)U(w) Pégalité

E[®(X:) ¥ (w)|F] = ®(X)E [ (w)|Fe] = E [®(y) ¥ (w)|F] |

y=X¢(w)"
De 1a on obtient

FE [G(Xt,w)|]:t] =K [G(y7w)|ft] |y:Xt(w)'

Or par le lemme facile, nous avons

EG(y,w)|F] = E[G(y,w)] =E[po F(y,t,t + h,w)] = E[po F(y,0,h,w)],

ce qui offre la relation a prouver. Maintenant, un argument d’approximation permet de traiter le cas
des fonctions non séparables et de finir la preuve grace a la linéarité du résultat. O

3.1.2 Semi-groupe et générateur

Définition 6 (Semi-groupe de Markov). Pour toute fonction mesurable et bornée ¢ : R — R, on
associe pour tout t > 0 la fonction Typ définie par

(Trp)(z) = E*(p(Xt)).
Les opérateurs Ty ainsi définis sont les semi-groupes de Markov associés a la diffusion X.
Lemme 4 (Propriété de semi-groupe). Pour tout couple de réels positifs t, h nous avons
ThoT, =Tipn
Preuve. La preuve repose sur la propriété de Markov, on a
(Th o To)(¢) () = E7 [(Ty0) (Xn)] = E” [EX" [p(X)|F]] = E7 [E7 [p(Xern)|Fel].-
D’ou
(Th o T1)(p)(x) = E* [p(Xp4n)] = (Ternep)(2)
O

Ce lemme montre un comportement tres intéressant. Il suffit de connaitre les opérateurs T; sur un
intervalle de petite taille [0, €] pour connaitre tous les opérateurs T;. Il est alors normal de se demander
si 'on ne peut pas interpréter ce qu’il se passe pour un intervalle infiniment petit. Nous allons donc
étudier la ”dérivée” des T} en 0.

Définition 7 (Générateur d’'une diffusion d’Itd). Pour une diffusion, on définit un opérateur L appelé
générateur infinitésimal via ses semi-groupes par la formule suivante

(Lg)(w) = lim. w

3

ot p est une focntion test.

Soyons formel. Juste avant la définition, nous évoquions le fait qu’il suffisait de connaitre les T
sur un intervalle infiniment petit pour tous les déterminer. Nous avons alors introduit ce générateur
infinitésimal. Mais comment remonter aux 7; ? Nous avons

ary .. Tyn— T} Ty,

, 7
o pm = T = LT

Par une résolution nous obtenons alors
T, = exp(tL).

C’est formel, mais il est pratique de I'avoir en téte et il existe une formalisation de ce fait.
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Proposition 4. Le générateur infinitésimal de notre diffusion est l'opérateur différentiel

n

L= bi@)i+ % S (0075 ()02,

ij=1

Preuve. On se restreint pour cette preuve au cas réel, encore une fois la généralisation n’est pas hardue.
On utilise la formule d’Itd pour ¢ : R — R, on pose Y; = ¢(X;). Comme il n’y a pas de dépendance
en une premiere variable de temps, la formule se simplifie alors en

h h h
1
Yh:<p(X0)+/ gp’(Xs)b(Xs)ds—&—/ @’(XS)U(XS)dBS—|—§/ o (X.)o(X,)?)ds.
0 0 0
Un passage a 'espérance fait disparaitre l'intégrale stochastique par REFERENCE DE LA PROP.
Ainsi, par une réordonnement on trouve

T _ T h t
AR 2 [ e ds + g [ B [ (Ko ds.

Un passage a la limite offre
(Lo) (@) = ¢'(2)b(z) = S¢" ()0 (x)".
O

Par exemple, en appliquant la formule précédente on trouve que le générateur infinitésimal du mouve-
ment Brownien est 5.

Remarque 11. C'’est cette formule qui nous permet d’établir le lien entre EDS et équations auz
dérivées partielles. On considére le générateur infinitésimale L de la diffusion introduite en début de
partie. On peut montrer que ’équation aux dérivées partielles

Opu(t,x) = Lu(t,x), u(0,z) = uo(x)

admet une solution s’écrivant
u(t,z) = E¥ [ug(X)] .

Grace a ce résultat nous pouvons obtenir des résultats sur la dynamique de u a partir de l’étude de
celle de la diffusion X.

3.1.3 Formule de Dynkin

Dans cette partie nous abordons une formule qui permet d’obtenir des résultats sur la dynamique du
mouvement Brownien.

Théoréme 5. Pour notre diffusion X, rappelons que l’on note L son générateur infinitésimal. Si l’on
prend T un temps d’arrét intégrable et une fonction test @. Alors

B (X)) = plo) + E ([ (Lo)(X.)a5)

Démonstration. Encore une fois, on se restreint au cadre réel. On peut montrer par des arguments
similaires a la proposition 4 que I'on a

B )] = o)+ B | [ (Lo (tas] + 57| o xas,).
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Comme grace aux hypotheéses oy’ est bornée, on a pour tout entier naturel n
TATN n
g | [ ot s, =5 | [ 1eeoxp ] o
0 0

par la proposition 3. On montre ensuite facilement que fOTAn o(X,)¢' (X4)dB, converge dans L?(Q, P?)
vers [ o(X,)¢'(Xs)dBs grace a Dintégrabilité de 7 ce qui montre la nullité de [ o(X)¢'(Xs)dBs et
donne le résultat.

O

On peut désormais établir un critére de récurrence/transience du mouvement Brownien ainsi qu’un
résultat sur son temps de sortie de compact. Tout cela nous est permi par la formule de Dynkin. Nous
noterons B(a,r) la boule ouverte euclidienne de rayon r et de centre a dans R

Proposition 5. Le mouvement Brownien sort de tout compact en temps fini.
Le mouvement Brownien est récurrent en dimension 1 et 2. Il est transient en dimension supérieure
ou €gale a 3.

Preuve. Temps de sortie de compact. Prenons la boule B := B(0,r). Définissons le temps de
sortie
7 :=1inf{t > 0, B; ¢ B}

ainsi que les temps bornés
Tn = Tp AT

On considere une fonction lisse p(z) valant ||z||? sur "adhérence de B et étant nulle en dehors de la
boule B(0,r 4+ 1). Sur B nous avons Ap(x) = 2d. Ainsi la formule de Dynkin donne

B (115, ) =57 | [ GaeBds] = e n),

Sachant que ||B;, || < r, la suite E[r,] est croissante et bornée, elle admet donc une limite qui est

E [7.]. On montre ensuite que ’on a
2

Elr] = T

On conclut que le mouvement Brownien sort presque sirement de tout compact.

Transience et récurrence. Soit # dans R?. On consideére une boule B := B(a,r) qui ne contient
pas x. Définissons le temps d’arrét

7:=inf{t > 0,2 + B, € B}.

On définit aussi les couronnes C,, pour n entier :
Cy := B(a,2"r) — B(a,r),
ainsi que les temps de sortie associés notés 7,. On finit en introduisant 7], le temps de sortie de
B(a,2"r).
On introduit la propabilité p,, de pénétrer la boule B(a,r) avant de sortir de B(a,2"r). On a
pn =P*(|lx+ B-|| = 7)) =1 =P*(|]x + B-|| = 2"7).

Notons que les fonctions a symétrie sphérique solution de Ay = 0 sont proportionnelles a

|| sid=1,
o) = —log|lz]| sid=2,
[|z]|>~"  sid>2.
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Prenons une des fonctions solution. La formule de Dynkin permet d’obtenir

E* [p(z + Br,)] = p(z).

D’autre part,
E* [p(z + Br,)] = (r)pn + ©(2"r)(1 — pp).

Ce qui nous permet d’obtenir

On a donc
P(1 < o0) = li_>m Dns

qui vaut 1 en dimension 1 ou 2, et qui est strictement inférieur a 1 en dimension strictement plus
grande. Nous pouvons des lors obtenir notre résultat. O

3.1.4 Equation différentielle perturbée

Nous concluons ce texte avec un peu de théorie des équations différentielles perturbées présentée
sous la forme d’une grande remarque ou aucune démonstration n’est effectuée. Le lecteur voulant
approfondir pourra prendre connaissance du treés intéressant livre [3]. Les problématiques de ce sujet
sont souvent abordées en physique. Si 'on considere un systeme a 1’équilibre, il est important de
savoir si sa situation d’équilibre est stable ou instable. Pour ce faire, lorsque le systeme est régi par
une équation différentielle, on peut rajouter un terme aléatoire controlé par un parametre ¢ > 0 et
observer comment agit les solutions perturbées. Ensuite, on peut se poser les questions suivantes : La
solution obtenue apres perturbation diverge t-elle de la solution non perturbée ? Reste-t-elle dans un
voisinage de la solution non perturbée ? Lorsque le parametre € tend vers 0, les solutions associées
convergent t-elles vers la solution non perturbée ? Si oui, dans quel sens 7 Un cadre d’étude est le
suivant : soit b : R? +— R? une application suffisamment réguliere et soit x dans R?. On considere
I’équation différentielle
dX; =b(Xy)dt, Xo==.

On notera X sa solution.
On introduit ensuite ses versions perturbées.

dX§ = b(X{)dt + o (X5)dB,, X§ =,

de solutions X¢. Comme 'on considere b suffisamment réguliere alors X et les X¢ existent et sont
uniquement définies. On peut alors répondre a quelques une des questions évoquées :

Théoréme 6. On a pour toutt >0 et § >0

e—0  \o<s<t

E|Xf — X, < a(t) et limP <max |XE - X, > 5> =0.
Ce premier résultat offre une premiere forme de stabilité. Sur un compact, les trajectoires des équations
perturbées tendent uniformément vers la trajectoire initiale.
Théoréme 7. Nous avons pour tout k > 0
X;=X;+eX] +...e" X+ R, (D).
Avec les fonctions X' pouvant étre déterminées grice auzx dérivées de b et le reste Ry, vérifiant

sup |Riy(t)] < C(w)e™!
0<tLT

avec C' presque sturement fini.
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Une application de ce second résultat par exemple est d’estimer le comportement des trajectoires per-
turbées par rapport a celle originelle lorsque cette derniere sort d’un surface.

Certains systémes possedent des positions d’équilibres tres stables. Pourtant il y a un surprenant
résultat qui indique que malgré cela, parmi ces systemes il en existe toute une classe qui une fois
perturbés ont leurs trajectoires s’échappant de la position d’équilibre. Mieux elles passent avec forte
probabilité prés d’un unique point si I’on restreint encore plus la classe des systemes que 1’on étudie.
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