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Déroulement du stage

J’ai e�ectué mon stage à l’université de McGill à Montréal de début mars à début juillet

2024, sous la direction d’Henri Darmon. Je les remercie pour m’avoir accueilli pendant ces

4 mois.

Toutes les deux semaines, le jeudi, avaient lieu deux exposés d’une heure et demie dans

le cadre du séminaire de théorie de nombres Québec-Vermont (QVNTS), entre lesquels

tous les participants étaient conviés à déjeuner dans un restaurant de raviolis chinois ! Cela

m’a permis de m’introduire à un large éventail de problèmes contemporains de recherche

en théorie des nombres. De plus, comme Henri a de nombreux étudiants, il organisait

aussi son propre séminaire hebdomadaire le jeudi, puis il déjeunait avec ses étudiants les

semaines où QVNTS n’avait pas lieu. Cela m’a permis de bien m’intégrer et de garder

un contact hebdomadaire avec mon encadrant. Henri était également toujours disposé à

libérer du temps pour discuter de l’avancée du stage avec moi, répondre à mes questions

souvent bien naïves, et s’assurer que mon stage se passe bien ; je ne saurais assez l’en

remercier.

J’ai travaillé sur le projet initial du stage de mars à avril, et en mai nous avons rédigé et

soumis l’article [CD24]. En juin, j’ai assisté à des conférences de théorie des nombres sur

des thèmes variés, et ai eu le privilège de donner deux exposés sur cet article : un à l’ins-

titut Fields de Toronto à l’occasion de la seizième conférence CNTA, et un à l’université

d’Édimbourg à l’occasion d’un colloque sur le douzième problème de Hilbert.

Il va sans dire que tout cela aurait été impossible sans le soutien constant de mon enca-

drant Henri Darmon. Je le remercie chaleureusement pour m’avoir o�ert cette formidable

expérience de décuverte arithmétique. Sa générosité et son enthousiasme frappants seront

sans aucun doute sources d’inspiration pour moi durant de longues années à venir.

En�n, je souhaiterais également exprimer ma gratitude envers mon tuteur Gaëtan Che-

nevier pour m’avoir mis en contact avec Henri Darmon et pour m’avoir soutenu avant le

début du stage.
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Introduction

On sait depuis Kummer que les anneaux d’entiers de corps de nombres ne sont pas

toujours factoriels. En d’autres termes, si K est une extension �nie de Q, il se peut que

son anneau des entiersOK ne véri�e pas la propriété de la factorisation unique
1

. Kummer

montra cependant que tout idéal fractionnaire
2

non nul de OK peut s’écrire de manière

unique (à réordonnement des facteurs près) comme un produit d’idéaux premiers ; on dit

que OK est un anneau de Dedekind. On peut ainsi dé�nir le quotient

Cl(K) := IK/PK

où IK est le groupe (pour la multiplication) des idéaux fractionnaires non nuls de K , et

PK est le sous-groupe des idéaux principaux. Il s’agit d’un groupe abélien �ni mesurant

à quel point OK est loin d’être factoriel : il est trivial si et seulement si OK est factoriel.

Son cardinal hK est appelé le nombre de classes de K .

Il est naturel de se demander s’il existe une in�nité de corps de nombres K de nombre

de classes 1, c’est-à-dire pour lesquels OK est factoriel. Cette question reste aujourd’hui

très ouverte, mais il semble particulièrement intéressant de commencer par le cas oùK est

un corps quadratique, c’est-à-dire de la forme Q(
√
D) pour un unique entier sans facteur

carré D. Dans ce cas, on conjecture que la réponse est positive si D > 0 et on sait qu’elle

est négative siD < 0. La détermination de l’ensemble des entiers sans facteur carréD < 0
tels que hQ(

√
D) = 1 est communément appelée le « problème du nombre de classes 1 »

et a fait l’objet de nombreux travaux lors du vingtième siècle, jusqu’à sa résolution par

Heegner [He52] (voir aussi [St69]), Baker [Ba66] et Stark [St69] dans les années 60.

Théorème 1 (Heegner-Baker-Stark). SoitD < 0 un entier négatif sans facteur carré. Alors,
hQ(
√
D) = 1 si et seulement si

−D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}.

Les démonstrations données par Heegner, Baker et Stark reposent toutes sur la théorie

de la multiplication complexe. Le projet de mon stage était d’obtenir un analogue de ce

théorème à partir d’un analogue conjectural de la multiplication complexe au cas des dis-

criminants positifs, appelée « multiplication réelle », développée par mon encadrant Henri

Darmon et ses collaborateurs depuis les années 2000. On redonne ainsi une démonstra-

tion, conditionnelle mais très directe, du résultat suivant, démontré par des méthodes

entièrement di�érentes.

1. Càd que tout élément peut s’écrire d’une unique manière comme un produit d’éléments premiers (ou

irréductibles), à multiplication par une unité et à réordonnement des facteurs près.

2. Càd un sous OK-module M de K tel qu’il existe N ∈ N∗ pour lequel M ⊆ N−1K .
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Théorème 2 (Biró [Bi03a, Bi03b], Byeon–Kim–Lee [BLK07]). SoitD un entier sans facteur
carré de la forme n2 + 4, n2− 4, ou 4n2 + 1, pour un certain n ∈ N. Alors, hQ(

√
D) = 1 si et

seulement si

D ∈ {−3, 5, 13, 17, 21, 29, 37, 53, 77, 101, 117, 179, 197, 437, 677}.

Il est remarquable que les théorèmes 1 et 2 puissent se démontrer (en partie conjectura-

lement) en faisant intervenir des courbes elliptiques, et c’est ce que nous nous proposons

d’expliquer ici.

L’organisation du rapport est la suivante. Dans la section 1, on explique cette dicho-

tomie derrière le cas D > 0 et le cas D < 0, et pourquoi on pourrait s’attendre aux

théorèmes 1 et 2. Dans la section 2, on introduit les courbes elliptiques et la courbe modu-

laire. Dans la section 3, on rappelle la théorie de la multiplication complexe et on explique

comment elle a permis la résolution du problème du nombre de classes 1. Dans la section

4, on fait le lien entre multiplication complexe et courbes modulaires. Dans la section 5,

on présente la théorie conjecturale de multiplication réelle de Darmon [Da01], et on ex-

plique comment en déduire le théorème 2. En�n, dans la dernière section 6, on explique

comment adapter cette démonstration du théorème 2 pour donner une nouvelle démons-

tration du théorème 1. Une annexe présente les notions de base de géométrie algébrique

utilisées. On a tâché d’inclure de nombreuses références pour aider le lecteur intéressé à

approfondir les notions présentées.

On pourra notamment consulter les références [Co78, Co13] pour plus de détails sur

l’arithmétique des corps quadratiques, [Si09, Si94] pour l’arithmétique des courbes ellip-

tiques, [Da04] pour tout le texte, [La87] pour la théorie de la multiplication complexe,

[Se97, Appendix A] pour la �n de la section 3, [CD24] pour la section 5 et [Ca] pour la

section 6.
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1. Théorème de Siegel

Un ordre quadratique est un sous-anneau d’un corps quadratique qui est aussi de rang 2

comme Z-module. Ceux-ci sont en bijection avec les discriminants, c’est-à-dire les entiers

D ∈ Z qui sont congrus à 0 ou 1 modulo 4 et ne sont pas des carrés parfaits. Cette bijection

associe a un discriminant D l’ordre

OD = Z

[
D +

√
D

2

]
et à un ordre O son discriminant DO = det(Tr(eiej)i,j=1,2), où O = Ze1 + Ze2 et Tr :
K → Q est la trace du corps des fractions K de O. Par exemple, si d est un entier sans

facteur carré, OQ(
√
d) est de discriminant d si d ≡ 1 (mod 4) et 4d sinon.

Le conducteur d’un ordreO = OD est le plus grand f ∈ N tel que f 2 | D etD0 = D/f 2

est encore un discriminant. Un discriminant est dit fondamental s’il est de conducteur 1 ;

cela revient à ce que l’ordre soit maximal, i.e. soit l’anneau des entiers de son corps des

fractions.

À un corps quadratique K de discriminant D = DOK est associé un caractère de Di-

richlet χD de conducteur D, induit par le symbole de Kronecker

( ·
D

)
3

. La formule du

nombre de classes de Dirichlet [Ne99, Chapter VII, Corollary 5.11] a�rme alors que

L(1, χD) = α
RDhD√
|D|

où α ∈
[

1
2
, 4
]

4

et RD est le régulateur de OD, qu’on peut dé�nir comme le volume du

groupe des unités O×D quotienté par sa torsion. Explicitement, RD vaut 1 si D < 0, et

log |εD| si D > 0, où εD est l’unité fondamentale de OD, c’est-à-dire un générateur du

groupe abélien O×D/{±1} ' Z.

Il transparaît de ce théorème et de la philosophie de l’hypothèse de Riemann queRDhD
devrait être de l’ordre de grandeur de

√
D. C’est essentiellement ce que démontra Siegel

(voir [Go74] pour une démonstration analytique d’une page).

Théorème 3 (Siegel [Si68]). SoitD un discriminant fondamental. Lorsque |D| → +∞, on
a

log(RDhD) ∼ log
√
|D|.

3. Par exemple, si D ≡ 1 (mod 4) et m est premier avec D, on a χD(m) = 1 si m est un carré modulo

D et χD(m) = −1 sinon.

4. La formule exacte est α = 2r(2π)s/w où w est le nombre de racines de l’unité de K (c’est-à-dire 4 si

D = −4, 6 si D = −3 et 2 sinon) et (r, s) vaut (2, 0) si D > 0 et (0, 1) si D < 0.
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Malheureusement, la démonstration de Siegel n’est pas e�ective car Siegel ne disposait

pas de région sans zéros de L(s, χD) su�samment bonne et fut embêté par l’existence

potentielle de ce qu’on appelle aujourd’hui les zéros de Siegel. Le théorème ne permet

donc pas de résoudre le problème du nombre de classes 1, mais il explique pourquoi il

n’y a qu’un nombre �ni de discriminants tels que dans les théorèmes 1 et 2 : si D < 0,

son régulateur vaut 1, et si D est de la forme n2 ± 4 ou 4n2 + 1, il admet l’unité évidente

ε = n+
√
n2±4
2

ou ε = n +
√

4n2 + 1. Dans tous les cas RD = O(
√
D) et on a donc

log(hD) ∼ log
√
|D| → +∞.

2. Courbes elliptiqes et modulaires

La démonstration du problème du nombre de classes 1 telle que nous allons l’expliquer

est très géométrique. Le lecteur trouvera ainsi un rappel de la notion de variété algébrique

(géométriquement réduite) sur un corps k en annexe.

Commençons par dé�nir les courbes elliptiques.

Dé�nition 4 (Groupe algébrique). Un groupe algébrique sur un corps k est une variété
algébrique G sur k muni d’un point rationnel e ∈ X(k) ainsi que d’un morphisme m :
G×G→ GmunissantG = Gk d’une structure de groupe pour lequel e est l’élément neutre.

Par exemple, le groupe additif Ga := A1
k ' k muni de l’addition et le groupe multipli-

catif Gm := A1
k \ {0} ' k× muni de la multiplication sont des groupes algébriques. Il en

va de même du groupe général linéaire GLn, vu par exemple comme ouvert de An2

k dé�ni

par l’inéquation det 6= 0.

Si K est une extension quadratique de k, le groupe des éléments de norme 1 de K est

également un groupe algébrique sur k, comme on peut le voir en le plongeant dans SL2,k

en choissant une base. Il devient isomorphe à Gm sur K : on dit que c’est une tordue
quadratique de Gm. Par exemple, pour k = R et K = C, le tore S1 ' R/Z est un groupe

algébrique réel.

Dé�nition 5 (Variété abélienne). Une variété abélienne est une variété projective lisse
connexe qui est aussi un groupe algébrique. Une courbe elliptique est une variété abélienne
de dimension 1.

Sur un corps algébriquement clos, les seuls groupes algébriques lisses connexes de di-

mension 1 sont les courbes elliptiques, Ga et Gm. Sur un corps parfait, la théorie de la

descente montre que les seuls groupes algébriques lisses de dimension 1 sont les courbes

elliptiques, Ga, Gm et ses tordues quadratiques.
5

5. En e�et, on a Aut(Gm,k) = {±1} (où Aut désigne le groupe d’automorphismes de groupes al-

gébriques) et, si k est parfait, Aut(Ga,k) = k×. Ainsi, les tordues de Ga,k s’identi�ent (voir annexe) à
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On peut montrer [Si09, Chapter III, Proposition 3.1]
6

à l’aide du théorème de Riemann-

Roch que toute courbe elliptique peut s’écrire comme cubique plane y2 = x3 + ax + b
(avec comme élément neutre le point à l’in�ni e = [0 : 1 : 0] ∈ P2

k), où le polynôme

f(x) = x3 +ax+b est sans racine multiple, i.e. son discriminant ∆ = −4a3−27b2
est non

nul. Une telle équation est appelée équation de Weierstrass. Par ailleurs, la loi de groupe

d’une variété abélienne est automatiquement commutative. L’invariant j d’une courbe

elliptiqueE sous forme de Weierstrass est j(E) = −4·1728a3

∆
, il ne dépend pas de l’équation

de Weierstrass choisie. Sur un corps algébriquement clos k, il caractérise uniquement la

classe d’isomorphisme de E et induit une bijection entre les classes d’isomorphisme de

courbes elliptiques et A1
k ([Si09, Chapter III, Proposition 1.4]).

Sur C, l’uniformisation complexe via la fonction ℘ de Weierstrass [Si09, Chapter VI]

montre que les courbes elliptiques peuvent s’écrire, en tant que surfaces de Riemann et

groupes de Lie, comme quotients de C par un réseau Λ. Quitte à e�ectuer une homothétie,

on peut supposer Λ de la forme [1, τ ] := Z+ τZ pour τ ∈ H, et l’invariant j de E = C/Λ
est alors j(τ) où j : H→ C est l’invariant j holomorphe usuel.

Un morphisme de courbes elliptiques est un morphisme de variétés envoyant l’élément

neutre sur l’élément neutre, c’est alors automatiquement un morphisme de groupes. Deux

courbes elliptiques sont dites isogènes s’il existe un morphisme non nul entre elles (une

« isogénie »).

Un des intérêts principaux des courbes elliptiques en arithmétique est qu’elles sont

sources de représentations galoisiennes. En e�et, si E est une courbe elliptique sur Q et

N ≥ 1 est un entier, on peut considérer sa N -torsion E[N ]. Grâce à l’uniformisation

complexe, on sait que E[N ] est isomorphe à (Z/NZ)2
comme groupe abélien. Or, on sait

également que le groupe de Galois GQ = Gal(Q|Q) agit par automorphismes dessus,

et on obtient ainsi une représentation GQ → GL2(Z/NZ) après choix d’une base de la

N -torsion.

Il existe une courbe algébrique paramétrisant les courbes elliptiques avec représenta-

tion galoisienne triviale : la courbe modulaire. On trouvera une démonstration complète

du résultat suivant, dans un autre langage, dans [DR73] (ou une construction dans le même

langage mais sans démonstration de la proposition dans [DS05, Chapter 7]).

Proposition 6. Pour tout N ≥ 1, il existe une courbe lisse et a�ne Y (N) sur Q(µn) telle
que, pour tout corps k contenant Q(µn), les k-points Y (N)(k) s’identi�ent canoniquement
aux classes de k-isomorphisme de paires (E, (P,Q)) où E est une courbe elliptique sur k et
(P,Q) est une base de E[N ](k) (une « structure de niveau N »).

H1(Gk, k
×) = 0 (d’après le théorème 90 de Hilbert [Ne99, Chapter IV, Proposition 3.8]) tandis que celles

de Gm,k s’identi�ent à H1(Gk, {±1}) = Hom(Gk, {±1}), c’est-à-dire aux extensions quadratiques de k.

6. Une courbe elliptique est bien de genre 1 puisque son �bré cotangent est trivial (par homogénéité)

donc ses sections globales sont de dimension g = 1.
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Esquisse de démonstration. Par souci de simplicité, on considérera plutôt le pro-

blème de module suivant : une courbe Y0(N) paramétrisant les paires (E,H) où

H ⊆ E[N ](k) est un sous-groupe cyclique d’ordre N . Il revient au même de considé-

rer les morphismesE → E ′ := E/H qui sont desN -isogénies cycliques. La construc-

tion de Y0(N) est la suivante. Considérons la fonction analytique j : H→ C. L’exten-

sion Q(j(τ), j(Nτ))|Q(j(τ)) est galoisienne de groupe de Galois SL2(Z)/Γ0(N) '
GL2(Z/NZ)/B oùB est l’ensemble des matrices triangulaires supérieures moduloN
et Γ0(N) est la préimage deB par l’application de réduction moduloN . Le polynôme

minimal de j(Nτ) est

ΦN(x, j) =
∏

α∈M2(Z)/SL2(Z),det(α)=N

x− j ◦ α.

Alors, Y0(N) est la courbe a�ne plane dé�nie par l’équation ΦN(x, y) = 0. En e�et,

comme toute courbe elliptique et structure de niveau sont dé�nis sur un corps de

type �ni
7

, on peut supposer k plongé dans C. Alors, un k-point (x, y) ∈ k2
de Y0(N)

correspond à un τ ∈ H tel que j(τ) = x et j(ατ) = y. Le point τ correspond alors

à la courbe E et le point ατ à la courbe E ′. L’isogénie cyclique E → E ′ correspond

alors à la multiplication par cτ + d, où α = ( a bc d ). Voir [La87, Chapter 5] pour plus de

détails. �

Remarque 7. En particulier, Y0(N) est déjà dé�nie sur Q, pas seulement sur Q(µn). En

général, on dispose d’un critère simple pour calculer le corps de dé�nition d’une courbe

modulaire (sur laquelle elle reste solution du problème du module) à l’aide de la notion de

« pointe », que l’on n’a pas introduite.

Remarque 8. Lorsque N ≥ 2, les points de Y (N) correspondent aux classes d’isomor-

phisme sur k de courbes elliptiques avec structure de niveauN , c’est un espace de module

�n. La raison est que le problème de module alors considéré est rigide : deux courbes ellip-

tiques avec structure de niveau sont isomorphes sur k si et seulement si elles le sont sur

k. Lorsque N = 1, il n’existe pas de tel espace de module car le problème de module n’est

plus rigide : une courbe elliptique peut avoir des tordues non triviales. Il ne peut donc

pas exister d’espaces de module �n : la courbe Y (1) = A1
k est alors seulement un espace

de module grossier et il faut introduire la notion de « champ » pour obtenir un espace de

module �n.

Remarque 9. On peut montrer que le corps des fonctions méromorphes de la surface de

RiemannH/Γ0(N), c’est-à-dire les fonctions Γ0(N)-invariantes surH, estC(j(τ), j(Nτ)).

En fait,H/Γ0(N) ' Y0(N)(C) : cela correspond à l’application τ 7→ (C/(Z+τZ), 〈τ/N〉).

Lorsque N = 1, Y0(1) = A1
k correspond à l’isomorphisme H/ SL2(Z)

j−→ C.

7. Par exemple le corps engendré par les coe�cients d’une équations de Weierstrass et les coordonnées

de la structure de niveau.
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La catégorie des variétés quasi-projectives sur un corps k admet les quotients par des

groupes �nis d’automorphismes
8

. Explicitement, si X est a�ne et correspond à l’algèbre

de fonctionsA,X/G correspond à l’algèbre de fonctions invariantesAG. De plus, on peut

montrer que, en tant qu’espace topologique, X/G est le quotient de l’espace topologique

X par le groupe d’automorphismes G. En particulier, un point rationnel de X/G corres-

pond à un point géométrique x (modulo l’action de G) tel que Gk · x ⊆ G · x.

Le groupe G = GL2(Z/NZ) agit par automorphismes sur Y (N) en agissant sur la

base (P,Q). Si H est un sous-groupe de G, l’observation précédente montre que YH :=
Y (N)/H paramétrise des courbes elliptiques avec représentation galoisienne prescrite.

Théorème 10. Pour tout sous-groupeH ⊆ GL2(Z/NZ), il existe une courbe YH dé�nie sur
Q(µn) paramétrisant les courbes elliptiques E dont la représentation galoisienne de niveau
N est à image dans H .

Plus formellement, si k est une extension deQ(µn),YH(k) s’identi�e aux paires (E, (P,Q))
où E est une courbe elliptique sur k et (P,Q) est une structure de niveau N telle que la re-
présentation

ρE,N : Gk → GL2(Z/NZ)

est à image dansH , modulo la relation d’équivalence suivante : deux paires (E1, S1), (E2, S2)
sont identi�ées s’il existe un isomorphisme ϕ : E1 → E2 sur k tel que ϕ(S1) di�ère de ϕ(S2)
par un élément de H .

Dans la suite, on n’utilisera pas YH mais plutôt une compacti�cation canonique XH
9

paramétrisant cette fois-ci des courbes elliptiques « généralisées ». Les points de X \ Y
sont appelés des « pointes ».

3. Multiplication complexe

Une courbe elliptique sur un corps k de caractéristique 0 a un anneau d’endomorphisme

qui est, soit réduit à Z (tous les endomorphismes sont de la forme x 7→ nx pour un n ∈ Z),

soit un ordre quadratique imaginaire (c’est-à-dire un ordre quadratique de discriminant

négatif). En e�et, puisque toute variété algébrique et tout endomorphisme sont dé�nis sur

un corps de type �ni, on peut supposer k de type �ni sur Q. Il se plonge alors dans C et

on s’est ainsi ramenés au cas k = C. Mais alors, toute courbe elliptique E est de la forme

8. Au sens où un morphisme X/G → Y correspond à un morphisme X → Y qui envoie les éléments

de G sur l’identité.

9. Pouvant par exemple être dé�nie comme la normalisation de X(1) := P1
k dans YH via le morphisme

�ni YH → Y (1) ⊆ X(1), ou, de manière équivalente, comme l’unique courbe projective lisse sur Q de

même corps des fonctions que YH .
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Eτ := C/[1, τ ] pour un τ ∈ H et End(E) s’identi�e
10

à

{α ∈ C | α[1, τ ] ⊆ [1, τ ]}.
En particulier, si End(E) est plus grand que Z, il existe un α = u + vτ avec u, v ∈ Z,

v 6= 0 tel que ατ ∈ [1, τ ] et donc τ est quadratique (et imaginaire car il appartient à H, on

dit que τ est un point « CM »). Réciproquement, si τ est CM, End(E) s’identi�e à l’ordre

quadratique

Oτ :=

{(
a b
c d

)
∈M2(Z)− {0}

∣∣∣∣ aτ + b

cτ + d
= τ

}
∪ {0}

plongé dans le corps quadratique imaginaire Q(τ) via
11 ( a bc d ) 7→ cτ + d.

Dé�nition 11 (Multiplication complexe). Une courbe elliptique E sur un corps k de ca-
ractéristique 0 est à multiplication complexe par l’ordre quadratique O si End(E) ' O.
Elle est à multiplication complexe si elle est à multiplication complexe pour un certain ordre
quadratique, i.e. End(E) 6= Z.

A�n d’énoncer dans toute sa généralité le lien entre courbes elliptiques CM et le pro-

blème du nombre de classes 1, étendons la dé�nition du groupe de classes aux ordres

quadratiques non maximaux. Dans ce cas,O n’est plus un anneau Dedekind et les idéaux

fractionnaires (non nuls) ne sont alors plus tous inversibles. De manière générale, dans

un anneau noethérien intègre, un idéal est inversible si et seulement si il est projectif.

On dé�nit donc Cl(O) comme le groupe de Picard
12

de O : le quotient du groupe (pour

la multiplication) des idéaux fractionnaires projectifs par celui des idéaux principaux. Le

nombre de classes h(O) est comme précédemment le cardinal de Cl(O).

Remarque 12. On peut donner une description plus commode des idéaux inversibles de

O = OD [Co13, Proposition 7.22] : si O est de conducteur f avec D = f 2D0, tous les

idéaux inversibles de OD sont, modulo un idéal principal, la restriction d’un idéal a de

OD0 premier avec f . De la sorte, on obtient la description suivante du groupe de classes

Cl(D) := Cl(OD) ' IK,f/PK,f

où K = Q(
√
D) est le corps des fractions de O, IK,f ⊆ IK désigne le sous-groupe des

idéaux fractionnaires premiers avec f et PK,f ⊆ PK le sous-groupe des idéaux principaux

premiers avec f et engendrés par un élément congru à un entier rationnel modulo f .

10. Un morphisme C/Λ1 → C/Λ2 de courbes elliptiques sur C se relève au revêtement fondamental

C→ C/Λ2 et provient donc de la multiplication par un élément α ∈ C.

11. Une matrice ρ �xe τ par transformations de Möbius si et seulement si le vector (τ, 1) est propre. Le

plongement ci-dessus revient à associer sa valeur propre à ρ.

12. En général, le groupe de Picard d’un anneau est le groupe dont les éléments sont les classes d’isomor-

phisme de modules projectifs de rang 1 (aussi appelés « modules inversibles ») et la loi est induite par le

produit tensoriel. Ici, tous les modules inversibles sont isomorphes à des idéaux, et un idéal est isomorphe

au module trivial si et seulement si il est principal, d’où notre dé�nition.
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En particulier, la suite exacte courte

0→ PK(f)/PK,f → Cl(D)→ Cl(D0)→ 0,

où PK(f) est le groupe des idéaux principaux premiers avec f , permet de calculer très

facilement hD en fonction de hD0 et f .

Proposition 13. Toute courbe elliptique CM est dé�nie sur Q. De plus, si D est un discri-
minant, l’ensemble Ell(D) des classes d’isomorphisme (sur Q ou C) de courbes elliptiques
à multiplication complexe par OD est munie d’une action canonique de Cl(D), simplement
transitive. En particulier, il y a hD classes d’isomorphisme de telles courbes.

Démonstration. Par l’application τ 7→ Eτ , Ell(D) s’identi�e à l’ensemble CM(D)
des points τ ∈ H CM de discriminant D, c’est-à-dire dont le polynôme minimal

à coe�cients dans Z est de discriminant D, modulo l’action de SL2(Z).
13

Si τ ∈
CM(D), par construction [1, τ ] est un Oτ ' OD idéal fractionnaire inversible (d’in-

verse N(τ)−1[1, τ ]), et on obtient tous les idéaux fractionnaires inversibles à homo-

thétie près ainsi
14

. Très concrètement, la bijection entre Cl(D) et Ell(D) est donc

a 7→ C/a.

En particulier, toute courbe elliptique CM est dé�nie sur Q. En e�et, si E est à

multiplication complexe par un ordre O, il en va de même pour σE, de j-invariant

σ(j(E)), pour tout automorphisme σ ∈ Aut(C|Q). Le fait que l’action de Aut(C|Q)
sur j(E) soit à image �nie signi�e que j(E) est algébrique, i.e. E est dé�nie sur Q.

L’action de Cl(OD) sur les courbes elliptiques CM peut être décrite ainsi : une

courbe elliptique CM E correspond à un idéal inversible a tel que E ' C/a. Alors,

on pose

b ? E := C/b−1a.

�

En particulier, l’invariant j d’une courbe elliptique CM est algébrique (c’est d’ailleurs

même un entier algébrique [Si09, Chapter II, Section 6]). Mais on a bien mieux : on peut

décrire entièrement l’extension qu’il engendre. A�n d’énoncer précisément ce résultat,

faisons quelques rappels de théorie du corps de classes.

SiK est un corps de nombres, il existe une unique extension abélienne (non rami�ée)H
telle que l’application d’Artin

15

induise un isomorphisme . Cette extension est caractérisée

par les propriétés équivalentes suivantes et est appelée « corps de classes de Hilbert »de

K (voir [Ne99, Chapter Vi, Proposition 6.8]) :

13. Au passage, on retrouve ainsi la bijection entre l’ensemble BQF(D) des formes quadratiques binaires

primitives de discriminant D modulo l’action de SL2(Z) et Cl(D).

14. Si a est un idéal inversible de base orientée u, v, i.e. telle que Im(u/v) > 0, τ = u/v convient.

15. Explicitement, le morphisme d’Artin IK → Gal(H|K) envoie un idéal premier p sur l’unique σ ∈
Gal(H|K) tel que σ(x) ≡ xN(p) (mod p) pour tout x ∈ OH .
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(i) H est l’extension abélienne non rami�ée partout (y compris à l’in�ni) maximale

de K .

(ii) H est l’unique extension �nie de K telle qu’un idéal premier de K soit totalement

décomposé dans H si et seulement si il est principal (dans K).

Signalons également, même si l’on n’en aura pas besoin, que tout idéal deK devient prin-

cipal dans H . Il existe également une variante pour les ordres non maximaux, donnant

toujours un isomorphisme canonique Gal(H|K) ' Cl(O). Dans ce cas, H est appelé le

« corps de classes d’anneau » de O.

Théorème 14 (Premier théorème de la multiplication complexe). SoitD < 0 un discrimi-
nant etK = Q(

√
D). Soit E une courbe elliptique à multiplication complexe parOD. Alors,

K(j(E)) est le corps de classes d’anneau deOD. De plus, l’isomorphisme de réciprocité d’Ar-
tin rec : Cl(D)→ Gal(H|K) est réalisé par la loi de réciprocité dite « de Shimura »

j(a ? E) = rec(a)(j(E)).

Esquisse de démonstration. La première étape clé, que l’on admettra (voir [Si94,

Chapter II, Proposition 2.5]), est de véri�er que l’action de Cl(D) sur Ell(D) commute

avec l’action de GQ. Comme l’action de Cl(D) est de plus simplement transitive, on

obtient un morphisme GK → Cl(D) découpant l’extension L = K(j(E)). En par-

ticulier, cette extension est abélienne de groupe de Galois un sous-groupe de Cl(D).

Pour montrer que L est le corps de classes de Hilbert, il su�t de démontrer la loi de

réciprocité de Shimura puisqu’elle implique immédiatement qu’un idéal premier deK
est totalement décomposé dansL si et seulement il est principal. Par multiplicativité, il

su�t de le faire lorsque a = p est premier. On peut supposer p au dessus d’un premier

rationnel scindé p puisque le cas inerte est trivial, et on peut également supposer p
su�samment grand pour que tous les éléments de Ell(D) aient bonne réduction mo-

dulo un premier P de L au dessus de p. On doit véri�er que j(p ?E) = rec(p)(j(E)),

i.e. que, modulo p, j(E)p ≡ j(p ?E). On dispose d’une isogénie canonique de degré p

EC ' C/a→ C/p−1a ' (p ? E)C.

Le point clé, que l’on peut voir à l’aide de formes di�érentielles, est que, lorsque l’on

réduit cette isogénie modulo p, elle est inséparable. Comme elle est de degré p, il ne

peut s’agir que du Frobenius Frp à automorphisme près : on a ainsi (p?E) (mod P) '
Frp(E (mod P)). En passant aux j-invariants, on trouve exactement la congruence

voulue. Voir [Si94, Chapter II, Section 4] pour plus de détails. �

Corollaire 15. Toutes les courbes elliptiques à multiplication complexe par OD sont conju-
guées, et leur j-invariant est de degré exactement hD.

Remarque 16. On dispose également d’un deuxième théorème de la multiplication com-

plexe qui décrit les corps de classes de rayon a d’un corps quadratique imaginaire : es-

sentiellement, cela revient à ajouter au corps de classes de Hilbert H = K(j(E)) les
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coordonnées x des points de a-torsion de E, cf. [Si94, Chapter II, Section 5]. Ces résultats

sont à placer dans le cadre de la « théorie du corps de classes explicite » et du douzième

problème de Hilbert, visant à construire explicitement des extensions abéliennes par ad-

jonction de valeurs spéciales de certaines fonctions analytiques particulières.

Pour terminer, expliquons comment démontrer le théorème 1. La clé est le résultat sui-

vant. Notons qu’il s’applique bien aux discriminants de nombre de classes 1 d’après le

lemme suivant.

Lemme 17. SoitD < 0 un discriminant de nombre de classes 1 etN < |D|
4
un entier premier

avec le conducteur de D. Alors, N est « non déployé » dans Q(
√
D) au sens où aucun de ses

facteurs premiers n’est un carré modulo D.

Démonstration. On peut bien évidemment supposer N premier. Supposons que N
est un carré modulo D. Étant premier avec le conducteur de D, il est alors représenté

par une forme quadratique binaire primitive de discriminant D. Comme hD = 1,

modulo SL2(Z), il est donc représenté par la forme principale x2− D
4
y2

ou x2−xy−
D−1

4
y2

selon la congruence de D modulo 4. Dans les deux cas, comme D < 0, il vaut

au moins −D
4

= |D|
4

.
16 �

Proposition 18. SoitE une courbe elliptique à multiplication complexe parOD, dé�nie sur
L = Q(j(E)). Supposons N non déployé dans Q(

√
D). Alors, il existe (à conjugaison près)

un sous-groupe HN de GL2(Z/NZ), dépendant uniquement de N , tel que la représentation
galoisienne ρE,N : GL → GL2(Z/NZ) soit à image dans HN .

Démonstration. La clé est que la classe d’isomorphisme de l’algèbreA = OD/NOD
est uniquement determinée par la condition d’inertie. En e�et, supposons N sans

facteur carré pour simpli�er
17

. Alors,

A '
∏
p|N

OD/pOD '
∏
p|N

Fp2 .

Cette algèbre est munie d’une involution canonique ι, produit des involutions cano-

niques sur chacun des Fp2 . Soit E est une courbe elliptique à multiplication com-

plexe par OD. Le A-module E[N ] étant cyclique (on peut le voir sur les C-points),

il s’identi�e à A via le choix d’un générateur x0. Par ailleurs, le choix d’une base de

A comme Z/NZ-module permet de voir H0 := A× y A comme un sous-groupe de

16. Si D est fondamental, cet argument peut être raccourci comme suit : si p est scindé dans Q(
√
D). Si

le groupe de classes vaut 1, c’est donc la norme d’un élément
u+v
√
D

2 : en particulier, p = u2+|D|v2

4 ≥ |D|4 .

17. En général,OD/p
nOD est l’unique Z/pnZ-algèbre étale se réduisant à Fp2 modulo p. Explicitement,

elle est obtenue via le lemme de Hensel en relevant un élément primitif de Fp2 .
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GL2(Z/NZ). Alors, HN := H0 ∪ ιH0 convient. En e�et, si σ ∈ GL est un automor-

phisme de L, il existe g ∈ A× tel que σ(x0) = gx0. Alors, σ agit sur E[N ] ' A '
(Z/NZ)2

comme l’élément g si σ �xe

√
D, et comme l’élément ι(g) sinon. �

Avant d’expliquer la démonstration du théorème 1, faisons un petit rappel de théorie

du genre qui décrit les éléments d’ordre 2 du groupe de classe.

Proposition 19 (Gauss). SoitD < 0 un discriminant. Alors, le groupe des éléments d’ordre
2 de Cl(D) est isomorphe à (Z/2Z)µ+ε−1 où µ est le nombre de facteurs premers distincts
de D et ε vaut 0 si D ≡ 1 (mod 4), et ε ∈ {0, 1, 2} selon la classe de congruence de D/4
modulo 8 sinon.

Esquisse de démonstration. Par souci de simplicité, donnons uniquement la dé-

monstration lorsqueD est fondamental, voir [Co13, Theorem 3.15] pour une démons-

tration complète. Tout facteur premier p deD se rami�e dansK = Q(
√
D) et fournit

donc un élément p d’ordre 2 tel que p2 = (p). On a ainsi 2µ éléments d’ordre divisant

2. Comme on dispose de la relation linéaire∏
pvp(D) = (

√
D) ≡ 0 (mod Cl(D)),

on obtient seulement 2µ−1
classes distinctes d’ordre divisant 2 dans Cl(D), et on vé-

ri�e que ces classes exhaustent les éléments d’ordre 2. �

Esquisse de démonstration du théorème 1. On suit [Se97, Section A.5]. Fixons un

entier N ≥ 1 quelconque. Si D < 0 est de nombre de classes 1, il existe une unique

courbe elliptique ED à multiplication complexe par OD et celle-ci est dé�nie sur Q
(d’après la proposition 13). Si |D| > 4N est de plus fondamental, il doit être premier

d’après la proposition 19 et le lemme 17 montre que ED fournit un point rationnel de

la courbe YHN de la proposition 18, dont on véri�e que le corps de dé�nition est Q. On

s’est ainsi ramenés à trouver tous les points rationnels sur la courbe YHN ⊆ XHN ; il

su�t ensuite de véri�er ceux correspondant à une courbe elliptique à multiplication

complexe.

Un calcul de revêtements rami�és avec XHN → X(1) permet de calculer le genre

de XHN en fonction de N , et même, avec plus de travail, de trouver des équations ex-

plicites. On s’est ainsi ramenés à un problème complétement diophantien, qu’on peut

résoudre de diverses manières (par des méthodes p-adiques, par approximation dio-

phantienne, par descente, ...). On dispose également d’un avantage supplémentaire :

l’invariant j d’une courbe elliptique à multiplication complexe étant toujours entier,

on peut en fait se limiter à la recherche de points entiers, ce qui permet de travailler

avec des courbes de genre 1 ou même de genre 0 avec plus de trois pointes, plutôt

que de devoir être en genre > 1. Voir [Ba09] pour l’exemple de N = 9 et [Ke85] pour
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N = 7, tous deux de genre 0. On pourra également trouver la démonstration origi-

nale de Heegner en niveau 24, rédigée dans un langage sans courbes modulaires, dans

[Sh14]. �

4. Modularité et points de Heegner

Nous allons à présent expliquer comment la théorie de la multiplication complexe per-

met de produire des points rationnels sur des courbes elliptiques. Commençons par un

rappel sur la réduction des courbes elliptiques.

Soit E une courbe elliptique sur Q. Il existe alors (voir [BLR90]) un modèle lisse E de

E sur Z, appelé « modèle de Néron » de E satisfaisant la propriété universelle suivante :

si X est une variété algébrique sur Z et X est la variété correspondante sur Q, tout mor-

phisme X → E sur Q provient d’un morphisme X → E sur Z.

En particulier, en prenant X = E × E et m : X → E la multiplication, on voit que

E est encore un groupe algébrique (sur Z). L’avantage de E est que, désormais, on peut

le réduire modulo un nombre premier p pour obtenir un groupe algébrique Ep sur Fp.
La classi�cation des groupes algébriques lisses de dimension 1 sur Fp fournit trois cas de

�gures possibles :

(i) Ep est une courbe elliptique, i.e. Ep est projective. On dit que E a « bonne réduc-

tion » en p.

(ii) Ep est isomorphe à Ga. On dit que E a « réduction additive ».

(iii) Ep est isomorphe à Gm sur Fp2 . On dit que E a « réduction multiplicative ». Si Ep
est isomorphe àGm surFp, la réduction est dite « déployée », et « non déployée »si-

non.

On dé�nit également ap = p+ 1− |Ep(Fp)| 18

si E a bonne réduction en p, ap = 0 si E
a réduction additive, et ap = 1 ou −1 selon que E a réduction multiplicative déployée ou

non déployée. Tout ceci marche verbatim sur un corps de nombres K plus général que Q,

en remplaçant le premier p par un idéal premier p (et ap = N(p) + 1− |Ep(OK/p)|).

Dé�nition 20 (Fonction L). La fonction L de Hasse-Weil d’une courbe elliptique E sur un
corps de nombres K est la fonction analytique

L(E, s) =
∏
p6∈S

(
1− apN(p)−s +N(p)1−2s

)−1
∏
p∈S

(
1− apN(p)−s

)−1
=:
∑
n∈I◦K

an
N(n)s

où I◦K ⊆ IK désigne l’ensemble des idéaux entiers deOK et S désigne l’ensemble des premiers
de mauvaise réduction.

18. Il s’agit de la trace du Frobenius sur le premier groupe de cohomologie de Ep.
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Il découle de l’hypothèse de Riemann sur les corps �nis que le produit est convergeant

pour Re(s) > 3
2
. Le théorème de modularité (anciennement « conjecture de Shimura–

Taniyama–Weil ») a�rme que, siE est dé�ni sur Q, L(E, s) est la fonction L d’une forme

modulaire, et prédit même son niveau.

Dé�nition 21 (Conducteur). Le conducteur d’une courbe elliptiqueE surQ estN =
∏

p p
np

où np = 0 si E a bonne réduction en p, np = 1 si E a réduction multiplicative, et np = 2 si
E a réduction additive et p ≥ 5 (voir [Si09, Appendix A] pour la recette en 2 et 3).

Théorème 22 (Wiles [Wi95], Taylor–Wiles [TW95], Breuil–Conrad–Diamond–Taylor

[BCDT01]). Soit E une courbe elliptique sur Q de fonction L

L(E, s) =
∑
n≥1

an
ns

et de conducteur N . Alors, f(τ) =
∑

n≥1 anq
n est une forme modulaire de poids 2 et niveau

Γ0(N) où q = e2iπτ .

Remarque 23. SiE est à multiplication complexe, on peut montrer [Si94, Chapter II, Theo-

rem 10.5] à l’aide de la théorie de la multiplication complexe que L(E, s) est produit de

deux fonctions L de Hecke, de sorte que la forme modulaire associée est une forme mo-

dulaire CM, connues déjà depuis Hecke.

En d’autres termes, f est une forme di�érentielle holomorphe sur la courbe modulaire

X0(N). Nous allons utiliser la forme suivante du théorème de modularité, découlant du

théorème du modularité et du théorème d’isogénie de Faltings, cf. [Da04, Chapter 2, Sec-

tions 5–6].

Théorème 24. Soit E une courbe elliptique surQ de conducteurN . Alors, il existe un mor-
phisme surjectif ϕE : X0(N)→ E de courbes algébriques sur Q.

Supposons E unique dans sa classe d’isogénie sur Q pour simpli�er. Analytiquement,

ce morphisme est facile à décrire : il envoie un élément τ ∈ H/Γ0(N) sur l’intégrale

c

∫ τ

i∞
2iπf(τ) ∈ C/ΛE ' E(C)

pour un certain scalaire c ∈ Q× appelé constante de Manin 19

.

Le grand avantage de ce théorème est que la théorie de la multiplication nous fournit

une famille explicite de points de X0(N) dé�nis sur Q, qu’on peut ensuite envoyer sur E
pour obtenir des points de E. On appelle ces points des points de Heegner.

19. On conjecture que c = 1 tout le temps et ceci est démontré lorsque N est sans facteur carré (E est

semistable).
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Commençons par remarquer que, siD < 0 est un discriminant premier avecN , il existe

des points CM de discriminant D si et seulement si N est déployé dans Q(
√
D), i.e. tous

ses facteurs premiers sont des carrés moduloD. On appelle cette hypothèse « l’hypothèse

de Heegner ».

En e�et, dans ce cas N peut s’écrire comme une norme idéale nn sur Q(
√
D), et on a

ainsi une isogénie N -cyclique E → n ? E pour tout E ∈ Ell(D), c’est-à-dire un point

de X0(N). Par la théorie de la multiplication complexe, ce point est dé�ni sur le corps de

classes d’anneau HD de OD.

La formule de Gross–Zagier fait le lien entre les points de Heegner sur E et sa fonction

L. Elle donne une formule explicite pour la dérivée L′(E/Q(
√
D), 1) en termes de la

hauteur du point de Heegner, mais pour simpli�er et éviter d’avoir à dé�nir la hauteur

canonique, on formule simplement le théorème sous cette forme.

Théorème 25 (Gross–Zagier [GZ84]). Soit E une courbe elliptique surQ de conducteurN
et D < 0 un discriminant satisfaisant l’hypothèse de Heegner. Alors, pour tout point CM τ
de discriminant D sur X0(N), L′(E/Q(

√
D), 1) = 0 si et seulement si

TrHD|Q(
√
D)(ϕ(τ)) ∈ E(Q(

√
D))

est un point de torsion.

On peut montrer par un calcul sur Fp que, si E est dé�nie sur Q

L(E/Q(
√
D), s) = L(E/Q, s)L(E(D)/Q, s)

où E(D)
est la D-ème tordue quadratique de E. Explicitement, si E est donnée par l’équa-

tion de Weierstrass y2 = f(x), E(D)
est donnée par l’équation Dy2 = f(x).

20

En particu-

lier, on peut s’assurer que L′(E/Q(
√
D), 1) = 0 indépendamment de D en choissant E

telle que L(E/Q, 1) = L′(E/Q, 1) = 0. Par ailleurs, on peut véri�er cette condition pour

une courbe spéci�que en choisissant un discriminant D tel que L(E(D)/Q, 1) 6= 0 et en

véri�ant que le point de Heegner du théorème 25 est de torsion. On dira queE est de rang
analytique ≥ 2 si cette condition est véri�ée.

Corollaire 26. Soit E une courbe elliptique de rang analytique ≥ 2 et soit τ ∈ H un
point CM de discriminant de nombre de classes 1 satisfaisant l’hypothèse de Heegner. Alors,
ϕE(τ) ∈ E(Q(τ)) est un point de torsion.

Ce corollaire paraît prometteur au premier abord puisque, pour presque tout discrimi-

nant D, les points de torsion de E sur Q(
√
D) sont les mêmes que ceux de E sur Q et

on peut déterminer e�ectivement les discriminants exceptionnels ; en pratique, il n’y en

20. Si Endk(E) 6= O−4,O−3, on a Autk(E) = Endk(E)× = {±1} et toutes les tordues de E sont

quadratiques. En e�et, H1(Gk,Aut(E)) = Hom(Gk, {±1}) s’identi�e aux extensions quadratiques de k.
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a pas. Ainsi, si on choisit E de torsion triviale sur Q, le corollaire 26 nous dit qu’on peut

détecter les discriminants de nombre de classes 1 en analysant la �bre ϕ−1(0E).

Malheureusement, ceci vaut seulement pour les discriminants satisfaisant l’hypothèse

de Heegner, et le lemme 17 nous dit que seul les discriminants de valeur absolue au plus

4N ont une chance de la satisfaire... On verra dans les deux prochaines sections comment

corriger ce problème pour obtenir une démonstration des théorèmes 1 et 2.

5. Multiplication réelle

L’idée de base de la multiplication réelle telle qu’introduite dans l’article [Da01] est de

remplacer le rôle de la place à l’in�ni par la place en p, i.e. remplacer C par Cp pour obtenir

un analogue des points de Heegner pour les corps quadratiques réels, appelés « points de

Stark–Heegner »
21

.

Malheureusement, les propriétés algébriques de ces points sont très mal connues et en

grande partie conjecturales à ce jour. Leur construction procède donc par voie analytique.

Soit E une courbe elliptique de conducteur N , qu’on supposera unique dans sa classe

d’isogénie pour simpli�er. Sur C, les points de Heegner étaient dé�nis via une application

ϕE : (H∞/Γ0(N))CM → C∞/ΛE ' E(C∞)

obtenue en intégrant une forme di�érentielle associée à E. Nous allons dé�nir des ana-

logues de chacun des termes apparaissant dans cet énoncé.

Tout d’abord, l’analogue du demi-plan de PoincaréH∞, composante connexe supérieure

de P1(C) − P1(R), est le demi-plan de Drinfeld Hp := P1(Cp) − P1(Qp) (connexe pour

p 6= ∞). Il est muni d’une structure canonique d’espace analytique p-adique qui permet

de parler de fonctions analytiques Hp → Cp (cf. [BC92, Chapitre I], ainsi que [Bo14] pour

les bases de géométrie analytique p-adique).

Pour parler du membre de droite, il nous faut disposer d’une uniformisation p-adique

analogue à E(C) ' C/ΛE ' C/[1, τE], obtenue via la fonction ℘ de Weierstrass. Telle

quelle, cette uniformisation ne peut pas être valide pour Cp puisque Cp n’admet aucun

réseau discret (Z est dense dansZp). L’idée clé de Tate fût de remplacer cette unformisation

additive par une version multiplicative : en passant à l’exponentielle q = e2πτ
, puisque

C× ' C/Z, on a aussi un isomorphisme

E(C) ' C/[1, τE] ' C×/qZE.

21. Nommés ainsi en raison d’un sentiment que « les points de Stark–Heegner sont aux points de Heegner

ce que les unités de Stark sont aux unités elliptiques ».
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Cette fois-ci, l’isomorphisme est donné par certaines fonctions analytiques (X, Y ) : C× →
E(C), séries entières à coe�cients entiers en q. On peut alors espérer obtenir une unifor-

misation p-adique de la forme

Cp/q
Z
E
∼−→ E(Cp)

où qE est tel que j(qE) = j(E). Pour pouvoir évaluerX et Y en qE , il faut que |j(E)|−1
p =

|qE|p < 1, ce qui se trouve être équivalent à ce queE ait réduction multiplicative en p. Ré-

ciproquement, Tate montra que les fonctions X et Y fournissent bien une uniformisation

p-adique

E(Cp) ' Cp/q
Z
E

lorsque E a réduction multiplicative en p, voir [Si94, Chapter 5, Sections 3–4]. Un grand

avantage de cette uniformisation, contrairement au cas complexe, est qu’elle est compa-

tible avec l’action galoisienne, mais on n’en aura pas besoin ici. On suppose donc que E
a réduction multiplicative en p.

En�n, le sous-groupe de congruence Γ0(N) de SL2(Z) est quant à lui remplacé par le

sous-groupe de congruence

Γ
(p)
0 (M) :=

{
ρ =

(
a b
c d

)
∈ GL2(Z[1/p])

∣∣∣∣ c ≡ 0 (mod N), det(ρ) = ±1

}
de GL2(Z[1/p]), où M = N/p est la partie « modérée » du conducteur N , c’est-à-dire la

partie première à p de N .

Ainsi, nous allons construire une application

JE : (Hp/Γ
(p)
0 (M))RM → C×p /qZE ' E(Cp).

Les éléments de l’image seront appelés des points de Stark–Heegner. Nous dé�nirons la

notion de point RM du quotient Hp/Γ
(p)
0 (M) plus tard, mais pour l’instant HRM

p désigne

simplement les éléments de Hp engendreant une extension quadratique réelle de Q.

Cette application est obtenue à partir d’un « symbole modulaire » construit (en partie

conjecturalement) dans [Da01], c’est-à-dire une fonction de P1(Q)×P1(Q) vers AHp/q
Z
E ,

où AHp désigne les fonctions holomorphes sur Hp, notée suggestivement comme une in-

tégrale multiplicative indé�nie

JE{r, s}(τ) = ×
∫ τ ∫ s

r

ωE

et satisfaisant les propriétés habituelles de transitivité d’intégrales

(1) Pour tout r ∈ P1(Q) et τ ∈ Hp,

×
∫ τ ∫ r

r

ωE = 1.
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(2) Pour tous r, s, t ∈ P1(Q) et τ ∈ Hp,

×
∫ τ ∫ s

r

ωE ××
∫ τ ∫ t

s

ωE ××
∫ τ ∫ r

t

ωE× = 1.

(3) Pour tous r, s ∈ P1(Q) et τ1, τ2 ∈ Hp, le quotient

×
∫ τ2

∫ s

r

ωE ÷×
∫ τ1

∫ s

r

ωE = ×
∫ τ2

τ1

∫ s

r

ωE

est égal à l’intégrale multiplicative dé�nie, dé�nie explicitement comme l’intégrale

sur P1(Qp) d’une mesure p-adique associée à τ1, τ2, r, s et E.

ainsi que la relation de Γ
(p)
0 (M)-invariance

×
∫ γτ ∫ γs

γr

ωE = ×
∫ τ ∫ s

r

ωE

pour tout γ ∈ Γ
(p)
0 (M), r, s ∈ P1(Q) et τ ∈ Hp.

À partir d’un tel symbole modulaire, on dé�nit une classe de cohomologie
22

, toujours

noté abusivement JE ∈ H1(Γ
(p)
0 (M),AHp) par la formule

JE(γ) := JE{t, γt}

où t ∈ P1(Q) est un point de base quelconque.

Revenons en�n aux points de Stark–Heegner. Soit τ ∈ HRM
p un point RM, c’est-à-dire

un point RM τ ∈ CRM
p tel que p est inerte ou rami�é dans Q(τ). Alors, l’anneau

Oτ :=

{(
a b
c d

)
∈M2(Z[1/p])− {0}

∣∣∣∣ aτ + b

cτ + d

}
∪ {0}

s’identi�e à un Z[1/p]-ordre quadratique de même discriminant que τ , et End
Γ
(p)
0 (M)

τ à

un sous-groupe du groupe des unités O×τ ' {±1} × Z. On peut montrer que ce sous-

groupe est non trivial si et seulement si τ satisfait l’« hypothèse de Heegner » suivante :

M est déployé dans Q(τ). On note ainsi (Hp/Γ
(p)
0 (M))RM

les points RM de Hp satisfaisant

l’hypothèse de Heegner, modulo Γ
(p)
0 .

Si τ ∈ HRM
p satisfait l’hypothèse de Heegner, on note γτ l’unique générateur du stabili-

sateur modulo {±1} dont l’image dans Q(τ) est > 1 23

, qu’on appelle automorphe fonda-
mental de τ .

Nous sommes en�n en mesure de dé�nir les points de Stark–Heegner.

22. Rappelons que si G est un groupe agissant sur un groupe abélien A, H1(G,A) désigne le groupe des

« cocycles » f : G→ A, c’est-à-dire satisfaisant la relation f(gh) = f(g) + gf(h), modulo les « cobords »,

c’est-à-dire les cocycles de la forme fa(g) = ga− a pour un a ∈ A.

23. Après choix d’un plongement Q→ Cp pour pouvoir parler de positivité.
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Dé�nition 27 (Points de Stark–Heegner). Soit E une courbe elliptique sur Q à réduction
multiplicative en p et soit τ ∈ (Hp/Γ

(p)
0 (M))RM un point RM. Alors, le point de Stark–

Heegner associé à τ est

JE[τ ] := JE(γτ ) ∈ C×p /qZE ' E(Cp).

Conjecture 28 (Darmon [Da01]). Soit E une courbe elliptique sur Q à réduction multipli-
cative en p et soit τ ∈ (Hp/Γ

(p)
0 (M))RM un point RM.

(i) Le point local JE[τ ] ∈ E(Cp) est en fait un point global dé�ni sur le corps de classe
d’anneau Hτ de Oτ .

(ii) (Formule de Gross–Zagier) Le point TrHτ |Q(τ)(JE[τ ]) ∈ E(Q(τ)) est de torsion si et
seulement si L′(E/Q(τ), 1) = 0.

Corollaire 29. Soit E une courbe elliptique de rang analytique ≥ 2 à réduction multi-
plicative et soit τ ∈ Hp un point RM de discriminant de nombre de classes 1 satisfaisant
l’hypothèse de Heegner. Alors, JE[τ ] ∈ E(Q(τ)) est un point de torsion.

L’hypothèse de Heegner est un peu embêtante, comme dans le cas imaginaire, à cause

du résultat suivant (voir [CD24, Lemma 1] pour la démonstration).

Lemme 30. Soit D un discriminant de nombre de classes 1 de la forme n2 − 4, n2 + 4, ou
4n2 + 1 pour un certain n ≥ 0 et soitN < n−2 un entier positif premier avec le conducteur
de D. Alors, N est non déployé dans Q(

√
D), i.e. aucun de ses facteurs premiers n’est un

carré modulo D.

Heureusement, on peut s’en débarasser en prenant M = 1, i.e. N = p !

Esquisse de démonstration conditionnelle du théorème 2. Fixons une courbe el-

liptique E de conducteur premier p, unique dans sa classe d’isogénie sur Q et sans

torsion quadratique. Commençons par supposer queD est un discriminant de la forme

n2±4, non divisible par p, et (sans perte de généralité) que n > p+2. Alors, le lemme

30 montre que
n+
√
D

2
∈ Hp et le corollaire 29 implique

JE

[
n+
√
D

2

]
= 1 ∈ C×p /q×E .

Or, γD = ( n ±1
1 0 ) stabilise τD = n+

√
D

2
donc

JE{0,∞}(τD) = JE{0, γD0}(τD) = 1

puisque c’est une puissance de JE[τD]. On s’est ainsi ramenés à résoudre l’équation

JE{0,∞}(τ) = 1 pour τ ∈ Hp. De plus, les τD appartiennent tous à l’a�noïde stan-
dard H◦p ⊆ Hp, dé�ni comme la préimage de P1(Fp) − P1(Fp) selon l’application de
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réduction

redp : P1(Cp)→ P1(Fp).
L’avantage est que la fonction ΦE = JE{0,∞}|H◦

p
peut être normalisée pour envoyer

H◦p sur O×Cp , nous débarassant ainsi de l’ambiguïté de qZE . On cherche à trouver tous

les zéros de RM τ ∈ H◦p de ΦE − 1 : si on de la chance, il su�t de majorer le nombre

de zéros quadratiques τ ∈ Qp2 (où Qp2 est l’extension non rami�ée de degré 2 de Qp)

et que cette borne soit atteinte. Or, une telle majoration est précisément fournie par

le nombre de zéros dans Fp2 de la réduction

redp(ΦE − 1) ∈ Fp(X),

une fonction rationnelle dont les zéros et les pôles sont dans Fp.
Pour conclure, la plupart des choix de courbes E permettent de résoudre le pro-

blème : par exemple, l’unique courbe de conducteur p = 389 et rang 2 convient et

permet de résoudre le problème pour les discriminants non divisibles par 389. En fai-

sant la même chose pour E de conducteur p = 433, on obtient ainsi le résultat pour

tous les discriminants, fondamentaux ou non, grâce à la théorie du genre (une variante

du lemme 19 pour les discriminants positifs).

Pour D de la forme 4n2 + 1, la même stratégie fonctionne en remarquant qu’on a

cette fois-ci

JE{−1/2,∞}

(
2n− 1 +

√
D

2

)
= JE

[
D +

√
D

2

]mD
= 1.

Voir [CD24] pour plus de détails. �

Remarque 31. On a ainsi démontré le théorème 2 pour tous les discriminants, pas seule-

ment les fondamentaux. Remarquons qu’il est crucial dans cette approche de considérer

les discriminants non fondamentaux même si on ne souhaite établir le théorème unique-

ment dans le cas fondamental, sinon la majoration n’est pas atteinte.

Lorsque D < 0, la théorie du genre (lemme 19) montre qu’un discriminant de nombre

de classes 1 est de la forme −2εp avec p premier et ε ≤ 2. Comme hD | hDf2 pour tous

D et f (cf. la remarque 12), on peut se restreindre au cas fondamental. En revanche, pour

D > 0, la théorie du genre est un peu di�érente et il est possible que hf2D = hD = 1
pour une in�nité de f . Le théorème 2 pour les discriminants non fondamentaux ne semble

donc pas découler formellement de la version fondamentale.

6. Courbes de Shimura

En�n, dans cette dernière section, on explique comment corriger l’approche de la sec-

tion 4 pour démontrer le théorème 1. La raison pour laquelle cette approche échouait était

que l’hypothèse de Heegner était incompatible avec le fait d’être de nombre de classes 1.



RAPPORT DE STAGE DE DEUXIÈME ANNÉE : PROBLÈME DU NOMBRE DE CLASSES 1 19

En e�et, le lemme 17 montre que les petites valeurs N sont non déployées plutôt que

déployées dans des corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 1. On pourra

consulter [Da04, Chapter 4], [Da04, Chapter 6] et [Zh01, Section 1] pour plus de détails et

de références sur les courbes de Shimura.

Pour résoudre ce problème, nous allons dé�nir d’autres points de Heegner de sorte que

l’hypothèse de Heegner devienne cette fois «N est non déployée dans Q(
√
D) ». Pour

ce faire, nous allons remplacer la paramétrisation X0(N) → E par une paramétrisation

X → E par une courbe de Shimura plutôt qu’une courbe modulaire.

Expliquons rapidement ce qu’est une courbe de Shimura. Tandis que les courbes modu-

laires paramétrisaient les courbes elliptiques avec structure de niveau, les courbes de Shi-

mura paramétrisent, elles, des surfaces abéliennes à multiplication quaternionique, sans

structure de niveau pour nous. Ici, une surface abélienne est une variété abélienne de di-

mension 2. On dit qu’une surface abélienne S est à multiplication quaternionique par un

ordre O dans une algèbre quaternionne sur Q s’il existe un plongement O → End(S).

Fixons donc une algèbre quaternionne A = Ap,q sur Q (voir [Vo21] pour la théorie

des algèbres quaternionnes), disons qui est rami�ée en deux nombres premiers p et q et

choisissons un ordre maximal O = Op,q dans A. En d’autres termes, pour ` premier ou

` =∞, A⊗Q` est isomorphe à M2(Q`) si et seulement si ` 6= p, q ; sinon, il s’agit d’une

algèbre à division sur Q`. Sur C, la courbe de Shimura Xp,q paramétrisant les surfaces

abéliennes à multiplication quaternionnique par Op,q s’identi�e à la surface de Riemann

compacte

H/ι(O1
p,q)

oùO1
p,q désigne les éléments de norme (réduite) 1 deOp,q et ι est un déploiement Ap,q ↪→

Ap,q ⊗Q R 'M2(R), de sorte que ι(A1
p,q) soit un sous-groupe de SL2(R).

Si E est de conducteur pq, la correspondance de Jacquet–Langlands combinée au théo-

rème de modularité montre l’existence d’un morphisme surjectif ϕp,q : Xp,q → E de

courbes algébriques sur Q, obtenue en intégrant la forme modulaire quaternionique as-

sociée à E.

On dispose toujours d’une notion de « point CM » sur Xp,q, correspondant au surfaces

abéliennes isogènes au produit d’une courbes elliptique à multiplication complexe avec

elle-même. En particulier, les points CM sont encore dé�nis sur le corps de classes de

Hilbert et la formule de Gross–Zagier 25 est un théorème de Zhang [Zh01] dans ce cadre.

Sur C, les points CM correspondent aux points de H dont le stabilisateur sous ι(Op,q) est

un ordre quadratique imaginaire.

Mais cette fois-ci, l’existence de points CM de discriminantD équivaut à ce queN = pq
soit non déployé dans Q(

√
D) ! Ainsi, il su�t d’analyser la �bre ϕ−1

p,q(0E) pour démontrer
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le théorème 1 (encore une fois, pour E de rang analytique ≥ 2, sans torsion, et unique

dans sa classe d’isogénie).

Comme dans la section 5, nous allons majorer le nombre de points quadratiques de

la �bre sur Qp. En faisant les calculs, cette majoration sera atteinte pour E de rang 2 et

conducteur 2 · 223 et p = 223, et on aura ainsi démontré le théorème 1. Mentionnons

simplement le théorème clé nous permettant de faire ces calculs, dont la démonstration

est expliquée dans [BC92].

Théorème 32 (Čerednik [Če76], Drinfeld [Dr76]). La courbe de Shimura Xp,q est iso-
morphe comme espace analytique sur Qp2 au quotient

Hp/ι(Oq,∞[1/p]1)

où ι est un déploiement Aq,∞ ↪→ Aq,∞ ⊗Q Qp 'M2(Qp).

De plus, les points CM correspondent toujours aux points de Hp dont le stabilisateur

sous ι(Oq,∞[1/p]) est un Z[1/p]-ordre quadratique imaginaire.

Comme tout à l’heure, on a une fonction analytique ψE : Hp → C×p /qZE (donnée par

intégration contre la forme modulaire quaternionique rigide analytique associée àE) et on

souhaite calculer sa �bre en 1. Il se trouve que presque tous les point CM de discriminant

1 tombent dans l’a�noïde standard H◦p et que ΦE := ψE|H◦
p

peut être normalisé de sorte

que son image soit contenue dans O×Cp . Alors, le nombre de zéros de ΦE − 1 dans Qp2 est

majoré par le nombre de zéros de redp(ΦE)− 1 dans Fp2 . Les détails seront exposés dans

[Ca].
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Annexe : variétés algébriqes

Par souci de minimisation, nous présentons la notion de variété selon un point de vue

plus classique que celui des schémas de Grothendieck. On pourra consulter [GW20] pour

le point de vue moderne des schémas, et [GW20, Section 14.20] pour l’équivalence avec

notre point de vue (cf. [GW20, Theorem 14.86]).

Fixons un corps k et commençons par le supposer algébriquement clos. Une partie

X ⊆ kn est dite algébrique si elle est le lieu d’annulation commune d’une famille de

polynômes. On munit kn de la topologie dont les fermés sont les ensembles algébriques,

appelée topologie de Zariski, et on munit les sous-ensembles de kn de la topologie induite.

Une fonction ϕ : X → k est régulière en un point x ∈ X s’il existe des fonctions polyno-

miales f : X → k et g : X → k telles que g(x) 6= 0 et ϕ = f/g sur l’ouvert dé�ni par le

lieu de non annulation de g.

Il découle du Nullstellensatz de Hilbert qu’une fonction ϕ : X → k dé�nie sur un

ensemble algébrique X est régulière partout si et seulement si elle est polynomiale. Étant

donné un ouvert U de X , on note OX(U) l’ensemble des fonctions régulières U → k. La

donnée de l’espace topologiqueX et de la collection de fonctions régulièresOX est appelé

une variété a�ne. On note An
k la variété a�ne kn, appelée espace a�ne n-dimensionnel.

Un morphisme de variétés a�nes X → Y est une application X → Y ⊆ km induite par

m fonctions régulières sur X .

Le Nullstellensatz fournit également une anti-équivalence de catégories entre les varié-

tés a�nes sur k et les algèbres réduites
24

de type �ni sur k : à une variété X on associe

son algèbre de fonctions régulières A = OX(X), et à une algèbre A on associe la variété

24. Càd sans nilpotents
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SpmA dont les points sont l’ensemble des idéaux maximaux de A muni de la topologie

de Zariski
25

Nous allons dé�nir les variétés algébriques comme un type particulier d’espaces anne-

lés.

Dé�nition 33 (Faisceau). Soit X un espace topologique. Un faisceau de fonctions F sur
X est la donnée, pour tout ouvert U de X , d’un ensemble F(U) de fonctions U → k. Ces
fonctions doivent être dé�nies localement, au sens, si f : U → k est une fonction telle que
tout point x ∈ U admette un voisinage ouvert V pour lequel f |V ∈ F(V ), alors, f ∈ F(U).

Dé�nition 34 (Espace annelé). Un espace annelé est une paire (X,OX) ouX est un espace
topologique etOX un faisceau de fonctions surX (appelé faisceau structural). Unmorphisme
d’espaces annelés (X,OX)→ (Y,OY ) est la donnée d’une application continue ϕ : X → Y
et d’un morphisme de Y -faisceaux ϕ∗ : OY → ϕ∗OX où ϕ∗OX désigne le faisceau sur Y
dé�ni par V 7→ OX(ϕ−1(V )). 26

Dé�nition 35 (Variété algébrique). Une variété algébrique sur un corps algébriquement
clos k est un espace annelé (X,OX) qui est, localement pour la topologie de X , une variété
a�ne. Un morphisme de variétés algébriques X → Y est un morphisme d’espaces annelés
ϕ : (X,OX) → (Y,OY ) telle que, pour tous ouverts a�nes V ⊆ Y et U ⊆ ϕ−1(V ),
ϕ|U : (U,OU)→ (V,OV ) soit un morphisme de variétés a�nes.

Remarque 36. On peut de la même manière dé�nir une (pré)variété di�érentielle comme

un espace annelé localement isomorphe à un ouvert de Rn
muni de son faisceau de fonc-

tions C∞ vers R, cf. [We16].

L’exemple le plus simple de variété algébrique qui ne soit pas a�ne est celle de l’espace

projective Pnk , obtenu comme recollement de n+1 espaces a�nes An
k comme en géométrie

di�érentielle. Si X est une variété algébrique et Z ⊆ X une partie localement fermée,

la restriction des (faisceaux de) fonctions de X à Z muni Z d’une unique structure de

sous-variété. Une sous-variété fermée d’un espace projectif est dite projective, et une sous-

variété localement fermée d’un espace projective est quasi-projective.

L’avantage de travailler avec un corps algébriquement clos est que le Nullstellensatz

nous dit qu’on peut retrouver une variété a�ne X à partir de son algèbre de fonctions

A = OX(X) : les points de X s’identi�ent aux idéaux maximaux de A (à un point x ∈ X
correspond l’idéal mx des fonctions s’annulant en x). Si k n’est pas algébriquement clos,

25. Ou, plus explicitement, on écrit A comme quotient de k[t1, . . . , tn] par un idéal I = (f1, . . . , fr) en

prenant des générateurs de A de sorte que SpmA s’identi�e aux lieux des zéros communs V (I) ⊆ An
k ed

f1, . . . , fr .

26. Intuitivement, ϕ∗ correspond à composer par ϕ à droite : si f est une fonction sur V ⊆ Y , f ◦ ϕ est

une fonction sur ϕ−1(V ).
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cela devient totalement faux et une telle approche ne peut pas donner de bonne catégorie

de variétés algébriques.

A�n de résoudre cette di�culté, nous dé�nirons donc une variété algébrique sur un

corps k comme une variété algébrique sur la clôture algébrique kmunie d’une « donnée de

descente » qui nous assurera que la variété est bien dé�nie sur k. La philosophie à retenir

est que les équations dé�nissant une variété sont plus importantes que les solutions de

ces équations.

L’intuition est la suivante : X est une variété a�ne sur k, disons dé�nie par des équa-

tions f1, . . . , fr, la variété a�neX = V (f1, . . . , fr) sur k dispose d’une action galoisienne

canonique et on retrouve les zéros communs dans k des fi comme les points de X inva-

riant sous l’action galoisienne. Nous dé�nissons ainsi une variété algébrique sur k comme

la donnée d’une variété algébrique sur k munie d’une action galoisienne localement de

cette forme.

Dé�nition 37 (Variété algébrique). Une variété algébrique X sur un corps k est la donnée
d’une variété algébriqueX sur k munie d’une action galoisienne, c’est-à-dire un morphisme
continu Gk = Gal(k|k) → Aut((X,OX)) 27 qui est, localement pour la topologie de X ,
donnée par l’action galoisienne canonique sur Spm(A⊗k k) pour une algèbre de type �nieA
sur k. Un morphisme de variétés algébriques sur k est un morphisme de variétés algébriques
sur k commutant avec l’action galoisienne.

En particulier, une fonction régulière sur k, c’est-à-dire une fonction X → A1
k, corres-

pond à une fonction régulière surX invariante sousGk, i.e.OX(U) = OX(U)Gk . De cette

manière, il découle du théorème 90 de Hilbert [Ne99, Chapter IV, Proposition 3.8] qu’on a

toujours une correspondance entre les variétés a�nes sur k et les algèbres géométrique-

ment réduites
28

de type �ni sur k.

Un point rationnel deX est un élément deX dont l’orbite sousGk est un singleton. Plus

généralement, un point de X est une orbite galoisienne d’éléments de X , c’est-à-dire un

élément du quotient ensembliste X/Gk. De la sorte, si A est l’algèbre de fonctions sur X ,

les points de X s’identi�ent toujours aux idéaux maximaux de A. De plus, si x ∈ X est

un point correspondant à un idéal maximal m de A, le corps de dé�nition de X s’identi�e

à l’extension �nie K = A/m de k. Si K est une extension de k, on notera XK la variété

algébrique sur K déduite de X , et X(K) les points rationnels de XK . Par exemple, X =
Xk et X = X(k) comme ensemble.

Il est à noter que certaines variétés peuvent n’avoir aucun point rationnel : c’est par

exemple le cas de la variété dé�nie par l’équation x2 +y2 = −1 sur R (ayant pour algèbre

27. Dans la catégorie des espaces annelés plutôt que les k-variétés.

28. Càd les k-algèbres A telles que A⊗k k soit réduite.
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de fonctions R[x, y]/(x2 + y2 − 1)). Par opposition à « rationnel », on utilisera l’adjectif

« géométrique » pour désigner tout ce qui se passe sur la clôture algébrique. Par exemple,

un point géométrique de X est simplement un point de X , et X est géométriquement

connexe si et seulement si X est connexe.

Signalons également qu’il existe une notion de dimension pour les variétés algébriques

(coïncidant avec la notion usuelle sur C) qui nous permet ainsi de parler de « courbes » et

de « surfaces » algébriques.

Dé�nition 38 (Espace irréductible). Un espace topologique est irréductible s’il est non vide
et ne peut pas s’écrire comme l’union de deux fermés stricts.

Dé�nition 39 (Dimension). SoitX une variété algébrique sur un corps k. Sa dimension est
la longueur maximale d d’une chaîne de fermés irréductibles

X0 ⊂ · · · ⊂ Xd.

Une courbe est une variété de dimension 1, une surface de dimension 2.

Il existe aussi une notion de lissité pour les variétés algébriques. Elle est dé�nie de sorte

qu’une variété algébrique sur C soit lisse si et seulement si c’est une (pré)variété di�éren-

tielle : un point x ∈ X est dit lisse ou non singulier s’il existe un voisinage a�ne U ⊆ An
k

dé�ni par des équations f1, . . . , fr ∈ k[t1, . . . , tn] tel que la matrice jacobienne

J =

(
∂fi
∂xj

)
soit de rang dimU =: dimxX .

Une variété algébrique est dite lisse si elle est lisse partout. On peut montrer qu’une

variété lisse sur un corps algébriquement clos est une union disjointe de composantes ir-

réductibles ; ainsi, une variété lisse connexe sur un corps quelconque est géométriquement

irréductible.

En�n, une forme tordue d’une k-variété X est une k-variété Y qui devient isomorphe à

X sur k. Il revient au même de changer l’action galoisienne sur X . Si ρ : Gk → Autk(X)
est un cocycle continu, c’est-à-dire qu’il véri�e ρ(στ) = ρ(σ)τ ◦ ρ(σ), où l’action de Gk

sur Aut(X) est obtenue par conjugaison, alors on peut tordre l’action · deGk sur (X,OX)
par ρ pour obtenir une nouvelle action ?

σ ? x := ρ(σ)(σx), σ ? f := ρ(σ)∗(σ · f),

x ∈ X et f ∈ OX(U). Réciproquement, si Y est une forme de X et ϕ : Yk → Xk est un

isomorphisme,

ρ(σ) := ϕσ ◦ ϕ−1 ∈ Aut(X)
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dé�nit un cocycle. De la sorte, l’ensemble des classes d’isomorphismes formes tordues de

X s’identi�e à l’ensemble de cohomologie H1(Gk,Aut(X)), quotient des cocycles Gk →
Aut(X) par la relation d’équivalence ρ ∼ ρ′ s’il existe ε ∈ Aut(X) tel que εσρ(σ) =
ρ′(σ)ε pour tout σ ∈ Gk.
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