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Notations

Etant donnée une grandeur N, on note N sa dérivée temporelle %’.
Etant donnée une variable aléatoire X, on note E[X] son espérance et V[X] sa variance.
Ftant données deux variables aléatoires X et Y, on note (X|Y) leur covariance.

Etant donné un réel x, on note (x), sa partie positive max(0, x).



Déroulement du stage

Mon stage s’est déroulé a I'institut de mathématiques de I'université de Liibeck sous la direction de
Cornelia Pokalyuk. Il portait sur I'évolution de communautés écologiques soumises a une pression sélec-
tive a1’échelle collective. En se basant sur un modele étudié dans [1], simulé dans [2] et présenté ci-apres,
la majeure partie du travail consistait & conjecturer et démontrer certaines propriétés, notamment asymp-
totiques en le nombre d’espéces considérées.

Dans ce contexte, les premieres semaines ont été dédiées a la programmation du modele afin de le
simuler, d'y mesurer diverses statistiques et d’établir des conjectures. La suite du stage a consisté en un
travail mathématique de documentation et de démonstration assisté par les simulations initiales. Paral-
lelement, de nombreuses conférences m'ont permis de découvrir divers champs de recherche en mathé-
matiques appliquées a la biologie. En particulier, certains séminaires du Max Planck Institute de Plon,
spécialisé en biologie évolutive, ont été déterminants dans mes choix d’orientation, en plus d’avoir été

particulierement enrichissants.

Introduction mathématique

L'écologie est une discipline de la biologie s'intéressant non pas aux étres vivants directement mais
a leurs interactions. Une communauté écologique est naturellement définie comme un ensemble d’es-
peces en interaction. Une bonne modélisation est essentielle pour bien comprendre le role et I'impor-
tance de chaque partie d'une telle communauté. Pour autant, celle-ci dépend largement de notre connais-
sance préalable des constituants d'un écosystéme, alors méme qu'’il peut s’avérer fondamental de décrire
le plus précisément possible des interactions dont les acteurs sont parfois méconnus.

Dans ce cadre, on représente les interactions écolo-
giques parmi S especes via une matrice a de taille S x S.
Le nombre élevé de parametres d'un tel modele est ré-
duit en choisissant cette matrice a 'aide d’une loi nor-
male paramétrée par une espérance i , un écart-type
04 etun coefficient de corrélation y,. On cherche alors
a décrire la distribution des abondances de chaque es-
pece en fonction de ces quelques parameétres — par
exemple en vue de produire des outils statistiques —. On
montre qu'une telle distribution est composée d'une

gaussienne tronquée en 0 et d'un atome isolé représen-

tant le taux d’extinction.

On s’intéresse également a I'évolution des interac-

tions écologiques lorsqu’elles sont soumises a des mu- FIGURE 1 —Le dessin Trophic web de Mark Da-

tations aléatoires ) d’ordre de grandeur O(e) petit. On  Vid Thompson. L'écologie correspond a I'étude

montre d’abord que le choix précis de la loi de probabi- des arétes du graphe, et non de ses nceuds.
lité des mutations n’a pas d’incidence sur la trajectoire
évolutive. A I'aide de simulations numériques, on constate ensuite qu'une structure non-aléatoire est im-

primée par la sélection a I’échelle collective dans les valeurs propres de la matrice a.



1 Modele mathématique et simulation numérique d’'une communauté
écologique

Une modélisation mathématique fréquemment utilisée pour les communautés écologiques est le sys-
teme de Lotka-Volterra. Cette conjonction d’équations différentielles combine les interactions intraspéci-
fiques et interspécifiques pour décrire la dynamique démographique des différentes especes d'une méme
communauté.

Dans la sous-section 1.1, on construit progressivement un tel modele de communauté écologique.
On réduit son nombre élevé de parametres via l'introduction de variables aléatoires. Dans la sous-section
1.2, on présente une méthode d’'intégration spécifiquement concue pour simuler ce modele. Les résultats
numériques qui en découlent permettent de mieux comprendre la distribution des abondances, étudiée

formellement dans la section 2.

1.1 Lemodele de communauté écologique

Un champ de la biologie particulierement prolifique en modeles mathématiques est la dynamique
des populations. Il s’agit essentiellement de décrire I'évolution démographique d’'une ou plusieurs po-
pulations. Le modele le plus simple pour étudier I'abondance N d'une espéce isolée, caractérisée par un

taux de croissance r, est I’équation de Malthus
N=rN. 03]

Cependant, la croissance exponentielle prédite par I'équation (1) est inéluctablement limitée par les
ressources de I'environnement et la compétition intraspécifique pour celles-ci. Le modéle de Verhulst
prend en compte ce phénomene en définissant une capacité porteuse K, correspondant a I'abondance de

I'espece al’équilibre, hors extinction. Léquation correspondante, dite logistique, s’écrit
N=rYw-n )
=r—(K-N).
K

Si on s'intéresse maintenant a une communauté écologique composée de S espéces, un simple sys-
téme d’équations (2) découplées n’est pas satisfaisant. Il convient de prendre en compte les interactions
interspécifiques, décrites via une matrice d’interaction a de diagonale nulle. Le modele est alors constitué

des équations de Lotka-Volterra généralisées !

: N;
N,-:r,-Ff(K,-—N,-+Zai,ij). 3)
i j#i

On dira qu'une communauté écologique donnée admet un équilibre si, lorsque t — oo, les abon-
dances (IV;) vérifiant le systeme (3) convergent vers un méme équilibre stable fini quelle que soit la condi-

1. Les équations de Lotka-Volterra a proprement parler décrivent une communauté de deux espéces dans deux cas : la compé-
tition (interactions négatives) et la prédation (interactions corrélées négativement). Lorsque plus de deux espéces interagissent, les
équations sont donc dites « généralisées ».



tion initiale, sous réserve que N;(0) > 0 pour toute espéce i. Des lors, cet équilibre vérifie les équations

N; (Ki—Ni+Zai,ij =0, 4)

j#i

ol les taux de croissance (r;) — strictement positifs par définition — ont été simplifiés. Par la suite, on
ne s’'intéressera plus qu’'a des communautés admettant un équilibre, pour lesquels il est donc inutile de
préciser ces taux.

Malgré des équations peu sophistiquées, le nombre de parametres augmente quadratiquement en le
nombre d’espéces considérées. Pour de grandes communautés dont les espéces et les interactions sont
souvent méconnues, le modele s’avere fatalement sous-déterminé. Dans ce cadre, on décide de réduire le
nombre de parameétres en les fixant a ’'aide de lois de probabilités contrélées par une poignée de valeurs
seulement.

Les capacités porteuses (K;) sont indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi nor-
male A (ux,0k) de moyenne g et d’écart-type og. De méme, les coefficients non-diagonaux de la ma-
trice d’interaction «a suivent la loi A (uq,04). IIs sont indépendants, a I’'exception des interactions réci-
proques a;,; et aj; de coefficient de corrélation y, indépendant de i et j. On réduit ainsi le modele a
cing parametres.

On dira que les parametres (ux, 0k, fla, O, Ya) admettent un équilibre si la probabilité qu'une com-
munauté aléatoire de S especes admette un équilibre tend vers 1 quand S — oo. Par la suite, on fera
toujours 'hypothese que les parameétres choisis admettent un équilibre. Le diagramme de phase associé
est donné dans [1]. A titre d’exemple, il est nécessaire de choisir e < 1, sans quoi il est toujours probable
que deux especes adoptent une relation mutualiste compensant leurs compétitions intraspécifiques res-
pectives, permettant alors a leurs abondances de diverger.

On s’intéresse a la distribution de I'abondance d'une espéce a I’équilibre en fonction des parametres
(,u 0K Ras Ua,}/a), et en particulier dans le cas d'une communauté large (S — co). Pour commencer, on

présente une méthode d’intégration utilisée pour simuler le modele décrit jusqu’a présent.

1.2 Laméthode d’intégration des équations de Lotka-Volterra généralisées

Pour simuler le modeéle décrit précédemment, on utilise une méthode d’intégration spécifique aux
équations de Lotka-Volterra généralisées. En effet, la méthode d’Euler? peut produire des abondances
négatives. Dans notre cas, on préfére considérer que, pour chaque espece i, les abondances (N;) jz; sont
constantes sur l'intervalle de temps [z, f + 7, de sorte a découpler localement 'équation associée a l'es-
pece i. On peut alors la résoudre et en déduire une valeur approchée de N; (f + 7).

Etant donné les taux de croissance (r;) et les capacités porteuses (K;), on définit leurs équivalents
effectifs (7;) et (K;) par

Ki=Ki+ Yz i jNj(t)

K (1)

Fi:riTi.

2. La méthode d’Euler consiste a supposer la dérivée N; « suffisamment constante » sur un court intervalle de temps [£, £ + 7[
pour approcher la valeur N; (¢ + 1) par le développement au premier ordre N; () + N;()7.



Une équation du systeme (3) se réduit alors, sur I'intervalle [, £ + 7[, 2 une équation de la forme (2)

. N; -
Nizfi?:(Ki_Ni)»

d’ot1 on peut tirer 'équation d’'intégration, a I'instant ¢ et pour le pas 7,

N;(DK; (1)
Ni(D) + (K; () = Ni (D)) exp (= F(D)T)

Ni(t+71)= 6)

Cette équation est obtenue comme solu-

tion de I'équation logistique®. Elle permet

fréquence

d’éviter d’atteindre des abondances néga-
tives. Remarquons enfin que son développe-
ment au premier ordre en 7 donne exacte-
ment la méthode d’Euler.

A partir de cette méthode d’intégration,
il est possible de réaliser des simulations.

On commence par choisir les parametres

(1K, 0K, fa»Oa, Ya)- On tire les capacités por-

. . . OjO 0j2 0:4 0:6 078 1:0 1?2 174
teuses (K;) et la matrice d’interaction a en abondance

fonction. Onréalise enfin une intégration nu-

mérique jusqu’a la convergence vers le point FIGURE 2 - La distribution empirique des abondances

d’équilibre stable. On peut mesurer la loi dans une communauté écologique a 1’équilibre.

de probabilité des abondances, représentée

sous la forme d’'un histogramme sur la figure 2. Celle-ci se décompose en une distribution continue sur
10, +o00[ et en un atome en 0, correspondant au faux d’extinction. La section 2 présente le calcul d'une

distribution approchée de I'’abondance pour une communauté écologique large (S — o).

2 Distribution des abondances dans une large communauté écologique

La distribution des abondances dans de larges communautés a déja été décrite a I’aide de la méthode
de la cavité dans [1]. Issue de la physique statistique, cette méthode permet d’étudier le comportement
stochastique d’une particule dans un large systéme. On commence par ajouter une nouvelle particule a
I'ensemble. En découle une perturbation, qu'on résume a son premier ordre non nul. Il est alors possible
de déterminer le comportement approché de cette nouvelle particule via un théoreme central limite. Sila
particule supplémentaire avait été choisie avec des caractéristiques identiques a celles du systéme initial,
alors ce comportement est en fait le méme pour toute particule du systéme. Dans notre cadre — ot les
especes remplacent les particules —, 'usage de cette méthode n’a jamais donné lieu, a notre connaissance,

3. On peut résoudre 1'équation logistique (2) en utilisant le changement de variable M = % pour se ramener a une équation
différentielle linéaire (inhomogéne) du premier ordre.



a une démonstration mathématique complete. Ce stage a été I'occasion de clarifier les étapes de cette
méthode al'aide de résultats rigoureux.

Dans la sous-section 2.1, on calcule une expression fractionnaire pour I'abondance a I'aide de la mé-
thode de la cavité. Dans la sous-section 2.2, on présente un théoréme central limite récent pour détermi-
ner la loi du numérateur. Dans la sous-section 2.3, des calculs fastidieux suffisent a déterminer la limite
du dénominateur. Dans la sous-section 2.4, le théoreme 1 ci-contre est démontré, puis comparé aux ré-

sultats numériques de la section 1.

Théoréme 1. Etant donnée une suite — indexée par S € N — de communautés écologiques de S espeéces —
indexées par i € [1,S] - tirées aléatoirement et indépendamment avec les parametres (uK,aK, Ua) aa,ya)

indépendants de S et admettant un équilibre,

2 2
NS enloi Bk + HaBIN] + /0% + 0GEIN?]1X
i

§—o0 1-yq03,

pour toute espece i,

—+

ou (NZFS)) désigne l'équilibre de la communauté S, X une variable aléatoire réelle suivant la loi normale cen-

tréeréduite A (0,1), E[N] Uespérance limiteimE[N'® | etE [ N?] le moment d’ordre2 limitelimE [(N(S))Z].

2.1 Une expression fractionnaire pour 'abondance

Indiquons tout de suite que les limites E[N] et E[N?] existent et sont finies. Pour obtenir un tel ré-
sultat, on peut exprimer les quantités? E[N®] et E [(N (S))z] al’aide du taux d’extinction P [ N©® = 0]. Or
cette suite de taux, évidemment bornée, s’avere étre monotone. Elle est donc convergente. En particulier,
soulignons que N§S) =E[NY]+ O(\ /V[N(S)]) =0().

Dans le cadre de la méthode de la cavité, on considere désormais le passage de la communauté d’in-

dice S a celle d’'indice S + 1. Pour cela, on réécrit I’équation (4) de la communauté S+ 1 a I’équilibre via les

(S+1) _ _S§ (8 N(S+1)

perturbations ¢, = 537% 541 NV511

, quitte a supposer que aS*V = S—ila(s) en prolongeant la matrice
a®. On obtient ainsi

ngs+1) (K N(S+1) + Z

(S)N(S+1) E(S+1)) 0.
j#i

S+1 i

Ta
NS
On constate ainsi que la perturbation ¢; ($*D est de I'ordre de = \f En notant

_ (1) (S+1) _
) = O(f). D’autre part, rappelons que Ng.i = O().

, S) _ K
D’une part, remarquons que a® = £& + O(
(S+1)
(s+1) _ 9N;
B = W, on peut pro-
j

céder au développement limité

(S+l)
(§+1) _ A/(S) TN s+ (S+1)
N; =N; +Z o0& (s+1) gCj +0(51 )
(6)
1
(S) (S+1) (S+1) (S)
N +NS+1 S+]_ﬁ ]S+1+O(ﬁ)'

4. Les moments des abondances (ngs)) ne dépendent pas de I'indice i, qu’on ne prend donc pas la peine de spécifier.



Lorsque I'espece introduite S + 1 n’est pas poussée vers I'extinction, on peut simplifier I'écriture de

son équilibre (4) et utiliser le développement limité (6) pour obtenir I’expression

s s s 1
Kso + g3y Liag), N +o( )
NOHD , VS %)
S+1 1-Sy; @S pEe®
S+1 44,] 7S+1,il7i,j Jj,S+1

De plus, lorsque 'espece introduite S + 1 s’est éteinte a I’équilibre, I'expression fractionnaire (7) est
négative. En effet, dans le cas contraire, les équations de Lotka-Volterra généralisées (3) ne seraient pas
dans un équilibre stable®, ce qui constitue une contradiction avec I'’hypothése d’admission d’un équilibre.
En conséquence, que I'espece S + 1 soit éteinte ou non,

S v ., (S) 1
NS _ Ksit gy 2iag N +0(\/§) ' @)

S+1 S v. . ,® (S+1) . (S)
=g Xij®s,iBi %isa )4

Or les especes sont indifférenciables, et I’expression (8) vaut donc pour toutes les especes de la com-
munauté S+ 1. Désormais, il s’agit d’étudier et de décrire le numérateur et le dénominateur de (8) lorsque
S — oo pour obtenir un résultat général sur la loi limite des abondances (N;S)). Lintérét de la méthode

(§+1) N(S+1)

S+1,i ) par les produits de

de la cavité est d’avoir remplacé les produits de variables dépendantes (a

. P (S) (S)
variables indépendantes (a siLilVi )

2.2 Une limite aléatoire pour le numérateur

(SSJEI l.N;S) , qui suffira a caractériser la totalité du numé-
(S)

rateur de I'expression (8). On constate que les variables (a Stli

On s’intéresse a la loi limite de la somme ) ; o

) sont mutuellement indépendantes par

définition. De plus, elles sont indépendantes des abondances (ngs)), puisque celles-ci ne dépendent que
de la communauté d’indice S. Pour autant, ces mémes abondances sont couplées via les équations (4), ce
qui empéche d’utiliser le théoréme central limite directement.

Malgré tout, on constate que plus la communauté est large (S — oco), plus I'effet d'une espéece sur une
autre est négligeable : af’; NJ(.S) — 0. En conséquence, deux espéces tendent a « devenir indépendantes »,
laissant entrevoir I'espoir d’'un théoréeme central limite exploitant une « indépendance asymptotique ».
Enongons et appliquons un tel théoréme, démontré dans [3]. Soulignons que c’est un tel théoréme central

limite qui manque généralement aux utilisations rigoureuses de la méthode de la cavité.

Théoréme 2 (Dependent Lindeberg central limit theorem). Etant donnée une famille (X},Z’)) de va-
msn

riables aléatoires réelles d’espérance nulle, si :

246

1. 36 >0,YvmeN,VneN, E <oo;

e

246

n
2. Ay= Y E[[x|
m=1

l’l:

n
3. 36>0, o2 ZV[X(”)]—>02;
m=

5. Pour une condition initiale avec N; > 0, les équations de Lotka-Volterra généralisées (3) et une expression fractionnaire (7)
strictement positive impliquent que ]\l]imOﬁNi >0, d’oty, inévitablement, tlim N; >0.
;=0 i



—0;
n—oo

n ey -1 x
4. VteR, Tu(t) = Z ‘<el k=1 'k
m=1

eitx,(,?)>

n .
Sp= Y X L (0,62).

n—o0
m=1

alors

AREL S [N(S)]). 11 s'agit bien de variables

aléatoires réelles et, par définition, d’espérance nulle. Par récurrence, on constate que ces variables sont

En I'occurrence, on s’intéresse a la famille (XIFS) =a¥

dans L2 - entre autres —. Ainsi, la premiére condition du théoréme 2 est vérifiée pour § = 1.
En particulier, la somme Ag est bien définie. Une inégalité triangulaire et un développement binomial

permettent de vérifier la seconde condition du théoreme 2.

3 S

) a® S| 4 |Fag

b'e ”sZIEm © N | ‘
Z

e[x])]

2 Jellog, o0 e

S+11
o(L)-O(S)o(L) 0
S8k SVS) s—e0

La troisieme condition du théoréme 2 découle de I'existence de la limite E[N?], expliquée dans la

S
M:ZE‘
i=1

I

RN

Mmo

L5
a

sous-section 2.1. En effet,

o= Y vlal, |
i=
> o® ®) ) ©]? ®) © 12
:;(V[ soni| VIN®+V|ag), E[Ni ] +V[NP]E|ag), ; )
i=

21 P
= o2E|(NO)] + VNG,
d’olt on déduit que 0 =limo% = 02E[N?].
Il ne reste plus qu’a vérifier la quatrieme condition du théoréme 2, la seule différant des conditions de

Lindeberg et intégrant I'idée d'une « dépendance négligeable » ou d'une «indépendance asymptotique ».

On commence par réexprimer Ts(¢) avec la factorisation

S
=1 x(S) er(S)
< ltZ X e 2:

On peut alors utiliser le développement limité de I’exponentielle au second ordre

L

s «® ) Q) Q)
o112 JE[N J]< iry]”) afl, NS | giradh NP\

exp (ita(S) N(S)) =1+ita?

S+1,j° 7] S+1,j

2 1
©) S A/(S) _ ) 2
Kj+itag,, ; Z N - (“s+1,j) Kj +0(_)

pour calculer la covariance

s . 3 4
< T 0 kN ( e”“(séiuNf('S)> =—t2(j—1)"st—‘;v[N(5)] —iztz(j—1)Z%E[N‘S)]v[N(S)] +0(§).



Finalement, on peut appliquer les convergences de E [N'S] et V[N®] pour obtenir la limite

S it N S
Ts(t)zz e 1%+ N; > Z

j=

s 28 N
e—lt*JE[N( )]< ”Zk 1%k Ny

1

En conclusion, le théoréme 2 s’applique, et la famille (XlFS)) converge en loi vers A (0, 0%E [ Nz]) Sa-

© NS

chant que la suite (uqE[N'®]) converge vers 1, E[N], on obtient la loi limite de la somme ¥; a), ; N;

par linéarité sous la forme du lemme 1.

I
Lemmel. ¥;af), N <=2 ;"Z N (ugEIN], 02E[N?]).

2.3 Une limite déterminée pour le dénominateur

(S) '3(5+1) S
S+1,il7i,j J,S+1°

du dénominateur de I'expression (8). On décompose cette somme en différenciant la diagonale i = j des

On s'intéresse ala valeur limite delasomme }; ; « qui suffira a caractériser la totalité
. . Di1s 2 . (S+1) _ (S+1) (S+1) 3

autres termes I # j, 'idée étant que les coefficients 3, ;= ON; /& i correspondent a des effets
directs et indirects selon ces deux cas. Vérifions cette intuition puis étudions I'espérance et la variance de
la somme. Pour simplifier, les différentes covariances apparaissant dans les calculs sont dissimulées dans
un ordre de grandeur commun O (S”), avec p < —45,

Dans cette sous-section, et sauf indication contraire, la notation «; ; » correspond au cas non-diagonal
i # j tandis qu’on utilise les notations « ; ; » et « j ; » dans le cas diagonal. En dérivant I'équation (4) dans

©) . a(S+1) _ (S+1) _ . .

le cas ;> > 0 - sans quoi lBi,i =0et ,Bl.,j =0-, on ales équations

S S) (S+l)
’6(8+1) Z ( ,6
S + 1

et

(S+1)
¢ S (S)‘B(SH) S y (S)‘B(S+1)
S+1,5%; )

5(,5“) S+1 i
j

ﬁ(S+1) —

De 13, on peut calculer les ordres de grandeur des espérances de ,Bgsl.ﬂ] et ﬁgsjﬂ]. Ainsi, dans le cas
diagonal,

E[,B(S“) _1+S IJaE ﬁ(S+1) +O(Sp+1)

et, dans le cas non-diagonal,

S

(S+1)
(6] 541

+0(SP*h).

S+1
HoE [ﬁ;i—'— :

uaE [ﬁ(sm

S+1

En rassemblant ces deux résultats, on obtient

+
S+1 (S+1)2) [’B

1

p+1
s+t (s,

E [,B(S“)

6. Ce résultat peut étre établi par de longs calculs mais ceux-ci ne permettent pas de mieux comprendre les communautés
écologiques ou la distribution des abondances. Il est donc admis ici sans démonstration.



dou B[] =0(4) et B[] =1+ 0(4).

Le méme raisonnement peut étre utilisé pour calculer les variances et obtenir

2
MG :(S+1) - ”[ ) (5] + %2 (v 65+ [85)) + 0057,
puis
S \25-109% $+1]%, oh o[ a5+ 1), s- (s 1)
v[ps ( S )2 (55)" S5 o2 B0 + S| B +O(—2) 1028 [E] 4 0(s7%2)
S+1 )

2
1-(531)

(g5 s (% o(&)) +2(s—il)2<5—1)(%“+0(#))]

pour finalement conclure que V [ ,B(.S.“) = 0(1). En guise de résumé, les coefficients

—o(3)erv [

diagonaux ﬁ(s 2 correspondent a des effets directs de la forme 1+ O ) tandis que les autres repré-

%)

sentent des effets indirects négligeables de la forme ,35.3;1) =0 (\/Lg)

Pour déterminer 'espérance de la somme, la linéarité nous permet de considérer indépendamment

les termes agsll lﬁ(S“) ;Séﬂ' Lorsque i # j, les coefficients a(ssjl ; et a(SgH sont indépendants, d’ o1
(8 S+ () Na p
Elagl, B s = O(S)+O(S ).

Lorsque i = j, le méme calcul laisse émerger un terme de corrélation supplémentaire, et

) alS+D) ()
Elag,,B;; ajsn 1+0

2
u2 o
( a +,ya SDC

%))+O(SP).

En rassemblant ces résultats, on constate que la diagonale domine les autres termes. En effet, 'espérance

totale est

(S) (S+1) (S)
Z“s+1z ij Fjs+1

1
=Yq0%+0 g)+o(5"+2). ©9)

L'étude de la variance est un calcul similaire, quoique plus laborieux. On commence par souligner

que les termes peuvent toujours étre étudiés un a un, puis rassemblés via

) A+ 8 | _ S alS+1) (S p+d
ZaSHzﬁi,j @541 —_ZV Ao, iPi s +0(sP™).
i
o S gS+1) 4(S)
On réécrit un terme V “s+1z:B @', | sous la forme
2 2
(S+1) S, (S+1) S (S © () (S+1) p 2p
V[ﬁi,j V0@g1,i% 541 +V['Bi,j ] [ Xgi1,i ]s+1) V@6 5 E[('Bi,j ) +0(8”)+0(S°).

S S
$+1,i €& g1

S4 S 52 $2 S S S3

Lorsque i # j, 'indépendance entre a permet d’obtenir que

(S) ﬁ(SH) (S
S+1z ]S+1
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tandis que, lorsque i = j, un terme de corrélation s’ajoute a nouveau pour donner

4 2
S g+ 8 | _[Ha APNE Ha Og 1 1
S+llﬁ ]S+1]_(S4 +2’}/a S)O(§)+(52 2??4'0(5 1+0|= S =0 32
En combinant ces résultats, on est en mesure de montrer que la variance recherchée est négligeable. De
fait,

Via

O(S)O( )+0(52)o( )+o(s”+4)—o. (10)

S—o0

(S) (S+1) (S)
A ZaSH,i'Bi,j @ s+1
1]

) ,B(S“) ) estdelaforme

Enrassemblant les résultats (9) et (10), on obtient quelasomme }_; JLTT, Qi

Ya 0‘3 + 0(1). Autrement dit, on dispose du lemme 2.

©  gES . 2
Lemme 2. Zasuz R e L2
ij

2.4 Une distribution approchée dans une large communauté

En appliquant les lemmes 1 et 2 sur I'expression (8) et en utilisant la continuité de la partie positive,

N(S+1) en loi HK+IJIZE[N]+ O-K+O-(XE[N2]

S+1 S—oo 1_7’01004

on obtient que

) (1
+

ol X ~ A(0,1). 1l s’agit exactement de la convergence annoncée en début de section 2.

Décrivons désormais ce résultat théo-

rique, et comparons-le aux résultats empi-

=
[N}
L

fréquence

riques de la section 1. La distribution li-

g
=}
L

mite des abondances est une loi composée

081 d’une partie continue — une gaussienne tron-

0.6 quée en 0 — et d'une partie discrete — un

0al atome représentant le taux d’extinction en
0 —. En reprenant les mesures de la figure 2,

0.2 e 12 .
et en considérant toutes les abondances in-

0.0 férieures a 1073 comme associées a des es-

0?0 012 0;4 0;6 018 110 1j2 1j4 N P . .
abondance péces éteintes, on obtient un histogramme et
un atome comparables a la distribution pré-

FIGURE 3 - Les distributions empirique (en bleu) et théo- it 7 par le théoreme 1. On constate que les

rique (en orange) des abondances dans une communauté résultats numériques semblent étre trés bien

écologique aI'équilibre. expliqués par la distribution limite calculée
dans cette section 2.
On est parvenu a relativement bien décrire ce modeéle de communauté écologique. Cependant, les in-

teractions écologiques réelles ne sont pas aléatoires mais dictées, entre autres, par 1’évolution des espéces

7. Pour dessiner la figure 3, les parametres E[N] et E[ V' 2] de la distribution théorique sont remplacés par leurs estimateurs par
la « moyenne empirique » % Y.
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impliquées. L'article [2] utilise justement ce modele de communauté écologique pour étudier I’évolution
des interactions au sein d’'une communauté écologique soumise a une pression sélective a I’échelle col-

lective. La section 3 présente une modélisation et une description d’'une telle évolution.

3 Evolution des interactions écologiques pour une pression sélective

collective

L'évolution repose a minima sur deux phénomeénes fondamentaux : la mutation et la sélection. Un
modele d’évolution des communautés écologiques est décrit dans [2], qui a été une source d’inspiration
pour le sujet de ce stage. Cependant, ce modele fait un certain nombre de choix, notamment a propos
des mutations, sans préciser les conséquences de chacun d’entre eux.

Dans la sous-section 3.1, on décrit les regles de mutation et de sélection appliquées a la matrice d’in-
teraction. Dans la sous-section 3.2, on explique en quoi I’évolution ne dépend en réalité pas du choix de la
loi de probabilité des mutations. Dans la sous-section 3.3, on présente brievement des résultats de cette

évolution obtenue par simulation pour une sélection agissant a I'échelle collective.

3.1 Evolution de la matrice d’interaction par mutation et sélection

La sélection est généralement interprétée comme une question d’optimisation. Chaque individu pos-
sede une valeur sélective propre et, plus celle-ci est élevée, plus les individus sont « reproduits ». Dans
notre cas, I'individu considéré est la communauté écologique, et la valeur sélective est une fonction don-
née f a valeurs réelles. Par exemple, on s’intéresse par la suite a la sélection collective par la biomasse,
c’est-a-dire a la somme des abondances Y_; N; une fois a I'équilibre.

Pour réaliser une sélection, il est nécessaire de disposer de différentes communautés écologiques dis-
tinctes. Pour cela, partant d'une communauté donnée, on en produit un certain nombre n identiques,
a une mutation 7 aléatoire de loi p fixée pres. On choisit alors la communauté maximisant la valeur sé-
lective f, et on peut recommencer le processus — sous réserve que la nouvelle communauté soit dans le
domaine de définition de f —.

Précisons la méthode de mutation choisie dans [2] et utilisée pendant ce stage. On fixe une matrice
d’interaction a. Pour produire une mutation de a, on tire aléatoirement une matrice ) de diagonale nulle.
Ses coefficients suivent la loi normale centrée réduite .4'(0,1). De plus, les coefficients réciproques 7;,
et 17;,; présentent un coefficient de corrélation identique a celui de la matrice a, de sorte a n’entrainer

aucun biais. On fixe préalablement une force de mutation € > 0 et on réduit a a une matrice f telle que

avec

12



On applique alors la mutation 71 sur la matrice réduite . En procédant ainsi, I'impact de la mutation ne
dépend que de la force € choisie et pas de I'ordre de grandeur de la matrice a. On pose donc
B=

1
ﬁ(ﬁﬂ‘n),

d’ot1 on peut définir la matrice d’interaction mutée
o
VS

En réalisant n mutations différentes partant toutes de la méme matrice @, on obtient une collection

de matrices mutées @j,...,&,. On peut alors définir la matrice sélectionnée a* comme le maximiseur?,

a=—+

wnix

p.

sur cet ensemble fini, de la valeur sélective f.

Une fois ces étapes de mutation et de

v
L

sélection définies, on peut simuler et étu-

abondance

dier I'évolution de la matrice d’interaction.

ES
L

Partant d'une matrice a(0) arbitraire, une
génération consiste simplement a passer
d’'une matrice a(r) a une matrice sélection-
née a(r + 1) = a(r)*. Un tel procédé définit 2
une suite de matrices aléatoires, et ce tant

que celles-ci sont dans le domaine de dé-

finition de la valeur sélective. Par exemple, o]

dans le cas de la sélection par la biomasse 0 500 1000 1500 gféonloé(:ation
présentée précédemment, 1’évolution peut

se poursuivre jusqu'a obtenir une commu- FIGURE 4 - Les abondances a I'équilibre et leur moyenne
nauté n'admettant plus d’équilibre. La figure  (en bleu) en fonction de la génération.

4 révele par exemple qu’apres plusieurs gé-

nérations certaines abondances de la communauté peuvent diverger.

3.2 Conséquences sur la trajectoire évolutive du choix des mutations

Laloi de probabilités des mutations choisie dans [2] et décrite dans la sous-section 3.1 peut paraitre ar-
bitraire. En réalité, on peut montrer que la trajectoire évolutive ne dépend pas de ce choix. On commence
par énoncer et interpréter un résultat sur ’espérance de la mutation sélectionnée, avant d’en donner une
démonstration.

On fixe des capacités porteuses (K;) € RS. On note I I'espace vectoriel des matrices de RS*S de diago-
nale nulle. On y choisit une matrice d’interaction @ € 1.

On fixe une fonction de sélection f bien définie au voisinage de a dans I° et différentiable en a. On

8. Pour la plupart des lois de probabilité choisies pour la mutation et pour la plupart des fonctions choisies pour la sélection,
un tel maximiseur est presque stirement unique. Si ce n’est pas le cas, il est toujours possible d’introduire une relation d’ordre strict
arbitraire sur les matrices pour définir correctement la matrice sélectionnée.

9. Par exemple, dans le cas d'une sélection sur la biomasse, il faut supposer que, pour toute matrice d’interaction & au voisinage
de a, la communauté écologique associée admette un équilibre (N;(&)).
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note g le gradient de f en a. On pose g* = {n € I|(n|g) = 0} le sous-espace orthogonal au gradient g. On
considere également 7g : 17— (n|g) g le projecteur orthogonal le long du gradient g et gt in—=n-mgn)
le projecteur orthogonal sur le sous-espace supplémentaire g=.

On choisit une loi de probabilité u sur 'ensemble des matrices de RS*S a diagonale nulle. On suppose
que la sélection est toujours clairement définie, c’est-a-dire que deux mutations indépendantes de loi u
ont presque stirement des images différentes par n— f(a +€n) pour tout € > 0.

On suppose que le nombre n de mutations parmilesquelles la sélection est réalisée est au moins égal a
2. Etant données n mutations 71, ...,m, ~ g, on définit E, = E [max 7g ()| maxj 74 (1) > 0] I'espérance
de progres suivant le gradient sachant qu'un progres est fait et E_ = —E [max 774 (1) k)| max g (1) < 0] la
régression moyenne, en valeur absolue, sachant quune régression a lieu. Enfin, on pose 7} la mutation

de force € > 0 sélectionnée, c’est-a-dire le maximiseur de n — f(a +e€n) parminy,...,n,.

Théoréeme 3. Pourn~ , si:

L mwg(m Lmgi(n); (les composantes sélectionnée et non-sélectionnée sont indépendantes)
2. E I:T[gj_ (n)] =0; (la composante non-sélectionnée est non-biaisée)
3. P[(n|g)=<0] <}/ E+EJ:E_ ; (la composante sélectionnée est peu biaisée'®)

alorsE[n} ] — A8 avecA>0.
€—

Le gradient g ne dépend pas delaloi p. En conséquence, tant que les mutations ne sont pas trop fortes,
suffisamment symétriques et « de composantes indépendantes », le choix de leur loi de probabilité n’a pas
d’effet sur la trajectoire évolutive moyenne, qui est tangente au gradient de sélection en tout point. Seule
la vitesse évolutive dépend du choix de la loi. Précisons également que les mutations présentées dans la
sous-section 3.1 vérifient les hypotheses du théoréme 3 lorsque y, = 0.

Pour démontrer un tel résultat, commengons par écrire le développement limité au premier ordre
fla+eny) = fla) +e (nk|g> + o(e), pour k € [1, n]. Par unicité presque siire du maximiseur, il existe une
force seuil €y > 0 en dessous de laquelle 7} = 17:0 ne dépend plus de €. La sélection peut alors étre ca-
ractérisée par la maximisation de n— € <n| g), puisque maximiser 1 — f (a +€n) équivaut exactement a

ole)

maximiser 7 — (1|g) + 22 — (n|g).

Dans un premier temps, on peut montrer que E

* o1
e (n: )] — 0- En effet, on peut utiliser la carac-
térisation de n;, par g :n — <n| g) g et la condition 1 pour identifier la mutation sélectionnée dans le
théoreme de I'espérance totale, puis lui appliquer la condition 2.

E

s (02)] = 3 P lng(02) = 1) E s 0) 0 = )

n

3" Pl () = (1) B
k=1

mgr (n2,) ‘”g (n&,) =g (nk)]

1l
M=

P[mg () =mg (nc)] E

mge (nx) |”g (n&,) =g (le)]

k=1

IP[”g (n&,) =g ()1 B

1l
M=

gl (nk)]

I
ST

10. Si wg(n) est symétrique (ie mg(n) et —mg(n) suivent la méme loi) et si Plrg(n) =0] =0, alors la condition 3 est vérifiée. La
condition 3 énoncée ne fait que souligner qu'un biais contre la sélection peut étre combattu, avec une force dépendant de n.
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Par linéarité, il en vient que E [n} ] — E [7g (n7)]. Or la projection 74 est a valeurs dans la droite vecto-
€—

rielle Rg, de sorte que E [n} ] — Mg avec A =limE [(nX1g)]-
e— e—

Dans un second temps, constatons que E [(n}|g)] — E[(n7|g)] = E[max (n|g)]. Dés lors, pour

e—0

établir définitivement le théoréme 3, une simple reformulation de I'inégalité A > 0 suffit. De fait,

>0

A>0<E [mﬁx(n“g)

< P[3k,(nklg) > 0] E+ —P[Vk,(nilg) <0]E->0

= (1-P[(nclg) =0]")E. —P[(nklg) <0]"E- >0
< E; -P[(n(lg) <0]" (E+ +E-) >0,

ce qui correspond exactement a la condition 3.

3.3 Description de la trajectoire évolutive pour une sélection collective

A donc été établi que la trajectoire évolutive ne dépend que de la pression sélective imposée a la

communauté écologique. On a choisi une pression d’échelle collective en désignant ’abondance totale

comme valeur sélective. On présente ici brievement 1'évolution produite par une telle sélection. Indi-

quons que les résultats obtenus sont similaires lorsque les différentes abondances sont pondérées par

des poids strictement positifs dans le calcul de la valeur sélective de la communauté. Enfin, d'une simula-

tion a 'autre, la trajectoire évolutive est identique et le systéme n’apparait pas comme chaotique a priori.

0.0 4

partie réelle

~1.0

-1.5

-2.0

—2.5 1

-3.0

0 500 1000 1500 2000
génération

FIGURE 5 — Les parties réelles des valeurs propres de la

matrice d'interaction en fonction de la génération.

On remarque I'émergence d'une struc-
ture dans la répartition des valeurs propres
de la matrice d’interaction sur le plan com-
plexe. Sur la figure 5, on constate que la ma-
trice aléatoire initiale présente une valeur
propre réelle correspondant ala moyenne (i,
etun disque de rayon o, composé de valeurs
propres complexes aléatoires. Au fur et a me-
sure des sélections, la valeur propre néga-
tive isolée croit, favorisant I’essor des abon-
dances a I'équilibre, comme sur la figure 4.
En parallele, une valeur propre réelle posi-
tive se sépare du disque. Cette structure nou-
velle est imprimée par la sélection et s’avere

propre a la trajectoire évolutive. Lorsque des

mutations aléatoires sont appliquées sans sélection, cette valeur propre rejoint a nouveau le disque cen-

tral. De tels résultats sont étudiés et exposés dans [2] plus précisément.
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Note sur les figures

Les figures 2, 3, 4 et 5 sont issues de simulations réalisées pendant le stage avec les parametres sui-
vants :

— une taille de communauté écologique S = 100;

— des capacités porteuses de moyenne g =1 et d’écart-type ox =0.3;

— une matrice d’interaction de moyenne p, = —3, d’écart-type o, = 0.3 et de corrélation y, = 0;

— des mutations tirées conformément aux explications de la sous-section 3.1;

— une valeur sélective f = N; — )_; N;, avec (IV;) les abondances a I’équilibre.
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