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1 Introduction

Remerciements : Je tiens à remercier Katrin Tent, mon encadrante pendant ce
stage, pour le temps qu'elle m'a accordé, ainsi que pour l'opportunité de découvrir
la recherche en théorie des modèles. Je souhaite également remercier toustes les cher-
cheur·euse·s, étudiant·e·s et doctorant·e·s qui m'ont chaleureusement accueilli et intégré
lors de mon court séjour à Münster ; tout particulièrement Davide Carolillo, avec lequel
j'ai partagé un bureau. Tous les deux en stage sur le même sujet, nous avons beaucoup
travaillé ensemble.

La théorie des modèles est une branche de la logique mathématique qui s'intéresse au
propriétés logiques (i.e caractérisables par des formules mathématiques) des structures
étudiées couramment (groupes, anneaux, etc). On y traite par exemple des questions
de dé�nissabilité, c'est-à-dire qu'on s'intéresse aux genres de sous-ensembles qu'il est
possible de dé�nir dans une structure donnée, via des formules logiques. Ces questions
sont fréquemment très complexes, même (et parfois particulièrement) pour des structures
usuelles. Par exemple, le célèbre 10e problème de Hilbert est fondamentalement une
question portant sur la classe des sous-ensembles de Z qu'il est possible de dé�nir, en
imposant certaines conditions sur les formules utilisées (diophantianité).

En théorie des groupes, c'est la théorie de la stabilité, et du rang de Morley �ni,
notamment développée par Cherlin et Zilber, qui a émergé, et nombre des problèmes im-
portants du domaine sont encore non résolus. L'approche consiste à étudier les groupes
qui respectent des propriétés de rigidité combinatoire fortes, restreignant la complexité
de leurs théories, c'est-à-dire limitant ce que les formules logiques sont capables d'expri-
mer. Malgré le degré d'abstraction de ces restrictions, leurs conséquences sont fortes, et
facilement interprétables dans la théorie des groupes, ce qui en fait des objets d'étude
très intéressants.

Néanmoins, plusieurs di�cultés émergent. D'une part, la théorie (ensemble des for-
mules vraies) de beaucoup de structures usuelles est en fait très mal comprise. Les outils
introduits par la théorie de la stabilité, comme le rang de Morley, sont donc di�ciles à
utiliser en général, sauf sur des structures avec des théories relativement simples. D'autre
part, la compréhension des structures stables reste encore extrêmement partielle, avec
beaucoup de zones d'ombres concernant la forme de ces objets. Une des plus remar-
quables est la conjecture de Cherlin-Zilber, qui s'interroge sur la forme des groupes dits
de rang de Morley �ni.

Le stage s'est déroulé du 18 mars au 21 juillet 2024 à l'institut de mathématiques de
l'université de Münster. Avant le début du semestre de cours, j'ai assisté à la conférence
de recherche de mi-année de l'université. Ne connaissant rien sur la stabilité et seulement
les bases de la théorie des modèles au début du stage, la majeure partie a consisté en
l'apprentissage du domaine de la stabilité, via le cours Stable Groups donné par Katrin
Tent elle-même, et en parallèle l'étude des articles [ST21] (dans un premier temps) et
[KRT99], qui avaient pour but de me familiariser avec certaines questions de recherches
du domaine. Il me fut également nécessaire de consulter des ouvrages et articles (comme
[Bor91], [Abe69], [Ste16] ou [Hal15]) pour m'instruire sur la théorie des groupes de Lie, des
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groupes algébriques et des groupes de Chevalley, outils centraux que je ne connaissait pas
non plus avant ce stage. Dans un second temps, il m'a été con�é d'essayer de généraliser
les résultats présentés dans [KRT99] : mes résultats sont présentés en seconde partie.

Tout au long du semestre, j'ai également assisté à plusieurs séminaires et présentations
autour de la théorie des modèles : le séminaire Model Theory and Combinatorics organisé
par Martin Hils et Rob Sullivan, le séminaire de recherche du département (Oberseminar)
et le séminaire informel entre étudiants pré-doctorants (Unterseminar).

La première partie est une introduction générale aux questions de stabilité de groupes,
avec des rappels de théorie des modèles, où sont présentés les notions importantes du
domaine. La seconde partie concerne les résultats établis dans [KRT99], plus précisément
un résultat de dé�nissabilité, que je suis parvenu à légèrement généraliser au cours du
stage. En�n, la dernière partie porte sur l'article [ST21], qui prouve, dans un cadre
légèrement plus restreint, une propriété beaucoup plus forte de bi-interprétabilité dont
j'explorerai les conséquences.

2 Introduction mathématique

2.1 Bases de théorie des modèles

On énonce ici quelques notions fondamentales en théorie des modèles. On ne tra-
vaillera qu'en logique du premier ordre : toute quanti�cation porte sur des éléments des
structures, et non des ensembles d'éléments ou des prédicats.

Dé�nition 2.1.1. Un langage L est un ensemble de symboles : soit des prédicats, soit
des symboles fonctionnels, chacun prenant un nombre �xe et �ni d'arguments, son arité
(les constantes sont vu comme des symboles fonctionnels d'arité 0).

Exemple 2.1.2. Le langage de la théorie des ensembles est simplement Lens = (∈) où
∈ est un prédicat binaire. Celui des anneaux est Lann = (0, 1,+, ·,−) où 0, 1 sont des
constantes, − un symbole fonctionnel unaire et +, · des symboles fonctionnels binaires.

Dé�nition 2.1.3. Étant donné un langage L, une L-structure M est la donnée :

• Un ensemble M , parfois appelé �univers�.

• Pour chaque prédicat n-aire P , un ensemble PM ⊆Mn de tuples d'éléments satis-
�ant le prédicat, son interprétation.

• Pour chaque symbole fonctionnel n-aire f , une fonction ensembliste fM :Mn →M ,
également quali�ée d'interprétation. Quand n = 0, ceci dé�nit un élément donné
de M .

On confond fréquemment M et M pour alléger les notations. Si M est une L-structure
et C ⊆ M quelconque, on note L(C) le langage L auquel on a adjoint des constantes
pour chaque élément de C, qu'on interprète par les éléments correspondant.

Exemple 2.1.4. Un ensemble (resp. un anneau) est muni d'une Lens-structure (resp. une
Lann-structure) naturelle.
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Dé�nition 2.1.5. L'ensemble des termes du langage L est construit récursivement :

• Une variable libre est un terme.

• Un symbole fonctionnel appliqué au bon nombre de termes est lui-même un terme
(en particulier, les constantes sont toujours des termes).

Alors l'ensemble des L-formules est dé�ni récursivement ainsi :

• ⊥ est une formule (désignant le faux).

• Un symbole de prédicat appliqué à des termes de L est une formule, dite atomique.

• Une combinaison booléenne (par ¬, ∧ , ∨ ) de formules est une formule.

• Si ψ est une formule dans laquelle une variable libre (non quanti�ée) x apparaît,
alors ∀xψ et ∃xψ sont des formules.

Dé�nition 2.1.6. Si φ est une L-formule et M une L-structure, on dit que M satisfait
φ, noté M |= φ si la formule est vraie dans M (dans un sens précis qu'on ne dé�nira
pas par souci de concision). Si la formule a des variables libres, elle est satisfaite quand
il existe des éléments de M la rendant vraie quand on les remplace.

Une L-théorie T est un ensemble de L-formules consistentes (i.e. ne prouvant pas
de contradiction). Alors un modèle de T est une L-structure M dans laquelle toutes les
formules de T sont satisfaites, noté M |= T . Si une formule φ est vraie dans tout modèle
de T , on dit que T prouve φ, ou que φ est une conséquence de T , noté T |= φ. On
confond fréquemment T avec l'ensemble de ses conséquences.

Une théorie T est dite complète si pour toute L-formule φ, soit φ ∈ T , soit ¬φ ∈ T .

Exemple 2.1.7. Un anneau est une Lann-structure, modèle de la théorie des anneaux Tann,
composée des axiomes des anneaux.

Dé�nition 2.1.8 (Dé�nissabilité). Soit M une L-structure, n ≥ 1, A ⊆Mn. On dit que
A est dé�nissable (sur M) s'il existe φ(x̄) une L(M)-formule telle que A = φ(M) = {b̄ ∈
Mn, φ(b̄)}.

De plus, une fonction f : Mn → Mk est dite dé�nissable s'il existe une formule
φ(x̄, ȳ) telle que f(x̄) = ȳ ⇐⇒ M |= φ(x̄, ȳ).

2.2 Rang de Morley et conjecture de Cherlin-Zilber

Dé�nition 2.2.1 (Types). Soit M une L-structure, B ⊆ M et q(x1, . . . , xn) = q(x̄)
un ensemble de L(B)-formules à n variables libres. On dit qu'il est réalisé dans M par
ā ∈Mn si pour tout φ(x̄) ∈ q(x̄), M |= φ(ā).

Alors un type sur B est un ensemble p(x̄) de L(B)-formules à n variables libres tel
que tout sous-ensemble �ni soit réalisé dans M (i.e est consistent), et maximal pour
l'inclusion, i.e pour tout φ(x̄), soit φ(x̄)) ∈ p(x̄), soit ¬φ(x̄) ∈ p(x̄). Si il n'est pas
maximal pour l'inclusion, on parle de type partiel.

Remarque 2.2.2. Informellement, les types caractérisent entièrement les propriétés lo-
giques des tuples. Cependant, il arrive souvent qu'il existe des types sans aucun élément
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les réalisant, ce qui est assez malvenu pour la théorie développée par la suite, où on
souhaiterait avoir un modèle �aussi grand que possible� en un sens.

Par exemple, la formule ∃y((y2 < 2 =⇒ y < x) ∧ ((y > 0 ∧ y2 > 2) =⇒ y > x) est
consistente avec les axiomes des anneaux ordonnés, donc fait partie d'un type par l'axiome
du choix, mais comme cette formule dé�nit

√
2, il n'est pas réalisé dans (Q,+, ·, <).

Dé�nition 2.2.3 (Saturation). Soit M un modèle d'une théorie T . Alors M est saturé
si pour tout B ⊆M avec |B| < |M |, tout type sur B est réalisé dans M .

Remarque 2.2.4. L'existence de modèles saturés est non triviale. En outre, la condition
de cardinalité est nécessaire, car sinon on pourrait dé�nir un type contenant toutes les
formules x ̸= m pour m ∈M , qui serait trivialement impossible à satisfaire.

Un modèle ainsi saturé est parfois appelé �modèle monstre�, car la saturation assure
que tous les éléments dont l'existence est consistente avec la théorie, existent bel et bien.

On peut maintenant dé�nir la notion centrale de rang de Morley.

Dé�nition 2.2.5 (Rang de Morley). Soit T une L-théorie complète avec des modèles
in�nis, M un modèle saturé, et S ⊆M . On dé�nit alors MR(φ), le rang de Morley de φ
ainsi :

(i) MR(φ) ≥ 0 ssi φ(M) ̸= ∅.
(ii) Si α est un ordinal, MR(φ) ≥ α + 1 ssi il existe une famille in�nie (φi)i∈N de

L(M)-formules telle que φi(M) ⊆ φ(M) pour tout i, et φi(M) ∩ φj(M) = ∅ pour
tous i ̸= j.

(iii) Si α est un ordinal limite, alors MR(φ) ≥ α ssi MR(φ) ≥ β pour tout β < α.

(iv) On écrit MR(φ) = −1 si φ(M) = ∅ et MR(φ) = ∞ si MR(φ) ≥ α pour tout
ordinal α.

Comme on travaille dans un modèle saturé, on peut confondre le rang de Morley d'une
formule et celui de l'ensemble qu'elle dé�nit.

Exemple 2.2.6. Les rationnels vus en tant qu'ensemble ordonné (Q, <) n'ont pas de rang
de Morley, c'est à dire MR(Q) = ∞. En e�et, Q est l'union disjointe d'une in�nité de
copies de ]0, 1[, qui lui sont isomorphes.

Proposition 2.2.7. Quelques propriétés du rang de Morley :

• Si S ⊆M dé�nissable, MR(S) > 0 si et seulement si S est in�ni.

• Pour φ,ψ des L(M)-formules, si M |= φ→ ψ, ou de manière équivalente ψ(M) ⊆
φ(M), alors MR(ψ) ≤MR(φ).

• Pour φ,ψ des L(M)-formules, MR(φ ∨ ψ) = max(MR(φ),MR(ψ)).

Dé�nition 2.2.8 (Degré de Morley). Soit φ une formule telle que MR(φ) = α soit
dé�ni. Alors il y a un nombre au plus �ni (et même borné) d de formules φi (1 ≤ i ≤ d)
de rang de Morley α telles que φi(M) ⊆ φ(M) pour tout 1 ≤ i ≤ d. Le plus grand d
possible est �ni, et appelé degré de Morley de φ, noté Mdeg(φ).

5



Il y a en fait une caractérisation plus simple des structures où le rang de Morley est
toujours dé�ni.

Dé�nition 2.2.9. Soit M un modèle saturé d'une théorie T , et {0, 1}∗ l'ensemble des
suites �nies de 0 et de 1. Un arbre binaire dans T est la donnée d'une famille d'ensembles
(Bs)s∈{0,1}∗ tels que :

• Pour tout s ∈ {0, 1}∗, Bs est dé�nissable.

• Pour tout s ∈ {0, 1}∗, Bs0 et Bs1 sont des sous-ensembles disjoints de Bs (s0 et s1
représentent la concaténation).

Une théorie qui ne contient aucun arbre binaire est dite totalement transcendante.

Proposition 2.2.10. Si T est une théorie complète avec des modèles in�nis et M un
modèle saturé, alors le rang de Morley est toujours dé�ni si, et seulement si, T est
totalement transcendante.

Démonstration. ⇒ par contraposée, il existe φ telle que MR(φ) = ∞. Alors, on peut
montrer qu'il existe φ0, φ1 deux formules de rang de Morley∞ telles que φ0(M), φ1(M) ⊆
φ(M) sont disjoints (voir [Tao09], Théorème 4.4, (iv)). En itérant, on obtient un arbre
binaire.

⇐ par contraposée, supposons qu'il existe un arbre binaire (φs) dans T . L'ordre
lexicographique sur Ord×ω est un bon ordre. Si, par l'absurde, on suppose que le rang de
Morley est toujours dé�ni, en minimisant d'abordMR puisMdeg, on obtient φ = φs dans
l'arbre, de rang et de degré de Morley minimaux. Or chacun des deux enfants auraient
ou un degré, ou un rang de Morley strictement plus petit, une contradiction.

La �nitude du rang de Morley (i.e MR(M) < ω) est une condition combinatoire très
forte, qui restreint fortement ce qui est possible dans une structure algébrique.

Proposition 2.2.11. G désigne un groupe de rang de Morley �ni. On a :

• Il n'existe pas de suite strictement décroissante in�nie de sous-groupes dé�nissables.
En particulier, une intersection quelconque de sous-groupes dé�nissables est en
réalité �nie, donc dé�nissable. Remarquablement, l'intersection des sous-groupes
dé�nissables d'indice �ni est elle-même d'indice �ni, et on l'appelle composante
connexe G◦.

• Tout endomorphisme injectif et dé�nissable de G est un automorphisme.

• Un ensemble dé�nissable A ⊆ G est dit indécomposable si pour tout H ≤ G dé�nis-
sable, |{aH, a ∈ A}| ∈ {1,∞}. Alors le groupe engendré par une famille quelconque
d'ensemble indécomposables contenant tous 1 est dé�nissable.

• Si K est un corps de rang de Morley �ni, il est algébriquement clos (théorème de
Macintyre) et ne possède pas de sous-anneaux stricts in�nis dé�nissables.

On peut voir le rang de Morley comme une sorte de �dimension� de la structure, où
le rang 0 correspond aux points, le rang 1 aux lignes, le rang 2 aux plans, etc. Il donne
alors une quanti�cation de la complexité d'une théorie et de la quantité d'ensembles
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dé�nissables associés. Malheureusement, il est en général très di�cile à calculer, car cela
requiert une compréhension globale des ensembles dé�nissables dans la théorie donnée.
Rien que dans l'anneau Z, la question de quels sous-ensembles sont dé�nissables d'une
certaine manière est au centre du célèbre dixième problème de Hilbert.

Néanmoins, il existe un cas remarquable où le calcul est plus simple.

Théorème 2.2.12. Un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos est de rang
de Morley �ni, égal à sa dimension (de Zariski).

Cette propriété est remarquable, et a laissé entrevoir la possibilité d'une nouvelle
approche de la géométrie algébrique, fondée sur la notion de rang de Morley �ni. Mal-
heureusement, le statut de conjecture de la proposition suivante met pour le moment à
mal cet espoir.

Conjecture 2.2.13 (Cherlin-Zilber). Tout groupe in�ni, simple de rang de Morley �ni
est un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos.

Remarque 2.2.14. Actuellement, la conjecture n'a été prouvée que pour les rangs inférieurs
à 3 :

• Tout groupe de rang de Morley 1 est commutatif.

• Tout groupe de rang de Morley 2 est résoluble.

• Un groupe simple de rang de Morley 3 est isomorphe à PSL2(K) pour K un corps
algébriquement clos.

Dans l'optique de résoudre cette question, les chercheur·euse·s souhaitent comprendre
les propriétés des groupes algébriques du point de vue de la théorie des modèles. Il est en
particulier intéressant de savoir s'il est possible de retrouver le corps de base d'un groupe
algébrique à partir d'uniquement ses propriétés logiques.

Les articles que j'ai étudié s'intéressent chacun à un genre précis de groupes al-
gébriques, et énoncent des résultats forts concernant la dé�nissabilité du corps ou de
l'anneau de base du groupe. J'ai par la suite cherché des généralisations dans un cas
spéci�que non traité par l'article original.

3 Dé�nissabilité dans les groupes réductifs

3.1 Cas des corps

Dans le but de prouver la conjecture de Cherlin-Zilber, une des stratégies envisagées
est d'identi�er dans un premier temps le corps de base d'un groupe de rang de Morley
�ni. En e�et, cet élément de construction des groupes algébriques est totalement invi-
sible quand on n'a à disposition que le groupe abstrait. C'est pourquoi il est intéressant
d'essayer de déterminer quand il est possible de dé�nir le corps de base à l'intérieur d'un
groupe algébrique. C'est le sujet de l'article [KRT99], où le résultat suivant est démontré :

Théorème 3.1.1. Si G est un k-groupe isotrope absolument presque simple, alors k est
dé�nissable dans G(k).
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Tout d'abord, il faut un certain nombre de dé�nitions pour comprendre l'énoncé.
On se fondera sur la théorie des groupes algébriques linéaires (établie par exemple dans
[Bor91]), sans l'expliquer plus en détail.

Dé�nition 3.1.2. k désigne un corps,K sa clôture algébrique, et G un k-groupe réductif,
i.e de radical unipotent trivial. On supposera k in�ni, car il est trivial de dé�nir un sous-
groupe d'un groupe �ni : il su�t d'expliciter tous ses éléments. On note Ga et Gm les
schémas de groupes additif et multiplicatif, respectivement. G est appelé k-presque simple
s'il ne possède aucun sous-groupe normal connexe dé�ni sur k. Si on enlève l'hypothèse
de dé�nition sur k, on dit que G est absolument presque simple.

Un tore de G est un sous-groupe commutatif T dé�ni sur k qui, quand on étend le
corps de base à K, est isomorphe à (K∗)n, n > 0. Un sous-groupe de Borel de G est un
sous-groupe maximal, connexe et résoluble de G : il contient nécessairement un tore de
G, maximal pour l'inclusion. Un sous-groupe fermé de G contenant un sous-groupe de
Borel est dit parabolique.

Le groupe G est dit k-isotrope si il existe un sous-groupe parabolique propre et non-
trivial dé�ni sur k ; sinon on dit qu'il est anisotrope.

Soit P ≤ G un sous-groupe parabolique de radical unipotent U . Un complément L
de U dans P est appelé sous-groupe de Levi de P . De tels sous-groupes existent toujours
et sont à leur tour réductifs.

Dé�nition 3.1.3. Soit S ⊆ G un tore. Il existe un couplage entre Mor(S,Gm) le groupe
des caractères et Mor(Gm, S) le groupe des sous-groupes à un paramètres de S. Si α ∈
Mor(S,Gm) et β ∈ Mor(Gm, S), alors il existe un unique ⟨α, β⟩ ∈ Z tel que α ◦ β ∈
Mor(Gm, Gm) est égal à x 7→ x⟨α,β⟩.

Dé�nition 3.1.4. Soit T un k-tore maximal. T agit par conjugaison sur g = Lie(G), et
pour tout α ∈ Mor(T,Gm), il existe un espace de poids gα = {X ∈ h,∀t ∈ T, t · X =
α(t)X}. Si α ̸= 0 et gα ̸= {0}, on dit que α est une racine (on remarquera l'analogie
presque parfaite avec la dé�nition dans le cas des algèbres de Lie).

De manière duale, à toute racine α on peut associer une coracine α∨, dé�nie par

∀β ∈ Mor(S,Gm), ⟨β, α∨⟩(α, α) = 2(β, α)

où (·, ·) est un produit scalaire adapté.

Ces prérequis posés, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.5 ([KRT99], 2.2). Soit G un k-groupe k-isotrope et absolument presque
simple. Alors pour tout k-sous-groupe parabolique P de G, il existe un k-sous-groupe V ⊆
Z(U) avec une structure de L-module irréductible donnée par l'action par conjugaison.

Lemme 3.1.6 ([KRT99], 3.1). Soit L ≤ P un k-sous-groupe de Levi d'un k-sous-groupe
parabolique P de G, et Z le centre de L. Alors Z(k) et L(k) sont des sous-groupes
dé�nissables de G.
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Proposition 3.1.7. Soit P un sous-groupe parabolique minimal de G, et V le L-module
irréductible obtenu via 3.1.5. Soit v ∈ V (k) non trivial. Alors Z(k) · v contient tous les
éléments de la forme t2v, t ∈ k∗.

Exemple 3.1.8. En règle générale, on ne peut pas faire mieux que les carrés. Prenons
l'exemple de G = SL2. Alors on peut prendre

P =

(
∗ ∗
0 ∗

)
U = Z(U) =

(
1 ∗
0 1

)
L = Z(L) =

(
∗ 0
0 ∗

)
les groupes des matrices triangulaires supérieures, unitriangulaires supérieures et diago-
nales, respectivement.

Alors V = U a une structure de L-module où l'addition est le produit et la multipli-
cation par un scalaire la conjugaison. On remarque alors que pour tout α inversible et
tout λ, (

α 0
0 α−1

)(
1 λ
0 1

)(
α−1 0
0 α

)
=

(
1 α2λ
0 1

)
Preuve du théorème 3.1.1. Avec les mêmes notations que la proposition précédente, on
dé�nit k′ ⊆ V (k) comme l'ensemble des éléments de la forme x · v− y · v, où x, y ∈ Z(k).
Il est clairement dé�nissable.

• Si car(k) ̸= 2, alors tout élément distinct de ±1 s'écrit comme une di�érence de
carrés d'éléments non nuls via z = 1

4((z + 1)2 − (z − 1)2). Si car(k) > 3, on a de
plus ±1 = 1

16((±1 + 4)2 − (±1− 4)2) puisque 1 ̸= 4.

• Si car(k) = 2, alors t 7→ t2 est un morphisme de corps et k′ = {t2v, t ∈ k∗}.
Dans tous les cas, (k′,+)muni de l'addition de V (k) est isomorphe à (k,+). On peut alors
dé�nir la multiplication en posant (x·v)(y·v) = (xy)·v et en prolongeant linéairement.

Remarque 3.1.9. La preuve de l'article original oublie la subtilité du cas car(k) = 3, et
par conséquent la preuve est incomplète. Cependant, le résultat reste vrai malgré tout,
ce que j'établis ci-dessous.

3.2 Généralisation aux anneaux

La dé�nissabilité des corps paraît plus utile dans le cadre de la conjecture de Cherlin-
Zilber, mais on étudie aussi le cas plus général où le corps de base est remplacé par
un anneau intègre. Cela permet de décrire bien plus de groupes, et de caractériser leurs
propriétés de théorie des modèles, tout en gardant les mêmes outils. La question sur
laquelle je me suis penchée est la suivante : à quels anneaux R peut-on généraliser le
résultat du théorème 3.1.1 ?

9



Cela a déjà été fait pour les anneaux intègres pro�nis dans [NST21], mais les mé-
thodes employées était spéci�ques à ces objets. Par conséquent, j'ai simplement repris
les conclusions de l'article, plus précisément 3.1.7. Attendu que R soit intègre, il su�t de
poser k = Frac(R) et les mêmes arguments marchent, mutatis mutandis, en remplaçant
Z(k), L(k) et V (k) par Z(R), L(R) et V (R) quand cela est nécessaire. La question est
alors de déterminer pour quels anneaux R on peut recouvrer l'anneau entier à partir des
carrés des unités, et ce de manière dé�nissable.

Dé�nition 3.2.1. Soit R un anneau intègre. On dit qu'il a la propriété (∗) s'il existe
α1, . . . , αm ∈ R et A ⊆ R �ni tel que

R ≃
m∑
i=1

αiX

où X = {u2, u ∈ R×} ∪A.

Remarque 3.2.2. Quand 0 ∈ A, cela permet au nombre de carrés d'unités requis d'être
borné, plutôt qu'un nombre �xe, comme 2 dans l'article original.

Théorème 3.2.3. Soit R intègre, k = Frac(R), G un k-groupe k-isotrope et absolument
presque simple. Supposons que R a la propriété (∗). Alors R est dé�nissable dans G(R).

Démonstration. En réutilisant les notations de l'article, soit v ∈ V (R) non trivial. On sait
que Z(R) est dé�nissable et Z(R) · v contient tous les éléments de la forme u2v, u ∈ R×.
Soient (αi)1≤i≤m et A comme dans la dé�nition, en supposant sans perte de généralité
que 1 /∈ A. On ajoute l'ensemble �ni P = {αiv, aαiv | 1 ≤ i ≤ m, a ∈ A} ⊆ V (R) à
nos paramètres. Pour 1 ≤ i ≤ m, a ∈ A, posons Si,1 = Z(R) · αiv et Si,a = {aαiv}, tous
deux dé�nissables. On peut maintenant dé�nir

R′ =
⋃

(ai)∈(A∪{1})m

m∑
i=1

Si,ai

dé�nissable car A est �ni. Par (∗), il est isomorphe à (R,+), en utilisant l'addition héritée
de V (R).

Pour conclure, il nous faut dé�nir la multiplication sur R′. Soient α, α′ ∈ R, et
x, x′ ∈ Z(R) qui agissent par c2, c′2. Écrivons

αα′ =

m∑
k=1

αkcα,α′,k, cα,α′,k ∈ X

Alors les cα,α′,kαkv sont de la forme zα,α′,k · v′α,α′,k avec zα,α′,k ∈ Z(R) et v′α,α′,k ∈ P , par
une distinction de cas facile. On dé�nit alors

(x · αv)(x′ · α′v) =
m∑
i=1

(xx′zα,α′,k) · v′α,α′,k

10



Quand α, α′ parcourent les αi et aαi (en nombre �ni), on peut prendre le nombre �ni
de zα,α′,k en paramètres, en plus de P , et la dé�nition ci-dessus dé�nit la multiplication
sur chaque Si,a, qui peut être prolongée par linéarité en une multiplication sur R′ qui
coincide avec celle de R. Par conséquent, R est dé�nissable dans G(R).

Proposition 3.2.4. On a les exemples suivants :

(i) Tout corps a la propriété (∗).
(ii) Pour p premier impair, Zp, l'anneau des entiers p-adiques, a la propriété (∗).
(iii) Pour p premier impair, Zp ∩Q a la propriété (∗).
(iv) Z2 a la propriété (∗).
(v) Z2 ∩Q a la propriété (∗).

Démonstration. (i) Quand R est un corps, il a été mentionné précédemment que le
cas de la caractéristique 3 n'avait pas été complètement considéré par l'article. On
peut simplement résoudre le problème en permettant à chacun des carrés d'être
égal à zéro, i.e en prenant A = {0}.

(ii) Tout élément de Zp est de la forme ±x2 ou bien x2−y2, x, y unités (démontré dans
l'article [NST21], avant le théorème 4.9). Encore une fois on prend A = {0}.

(iii) Soit x = a
b ∈ Zp∩Q, p ∤ b. Quand p | a, a±b n'est jamais divisible par p, et la preuve

dans le cas des corps fonctionne encore. Quand p ∤ a, ce n'est pas forcément le cas.
Si par exemple p | a+b, on utilise le cas précédent pour écrire x+1 = a+b

b = u2−v2
avec u, v des unités. Alors x = u2 − v2 − 1. Par conséquent, on peut choisir m = 3,
α3 = 1 et A = {−1, 0, 1}, ou bien m = 4, α3 = 1, α4 = −1 et A = {0}.

(iv) En prenant A = {0}, on remarque qu'un élément de Z2 est le carré d'une unité ssi
il est congruent à 1 modulo 8. En e�et,

(2x+ 1)2 = 8b+ 1 ⇐⇒ x2 + x− 2b = 0

qui a toujours une racine par le lemme de Hensel. Alors tout élément de Z2 peut
être écrit comme somme d'au plus 8 carrés d'unités, prouvant qu'il a la propriété
(∗) avec m = 8, α1 = . . . = α8 = 1.

(v) A = {0}. Soit x = a
b = ab

b2
∈ Z2∩Q, b impair. Soit k ∈ Z impair tel que k2+ ba ≥ 3

(ba pourrait être négatif). Ensuite, soustrayons des carrés (au plus 7) comme 1
b2

jusqu'à ce que le numérateur soit congruent à 3 modulo 8. On a alors x+ k2

b2
− 1

b2
−

· · · − 1
b2

= y
b2

avec y ≡ 3[8].

Le théorème des trois carrés de Legendre a�rme que y peut s'écrire comme somme
de trois carrés r2 + s2 + t2, et comme les seuls résidus quadratiques modulo 8
sont {0, 1, 4}, chacun d'entre eux est nécessairement congruent à 1 modulo 8, donc
impair. Alors

x =
(r
b

)2
+
(s
b

)2
+

(
t

b

)2

+

(
1

b

)2

+ · · ·+
(
1

b

)2

−
(
k

b

)2
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Tous les numérateurs sont impairs, donc tous ces carrés sont des unités, montrant
que la propriété (∗) est vraie avec m = 11.

Proposition 3.2.5. On a les résultats de stabilité suivants :

(i) Si R a la propriété (∗) et R ⊆ R′ avec R′ �niment engendré en tant que R-module,
alors R′ a la propriété (∗).

(ii) Si R a la propriété (∗) et I ⊆ R est un idéal premier, alors R/I a la propriété (∗).
(iii) Si R a la propriété (∗) avec A ⊆ {0} et S ⊆ R multiplicatif, alors S−1R a la

propriété (∗).
(iv) Si R a la propriété (∗) avec A = ∅ et soit 2 = 0 ou 2 ∈ R×, alors R[[X]], l'anneau

des séries entières à coe�cients dans R, a la propriété (∗).

Démonstration. Sans perte de généralité, on supposera que l'isomorphisme dans la dé�-
nition de la propriété (∗) est une égalité.
(i) SoitX, αi comme dans la dé�nition de la propriété (∗) pourR. Soient β1, . . . , βk ∈ S

tels que R′ =
∑k

j=1 βjR. Alors

R′ =
k∑

j=1

m∑
i=1

αiβjX

(ii) Clair en appliquant l'application quotient à la dé�nition. Le fait que I soit premier
est seulement nécessaire pour que R/I reste intègre.

(iii) Soit r
s ∈ S−1R, r ∈ R, s ∈ S. On peut écrire rs =

∑m
i=1 αix

2
i avec xi ∈ R× ∪ {0}.

Alors
r

s
=

m∑
i=1

αi

(xi
s

)2
permet de conclure. La condition sur A est seulement su�sante, il su�rait que A
ne soit seulement stable (d'une manière appropriée) par l'action multiplicative de
S par multiplication.

(iv) Quand 2 = 0, l'application carré est un morphisme d'anneaux injectif comme dans
le cas des corps de caractéristique 2. Supposons 2 ∈ R×. Soit b̄ =

∑
n∈N bnX

n ∈
R[[X]]. Remarquons que les unités dans R[[X]] sont précisément les éléments avec
un coe�cient constant dans R×. On souhaite trouver des (ai,n)1≤i≤m,n∈N ⊆ R tels

que b̄ =
∑m

i=1 αi

(∑
n∈N ai,nX

n
)2
. On procède par récurrence sur n :

• n = 0 : on obtient
∑m

i=1 αia
2
i,0 = b0 par la dé�nition de la propriété (∗), avec

ai,0 ∈ R× pour tout 1 ≤ i ≤ m. Comme les coe�cients constants sont des
unités, il en ira de même pour les éléments de R[[X]] qui seront construits.
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• On suppose qu'on a déjà dé�ni les éléments ai,j pour j < n et 1 ≤ i ≤ m.
L'égalité ci-dessus prise au coe�cient n donne

m∑
i=1

αi

(
2ai,0ai,n +

n−1∑
k=1

ai,kai,n−k

)
= bn

Prenons alors xi tel que

m∑
i=1

αix
2
i =

1

2

(
bn −

m∑
i=1

n−1∑
k=1

ai,kai,n−k

)

et posons ai,n = a−1
i,0x

2
i .

4 Bi-interprétabilité dans les groupes de Chevalley

Dans la partie précédente, on s'intéressait à un résultat de dé�nissabilité ; celle du
corps de base dans le groupe. Cependant, pour d'autres types de groupes, on peut
montrer une propriété beaucoup plus forte, la bi-interprétabilité. Informellement, la bi-
interprétabilité de deux structures donne un moyen de traduire une proposition valant
pour l'une en une proposition valant pour l'autre, ce qui est particulièrement intéressant
quand les langages sont di�érents, et permet de déduire des propriétés de théorie des mo-
dèles de l'un à partir de l'autre, et vice-versa. L'article [ST21] montre la bi-interprétabilité
entre R et G(R) où R est un anneau et G un groupe de Chevalley.

4.1 Systèmes de racines et groupes de Chevalley

Soit g une algèbre de Lie complexe, et h ⊆ g une sous-algèbre de Cartan, ce qui
est ici une sous-algèbre commutative maximale pour l'inclusion et auto-normalisante, i.e
∀X ∈ g, (∀H ∈ h, [H,X] ∈ h) =⇒ X ∈ h.

Dé�nition 4.1.1. Soit α ∈ h∗ une forme linéaire. On dé�nit

gα = {X ∈ g, ∀H ∈ h, [H,X] = α(H)X}

C'est un sous-espace de g. Quand il est non trivial, on dit que α est une racine de g
et on appelle gα l'espace racine associé.

Dé�nition 4.1.2. On note Σ l'ensemble de toutes les racines. Le rang de g (et du groupe
G associé, quand il y en a) est la dimension du sous-espace vectoriel de h∗ engendré par
les éléments de Σ.

Remarque 4.1.3. Les racines sont un outil essentiel dans la classi�cation des algèbres de
Lie. L'ensemble Σ possède une structure géométrique qu'on appelle système de racines.
Les systèmes de racines caractérisent entièrement l'algèbre de Lie g, et tous les systèmes
de racines possibles sont connus et classi�és :
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• Quatres familles in�nies : An, Bm, Cm, Dm, n ≥ 1, m ≥ 2. Elles correspondent à
des groupes de Lie classiques comme par exemple PSL, SO, SU, etc.

• Cinq systèmes dit exceptionnels : G2, F4, E6, E7, E8. L'approche de Chevalley a
permit de leur associer des groupes algébriques.

Proposition 4.1.4. Il existe une décomposition

g = h⊕
⊕
α∈Σ

gα

où chaque gα est de dimension 1 et engendré par un vecteur Xα.
L'application exponentielle

xα :

{
C → G

t → exp (tXα)

est un morphisme de groupe, dé�nissant un sous-groupe Uα ≤ G, appelé sous-groupe
racine correspondant à α.

Prop. + Dé�nition 4.1.5 (Groupe de Chevalley). Soit G un groupe de Lie complexe,
g = Lie(G), h ⊆ g une sous-algèbre de Cartan et Σ un système de racines.

Le sous-groupe de G engendré par tous les sous-groupes racines Uα pour α ∈ Σ est
quali�é de groupe de Chevalley (cf. [Ste16], �3).

4.2 Schéma de groupe de Chevalley-Demazure

Prop. + Dé�nition 4.2.1. On se donne un groupe de Chevalley G. Étant un groupe
de matrices, il admet des représentations �dèles dans GLd(C). Il est possible d'en choisir
une (en changeant de base) telle que les coordonnées de xα(t) soient des polynômes à
coe�cients entiers en t (cf. [Abe69], 1.2).

Alors, la représentation tire en arrière les formes coordonnées Xij (1 ≤ i, j ≤ d) sur
G, et on pose Z[G] = Z[Xij , 1 ≤ i, j ≤ d] l'anneau engendré, muni de la multiplication
matricielle. On dé�nit alors le schéma de groupe de Chevalley-Demazure associé à G, qui
à un anneau R associe

G(R) = Hom(Z[G], R)

Remarque 4.2.2. On peut voir G(R) comme l'ensemble des points R-rationnels de G,
i.e l'ensemble des matrices de G dont toutes les coordonnées sont dans R ; de la même
manière qu'on dé�nit les groupes comme GLn(Z). De façon semblable, on peut identi�er
un élément g ∈ G(R) avec la matrice (Xij(g)).

On note Lgp = (1, ·−1, ·) le langage des groupes et Lann = (0, 1,+, ·) le langage des
anneaux.

Dé�nition 4.2.3 (Interprétation). Soient M et N deux structures, potentiellement sur
des langages di�érents. Une interprétation de M dans N est une surjection f : A → M
avec A ⊆ Nn telle que, pour tout k ≥ 1, la préimage par f de tout sous-ensemble
dé�nissable de Mk est à son tour dé�nissable.
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Exemple 4.2.4. La dé�nition des rationnels à partir de couples d'entiers, courante en
théorie des ensembles, représente une interprétation. En prenant M = Q en tant que
Lcorps-structure et N = Z en tant que Lann-structure, l'application

f :

{
{(x, y), y ̸= 0} ⊆ Z2 → Q
(x, y) 7→ x

y

est une interprétation.

Remarque 4.2.5. Étant donné une interprétation deM dans N et une interprétation de N
dans L, on peut obtenir une interprétation de M dans L en composant les applications.

Dé�nition 4.2.6 (Bi-interprétation). Soit M une L-structure et N une L′-structure. Il
y a une bi-interprétation entre M et N si :

(i) Il y a une interprétation de M dans N , et de N dans M .

(ii) Les interprétations composées, vues comme opérations sur M et N , sont dé�nis-
sables dans chacune des structures respectives.

Exemple 4.2.7. Dans le cas M = R dans le langage des anneaux et N = G(R) dans le
langage des groupes, la bi-interprétation est la donnée de quatre choses :

(i) Une interprétation de R dans G(R) : ici, une identi�cation entre R et un sous-
groupe commutatif dé�nissable R′ ≤ G(R) tel que l'addition dans R corresponde à
la multiplication de R′ et que la multiplication de R soit Lgp-dé�nissable dans R′.

(ii) Une interprétation de G(R) dans R : ici, une identi�cation entre G(R) et un sous-
groupe G(R)† ≤ GLd(R), avec G(R)† dé�nissable dans Lann (la structure de groupe
est simplement la multiplication matricielle).

(iii) Un isomorphisme Lgp-dé�nissable de G(R) vers G(R)†
′
, l'image de G(R)† dans

GLd(R
′).

(iv) Un isomorphisme Lann-dé�nissable de R vers R′†, l'image de R′ dans GLd(R).

Proposition 4.2.8. G(R) est interprétable dans R.

Démonstration. Il y a une surjection évidente de Z[T] = Z[Tij , 1 ≤ i, j ≤ d] (où les Tij
sont des indéterminées) vers Z[G]. Comme Z[T] est noethérien, le noyau est engendré
par un nombre �ni de polynômes P1(T), . . . , Ps(T). Alors

g ∈ G(R) ⇐⇒ ∀1 ≤ l ≤ s, Pl(gij) = 0 (1)

où l'on voit G(R) comme sous-ensemble de Md(R).

4.3 Interprétation de R dans G(R)

Proposition 4.3.1 ([ST21], Corollaire 1.7). Si G est de rang au moins 2, pour toute
racine α le groupe Uα(R) est dé�nissable, sauf peut-être si G = Sp4(R), car(R) = 0 et
R/2R est in�ni. Dans tous les cas, Uα(R)Z(R) est dé�nissable.
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Remarque 4.3.2. La preuve de ce résultat constitue la majeure partie de l'article, et
procède par une étude détaillée de chaque système de racines possible, en montrant
l'existence de certains éléments distingués du groupe, appelés �témoins toriques�.

L'application xα : R 7→ Uα(R) est un morphisme de groupes, mais pour montrer
l'interprétation, on veut montrer que la multiplication dans R correspond à une opération
dé�nissable dans U(R), i.e que l'application{

Uα(R)× Uα(R) → Uα(R)

(xα(r), xα(s)) 7→ xα(rs)

est dé�nissable. En réalité, on a résultat plus général :

Proposition 4.3.3. Soient α, β, γ des racines. Sous l'hypothèse que G est de rang

au moins 2, les applications {
Uα(R) → Uβ(R)

xα(r) 7→ xβ(r)

et

mαβγ :

{
Uα(R)× Uβ(R) → Uγ(R)

(xα(r), xβ(s)) 7→ xγ(rs)

sont dé�nissables dans le langage des groups. En particulier, il y a une correspondance
entre la multiplication dans R et l'opération m = mααα dans R′ = Uα(R), pour un α
�xé.

Remarque 4.3.4. Les résultats précédents reposent sur l'hypothèse que le groupe de Che-
valley est de rang au moins 2, à chaque fois de manière cruciale. Par conséquent, cette
méthode n'est pas du tout adaptée à l'étude des groupes de Chevalley de rang 1, et c'est
pourquoi j'ai étudié l'article [KRT99] dans un second temps : le résultat est plus faible,
mais l'approche est plus générale et englobe les groupes de rang 1.

4.4 Conséquences de la bi-interprétation

La bi-interprétation donne une manière d'exprimer les opérations d'une structure dans
le langage de l'autre. Ici, le sens crucial est le résultat de 4.3.3, qui permet d'exprimer
la multiplication de R (dans le langage des anneaux) à l'intérieur de R′ (dans le langage
des groupes).

Proposition 4.4.1. L'a�rmation que (R′, ·,m) dé�nit un anneau commutative intègre
peut donc être exprimée par une certaine formule P1(ḡ), où ḡ représente un ensemble
de paramètres de G(R). Comme cette formule dé�nit à elle seule la structure d'anneau,
pour tout groupe H tel que H |= ∃h̄P1(h̄), on peut associer un certain anneau AH . Pour
toute Lann-formule φ, il existe une Lgp-formule φ′ telle que AH |= φ si et seulement si
H |= φ′.

De manière analogue, pour tout anneau S, les équations de (1) dé�nissent la loi de
groupe de G(S) dans le langage des anneaux, et par conséquent, pour toute Lgp-formule
ψ, il existe une Lann-formule ψ′ telle que G(S) |= ψ si et seulement si S |= ψ′.
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