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Introduction

Dans |Gro97|, Grothendieck conjecture que certaines courbes au-dessus d’un corps de nombres sont
uniquement déterminées par leur groupe fondamental étale. Cette conjecture constitue le point de
départ de la géométrie anabélienne, qui plus généralement pose la question des informations (points
rationnels, invariants, ou le schéma lui-méme) reconstructibles a partir de la donnée du groupe
fondamental étale, ou plutot de I’action galoisienne extérieure associée.

Le cas de la dimension zéro, c’est a dire que les automorphismes d’un corps de nombres sont en
bijection avec les automorphismes extérieurs de son groupe de galois absolu, est établi par Neukirch
[Neu69] et Urchida [Uch76]. Un résultat mathématique cité indépendamment de Grothendieck dans
[Gro97].

Nakamura obtient les premiers résultats de reconstruction des groupes d’inertie, puis de
reconstruction des courbes de genre 0 [Nak90]. La conjecture de Grothendieck en dimension 1 a
ensuite été démontrée par Tamagawa |[Tam97| pour les courbes hyperboliques affines sur un corps
de nombres, puis généralisée au cas des courbes hyperboliques sur un corps sous-p-adique (i.e un
sous-corps d’une extension finie de Q,) par Mochizuki [Moc99|. Le survey [NTM98| présente un
panorama des résultats anabéliens de Nakamura a Mochizuki.

En dimension supérieure, la question de I'identification des variétés dites anabéliennes, c’est a
dire reconstructibles a partir de leur groupe fondamental étale augmenté de la surjection canonique
vers le groupe de galois absolu de la base, est toujours ouverte. Grothendieck indique plusieurs
candidats : les variétés obtenues par fibrations successives de courbes anabéliennes et les espaces
de module de courbes [Gro97]. Pour le premier, cela a été successivement vérifié par Nakamura,
Tamagawa, Takao, Mochizuki pour les arrangements de courbes hyperboliques, et plus généralement
pour les polycourbes de petites dimensions par Hoshi [Hos14].

Dans la méme direction, dans sa lettre a Faltings, Grothendieck énonce aussi une conjecture pour
les bases de voisinages : « In any case, I regard a variety as « anabelian » (I could say « elementary
anabelian »), when it can be constructed by successive smooth fibrations from anabelian curves.
Consequently (following a remark of M.Artin), any point of a smooth variety X /K has a fundamental
system of (affine) anabelian neighbourhoods ». Cette conjecture a été prouvée par Schmidt et Stix
pour des variétés lisses sur un corps de nombres dans [SS16| en utilisant le type topologique étale,
puis généralisée par Hoshi [Hos20] aux variétés lisses sur un corps sous-p-adique dans une version
absolue du théoréme, en utilisant des techniques classiques de géométrie anabélienne.

L’objet de ce mémoire est d’illustrer comment des méthodes issues de la topologie algébrique et
de la théorie de [’homotopie permettent d’établir un théoreme de géométrie arithmétique anabélienne.
Les résultats présentés ici proviennent du papier [SS16] de A. Schmidt et J. Stix.

Plan du mémoire

Dans la premiere section de ce rapport, nous présentons le type topologique étale de Friedlander, qui
met en lien les groupes d’homotopie étale a la [SGA1] et simpliciale. Nous rappelons le formalisme
des catégories de modéles de Quillen, et introduisons une catégorie de modeles sur les pro-ensembles
simpliciaux selon Isaksen. Dans la deuxiéme section, nous établissons une reformulation du théoreme
fondamental anabélien de Mochizuki avec le formalisme du type topologique étale. Dans la troisieme
section, nous construisons une rétraction formelle au morphisme canonique induit par le type
topologique étale, pour des schémas qui se plongent comme sous-schéma localement fermé dans un
produit de courbes hyperboliques sur un corps de nombres. Finalement, dans la quatriéme section
nous montrons que cette rétraction est un isomorphisme pour les voisinages artiniens fortement
hyperboliques, ce qui permet de conclure a la conjecture de Grothendieck pour les bases de voisinages.



Activités du stage

Mon stage a été rythmé par des rendez-vous hebdomadaires de 2h avec Benjamin Collas, auquels se
sont ajoutées deux séances de préparation a ’oral. J’ai effectué une soutenance de 1h pour présenter
mon travail et répondre aux questions, devant Benjamin Collas, Akio Tamagawa et Koichiro Sawada
au RIMS, et Ariane Mézard et Séverin Philip par Zoom. Pendant mon stage, j’ai pu assister
a un cours sur les méthodes de Berkovich pour la résolution des non-singularités (RNS) par E.
Lepage (IMJ-PRG, France), a trois séminaires AHGT, au séminaire de mai AG/NT du RIMS sur
la conjecture des sections par Y. Hoshi, et a deux colloquium a I’Université de Kyoto. Avant de
partir au Japon, j’ai aussi participé a I’Atelier de Géométrie Arithmétique de février sur le groupe
de Grothendieck-Teichmiiller.

1 Préliminaires

1.1 Type topologique étale

Le type topologique étale de Friedlander [Fri82] est une construction fonctorielle qui établit un
lien entre géométrie algébrique et topologie algébrique. Il s’agit de notre cadre pour étudier les
variétés algébriques a l'aide de méthodes homotopiques. Nous verrons qu’il encode des informations
algébriques comme le groupe fondamental étale du schéma, et ses groupes de cohomologie étale.

Classiquement, la topologie algébrique peut étre étudiée combinatoirement au niveau des
ensembles simpliciaux. Nous notons A la catégorie simpliciale et Ss la catégorie des ensembles
simpliciaux.

Définition 1.1.1 (Pro-ensembles simpliciaux). La catégorie Pro-Ss des pro-ensembles simpliciauz
a pour objets les petits diagrammes cofiltrants d’ensembles simpliciaux. Pour {X;}icr et {Y}jes
deux tels diagrammes, leurs morphismes sont donnés par

Hompyo-ss({Xi}, {Y;}) = lijm coliim Homgg(X;,Y5).

Théoréme 1.1.2 (|[EHT76] 2.1.6). Soit C une catégorie. Il existe un foncteur M : Pro-C — Pro-C
naturellement isomorphe a l'identité, tel que M (X) soit indexé par un ensemble cofini et dirigé
pour tout X € Pro-C.

Tous les schémas dans ce mémoire sont supposés localement noethériens. La construction du
type topologique étale s’inspire de la topologie étale, qui suggere de s’intéresser a la catégorie ET /X
des morphismes étales sur X.

Pour chaque caractéristique p > 0, choisissons un corps €, contenant des sous-corps isomorphes
aux corps résiduels de caractéristique p des schémas qu’on considere. L’ensemble des points géomé-
triques de X, noté X, consiste en tous les points géométriques z : Spec(Q2) — X, ou Q = 2, avec p
la caractéristique du corps résiduel du point schématique associé a x.

Définition 1.1.3 (Revétement rigide, [Fri82] Def 4.2). Un revétement rigide a : U — X d’un
schéma localement noethérien X est une union disjointe de morphismes étales pointés et séparés

ax : (Ux,ux) — (X, z), Vr e X
avec Ux connexe et uy oax :spec(2) — X = z.

Nous rappelons qu'un schéma simplicial est un objet simplicial dans la catégorie des schémas, i.e
un foncteur contravariant A — Sch. Dans la suite, nous indiquerons les schémas simpliciaux avec
le point e. Soit ¢, un schéma simplicial au dessus d’une base S. Nous notons U™ la n-troncature
de Uy : U™ est la restriction de Us & la sous-catégorie pleine de A avec pour objets les Alk], k <n.
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Définition 1.1.4 (Cosquelette, [Fri82] Exemple 1.3). Pour tout n > 0, le n-iéme cosquelette de
U, sur S est défini par la propriété universelle suivante : pour tout schéma simplicial V, sur S,
I’ensemble des morphismes Vo — cosksu. sur S est en bijection naturelle avec ’ensemble des
morphismes V" — Y/ sur .

Vu comme un foncteur, cosk® (—) est adjoint & droite au foncteur de n-troncature (—)™. En
général, le cosquelette peut s’exprimer comme un produit fibré fini avec pour termes les Uy, et S.

Exemple 1.1.5. Nous donnons deux exemples de cosquelette dans des petites dimensions.
— Si X est un schéma sur S, son 0-cosquelette est le nerf de Cech Ng(X) de X sur S, avec
(Ns(X)); le produit itéré [ + 1 fois de X avec lui méme au dessus de S.
— Si U, est un schéma simplicial sur S, (cosk{Us)a = (U Xgq Us) X (Uo x stho) U1 -

Définition 1.1.6 (Hyper revétement rigide, [Fri82] Prop 4.3). Un hyper revétement rigide Us — X
est un schéma simplicial U, sur X vérifiant les propriétés suivantes :

1. le morphisme Uy — X est un revétement fini étale,

2. pour tout n € N, Up11 — (coskffl/{.)m_l est un revétement fini étale rigide.
Nous notons HRR(X) la catégorie des hyper revétements rigides de X.

Proposition 1.1.7 ([Fri82] Prop 4.3). Soit X un schéma localement noethérien. La catégorie
HRR(X) est cofiltrante.

Cela nous permet de définir maintenant le type topologique étale.

Définition 1.1.8 (Type topologique étale). Soit X un schéma localement noethérien. Le type
topologique étale de X est le pro-ensemble simplicial suivant :

(X)et = m : HRR(X) — Ss

ou I'image par le foncteur 7y d’un hyper revétement rigide U, est ’ensemble simplicial 7o(Us ) de
ses composantes connexes.
Le foncteur type topologique étale

(—)et : loc.noeth.Sch — Pro-Ss

envoie un schéma localement noethérien X sur (X)e; et un morphisme de schémas f: X — Y sur
le morphisme induit fet : Xet — Yet-

1.2 Groupe fondamental simplicial et étale

En topologie algébrique, le groupe fondamental topologique est un invariant algébrique associé a un
espace topologique. Il est défini classiquement comme le groupe des lacets en un point modulo la
relation d’homotopie.

Dans le cadre des (pro-)ensembles simpliciaux nous définissons des groupes d’homotopie
analogues aux groupes d’homotopie de topologie algébrique.

Définition 1.2.1 (complexe de Kan). Un ensemble simplicial X est un compleze de Kan si tous
les morphismes « : A} — X peuvent étre étendus a un morphisme défini sur A™ dans le sens qu’il
existe un morphisme 5 : A" — X tel que le diagramme

AP = X
Pt

A’Vl

soit commutatif.



Dans Ss, deux morphismes «a,a’ : K — X sont équivalents par la relation d’homotopie
simpliciale s’il existe un morphisme 7 : K x Al — X tel que le diagramme

K
£X
KxA 15 x

1
K

soit commutatif.

Soit X un complexe de Kan, et v € Xy un sommet. Nous définissons 75™P(X, v) comme
I’ensemble des classes d’équivalences d’applications « : A™ — X telles que la bordure du n-simplexe
soit envoyée sur v, i.e que le diagramme

OA" — A

[ v

A" %5 X

soit commutatif dans Ss. Etablir une loi de composition sur 7SMP est moins aisé que dans le cas
topologique. Nous référons a [GJ99] 1.7 pour la construction, et nous rappelons simplement le
résultat principal de la section.

Théoréme 1.2.2 ([GJ99] Théoreme 7.2). Soit X un complexe de Kan, et v € Xo. Alors ’ensemble
TSP (X v) est un groupe pour n > 1, abélien pour n > 2.

Le groupe 75™P est appelé le n-iéme groupe d’homotopie simpliciale, et ﬂiimp est le groupe

fondamental simplicial. Nous le notons 71 quand il n’y a pas d’ambiguité. Le groupe fondamental
simplicial peut étre vu comme un foncteur 7 : Ss, — Group. Nous pouvons 'appliquer sur des
diagrammes d’ensembles simpliciaux pour obtenir un pro-groupe. Ainsi, il définit aussi un foncteur
71 : Pro-Ss, — Pro-Group.

Pour A un anneau, nous notons A,.q le quotient de A par son nilradical.
Définition 1.2.3 (Schéma géométriquement unibranche, [EGA|IV 6.15.1, 23.2.1). Un anneau local
A est dit unibranche si anneau A,.q est intégre et si la cloéture intégrale de A;eq est un anneau
local. Nous dirons que A est géométriquement unibranche s’il est unibranche et si le corps résiduel
de ’anneau local, cloture intégrale de A,qq, est une extension radicielle de celui de A.
Un schéma X est unibranche (resp. géométriquement unibranche) en un point x si 'anneau local
Ox, est unibranche (resp. géométriquement unibranche), il est unibranche (resp. géométriquement
unibranche) s’il lest en tout point.

En particulier, les schémas normauz sont unibranches.

Théoréme 1.2.4 ([Fri82] Théoréme 7.3). Soit X un schéma noethérien pointé, connexe et géomé-
triquement unibranche. Alors pour tout k supérieur ou égal da 1, le groupe mp(Xet) est profini.

En géométrie algébrique, nous définissons un foncteur fibre similaire a celui de topologie
algébrique. Soit X un schéma localement noethérien, avec « un point géométrique de corps résiduel
associé au point schématique k(z) < 2. Notons ET/X la catégorie des revétements finis étales sur
X. Nous appelons foncteur fibre le foncteur

F:ET/X — Fin. Set, FY 5 X)=n"1(z)
avec

7~ (x) = {ensemble des points géométriques de X sur z & valeur dans Q}

= {ensemble des points de X Xy, 2} .
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Définition 1.2.5. Le groupe fondamental étale 7$'(X,x) de X au point géométrique z est le groupe
d’automorphismes du foncteur fibre.

En général, le groupe fondamental étale est profini. Nous référons a [SGA1], Exposé V pour
une présentation complete du groupe fondamental étale.

Exemple 1.2.6 (Groupe fondamental étale d’un corps). Soit k un corps, et 2 une extension de k
algébriquement close. Notons S = Speck et C la catégorie des revétements finis étales de S. Les
objets de C sont de la forme Spec K, ou K est une extension finie séparable de k. L’extension 2 de
k définit un point géométrique s de S.

Par définition, pour un objet X de C, son image par le foncteur fibre F'(X) est ’ensemble des points
géométriques de X = Spec K a valeurs dans 2. Ainsi,

F(X) ~ Homy (K, Q) ~ Homy (K, £*P) ~ lim Homy (K, N;)
Gal(k*P /k) ~ colim Gal(N;/k)

avec N; une famille filtrante d’extensions galoisiennes finies de k et kP une cloture séparable de k
dans €2. Nous concluons & un isomorphisme canonique

7% (Speck, s) ~ Gal(k*P, k).

Exemple 1.2.7 (Cas des variétés algébriques complexes). Soit X un C-schéma localement de type
fini connexe et X" l'espace analytique associé. Notons ¢ : X** — X le morphisme canonique.
D’apres le théoreme d’existence de Riemann ([SGA1] Exposé XII Théoréme 5.1), le foncteur qui
a un revétement fini étale X’ de X associe le revétement fini étale X*" est une équivalence de
catégorie entre la catégorie des revétements finis étales de X et la catégorie des revétements finis
étales de X?". En particulier, pour x € X®", nous avons un isomorphisme canonique

—

7Tl()(an7 .ZL‘) = Wﬁt(X, QO(IE»
ou m (X3, z) est le complété profini du groupe fondamental topologique de X" en x.

Remarque 1.2.8. Il existe un autre groupe fondamental étale pour les schémas, appelé pro-groupe
fondamental élargi, et présenté dans [SGA3| Exposé X paragraphe 6. Les deux notions coincident
dans le cas des schémas géométriquement unibranches.

Le type topologique étale permet de relier les notions de groupe fondamental simplicial et étale.

Proposition 1.2.9. Soit X un schéma, et x € X un point géométrique. Alors nous avons un
isomorphisme
TI'(ft(X,x) = 7"'1()(et737et)

ot le groupe fondamental étale est pris au sens de SGAS.

La proposition [1.2.9 permet de généraliser le groupe fondamental étale aux dimensions supé-
rieures.

Définition 1.2.10. Soit X un schéma, et x € X. Pour toute dimension n > 1, nous appelons
n-ieme groupe d’homotopie étale de X en x, noté (X, ), le groupe m,(Xet, Tet)-

Remarque 1.2.11. Comme pour le groupe fondamental, nous pouvons aussi adapter la cohomologie
singuliére topologique aux contextes simplicial et étale. Nous référons a [SGA41/2] pour une
présentation compléte de la cohomologie étale. Soit {Y;};c; un pro-ensemble simplical, et M un
groupe abélien. Pour tout n > 0, le n-iéme groupe de cohomologie pro-simpliciale de Y a coefficient
dans M est défini par

H"(Y, M) = colim; H"(Y;, M).

[[Fri82] Proposition 5.9] Soit X un schéma connexe et M un groupe abélien. Alors il y a un
isomorphisme naturel
HY (X, M) ~ H"(Xet, M).
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1.3 Une catégorie de modeéles sur les pro-ensembles simpliciaux

Une catégorie de modéles est une structure introduite par Quillen dans [Qui67] qui donne un bon
cadre fonctoriel pour étudier la théorie de I’homotopie. Nous utilisons les axiomes plus modernes
exposés dans [Hov99).

Nous introduisons quelques définitions préliminaires. Soit C une catégorie, nous appelons Map C
la catégorie dont les objets sont les morphismes de C et les morphismes sont les carrés commutatifs.
Nous notons d et c les foncteurs domaine et codomaine MapC — C.

Définition 1.3.1. Soit C une catégorie.

1. Un morphisme f dans C est une rétraction d’un morphisme g dans C si f est une rétraction
de g vu comme objets de Map C. Ainsi, le morphisme f est une rétraction de g si et seulement
si il existe un diagramme commutatif de la forme

A—sC—A

| 9| I

B—D—2B

ou les composées horizontales sont 1'identité.

2. Une factorisation fonctorielle est une paire ordonnée (v, 3) de foncteurs MapC — MapC
tels que doa=d,coa=dof,coff=c,et f =p0(f)oa(f) pour tout f € MapC.

Définition 1.3.2 (Propriété des relevements). Soit i : A — B et p: X — Y deux morphismes dans
C. Nous disons que i a la propriété des relévements a gauche par rapport d p et que p a la propriété
des relévement a droite par rapport d ¢ si pour tout diagramme commutatif

AL, x
1

B —(Y
il existe un relevement h : B — X tel que hi = f et ph = g.

Définition 1.3.3 (Structure de modeles). Une structure de modéles sur une catégorie C est le
choix de trois classes de morphismes appelées équivalences faibles, fibrations et cofibrations, et deux
factorisations fonctorielles (o, 3) et (v, d) satisfaisant les propriétés suivantes :

1. (2 parmi 3) Si f et g sont des morphismes de C tels que fg est défini, et deux parmi f,g, fg
sont des équivalences faibles, alors le troisiéme en est aussi une.

2. (Rétractions) Si f et g sont des morphismes de f tels que f est une rétraction de g et g est
une équivalence faible, cofibration ou fibration, alors f en est aussi une.

3. (Relevements) Nous disons qu'un morphisme est une fibration triviale si c’est a la fois une
fibration et une équivalence faible. Similairement, un morphisme est une cofibration triviale
si c’est a la fois une cofibration et une équivalence faible. Alors les cofibrations triviales ont
la propriété des relevements a gauche par rapport aux fibrations, et les cofibrations ont la
propriété des relevement a gauche par rapport aux fibrations triviales.

4. (Factorisations) Pour tout morphisme f, a(f) est une cofibration, 5(f) est une fibration
triviale, v(f) est une cofibration triviale, et §(f) est une fibration.

Définition 1.3.4 (catégorie de modeles). Une catégorie de modéles est une catégorie avec toutes
les petites limites et colimites, et munie d’une structure de modeles.

Pour utiliser des résultats de la théorie de I’homotopie sur une catégorie de modeles C, nous
pouvons inverser formellement les équivalences faibles pour passer a la catégorie homotopique Ho(C).



Définition 1.3.5 (Catégorie homotopique). Soit C une catégorie de modeles avec W la sous-catégorie
des équivalences faibles. Nous définissons la catégorie homotopique comme suit. Soit F'(C,W™!) la
catégorie libre sur les morphismes de C et les morphismes inversés de WW. Un objet de F(C,W~!) est
un objet de C, et un morphisme est une suite finie de morphismes composables (fi,... f,) ou f; est
soit un morphisme de C soit 'inverse w; I ’un morphisme w; de W. Nous définissons Ho(C) comme
la catégorie quotient de F/(C,W~!) par les relations 14 = (14) pour tout objet A, (f,g) = (go f)
pour tous morphismes composables f et g, et lgom » = (W, w™1) et leodom w = (w1, w) pour tout
morphisme w € W.

Exemple 1.3.6 (Espaces topologiques et ensembles simpliciaux). Les catégories de modeles
permettent de formaliser le lien entre la théorie de 'homotopie sur les espaces topologiques et sur
les ensembles simpliciaux. Le n-simplexe standard topologique |A"| € R™! est I'espace |A"| =
{(to,...,tn) € R"FYTE o, = 1,¢; > 0}.

Soit T' un espace topologique, l’ensemble singulier S(T') est 'ensemble simplicial donné par
Aln] — Hom(|A™|,T). Nous appelons S(—) : Top — Ss le foncteur singulier. Soit X un ensemble
simplial. Notons A | X la catégorie dont les objets sont les morphismes o : A" — X, et les
morphismes sont les diagrammes de morphismes simpliciaux :

An\”
>

X

La réalisation de I’ensemble simplicial X est définie comme la colimite

| X | = colim |A"|
A" —» X
dans A | X
dans la catégorie des espaces topologiques. Nous appelons réalisation le foncteur | — | : Ss — Top. Le

foncteur réalisation est adjoint a gauche au foncteur singulier dans le sens qu’il y a un isomorphisme
Hommop (| X[, T) ~ Homgg (X, S(T))

naturel en I’ensemble simplicial X et I’espace topologique T. Nous allons plus loin en introduisant la
catégorie de modeles standard sur Ss.

Définition 1.3.7 (Fibration de Kan). Un morphisme d’ensembles simpliciaux est une fibration de
Kan si il a la propriété de relevement a droite par rapport a toutes les inclusions A} — A",

Axiome 1.3.8 (catégorie de modeles sur Ss). Soit f un morphisme de Ss,
— cest une équivalence faible si et seulement si |f| induit des m,, isomorphismes pour tout
n >0,
— c’est une cofibration si et seulement si il est injectif,
— c’est une fibration si et seulement si c¢’est une fibration de Kan.

Proposition 1.3.9. La catégorie Ss est munie d’une catégorie de modéles par les axiomes[1.53.8

Les catégories de modeles permettent une comparaison précise des théories homotopiques
avec les notions d’adjonction de Quillen et d’équivalence de Quillen. De maniére informelle, une
équivalence de Quillen entre deux catégories nous permet de les considérer comme « équivalentes
homotopiquement ». Pour une exposition compléte du sujet nous référons a [Hov99] Chapitre 1
Paragraphe 3. Le foncteur singulier et le foncteur réalisation sont une équivalence de Quillen, donc



I’étude de I'homotopie dans le cadre des ensembles simpliciaux et des espaces topologiques est
similaire. Nous avons en particulier une équivalence de catégorie Ho(Top) ~ Ho(Ss). A partir de
maintenant nous parlerons sans distinction d’espace pour désigner un espace topologique ou un
ensemble simplicial.

Soit C une catégorie de modeles, et X un objet de C. Comme C admet des limites et colimites
finies, elle admet en particulier un objet initial 0 et un objet final 1. Un objet X est dit cofibrant
si 'unique morphisme 0 — X est une cofibration. Similairement, I’objet X est dit fibrant si le
morphisme X — 1 est une fibration.

Notons f I'unique morphisme envoyant 0 sur X. Alors d’apres les axiomes d’une catégorie
de modeles, nous avons une factorisation f = S(f) o a(f) avec af) : 0 = X5 une cofibration, et
B(f): Xef — X une équivalence faible. Nous pouvons mener un raisonnement similaire pour trouver
un objet fibrant X, faiblement équivalent a X.

Exemple 1.3.10. Tous les ensembles simpliciaux sont cofibrants.

Définition 1.3.11 (Remplacement fibrant et approximation fibrante). Soit X un objet d’une
catégorie de modeles C ayant pour factorisations fonctorielles (o, 3) et (v,0). Nous appelons
remplacement cofibrant (resp. fibrant) de X, noté Xy (resp. X¢), le codomaine de a(0 — X)) (resp.
le codomaine de y(X — 1)).

Plus généralement, tous les objets faiblement équivalents & X et cofibrant (resp. fibrant) sont
appelés approzimations cofibrantes (resp. approximation fibrantes) de X.

Le théoréme fondamental de Quillen permet de comprendre les morphismes dans la catégorie
homotopique comme des morphismes de la catégorie de modeles.

Théoréme 1.3.12 (Quillen, [Hov99] Théoréme 1.2.10). Soit C une catégorie de modéles, avec
~v:C — HoC le morphisme canonique et X etY deux objets de C. Alors le morphisme naturel

HomH0C<7X7 ’YY) = HOIHC (ch> Yf)
est un isomorphisme.

Nous adaptons les axiomes de la catégorie de modeles sur Ss au cas de Pro-Ss. Pour cela, nous
nous basons sur les travaux de Isaksen dans [Isa01]. Une des difficultés technique est la suivante.

Exemple 1.3.13 (Un pro-espace sans point). Rappelons qu'un point d’un pro-espace X est un
morphisme % — X. Considérons le diagramme D suivant, constitué d’une suite de copies de N.

O NENnEN
NT ..
*

Alors si * — D est un point de D, et m € N est sa valeur en la premiere copie de N, alors sa valeur
en la m + 1-ieme copie de N devrait étre —1, une contradiction.

Donc nous ne pouvons pas axiomatiser les équivalences faibles d’un pro-espace en fonction
du diagramme des groupes fondamentaux. Rappelons qu’un systéme local sur un espace X est un
foncteur IIX — Ab, avec 11X le groupoide fondamental de X. Nous noterons £LS(X) la catégorie
des systemes locaux sur X. Si f : X — Y est un morphisme d’espaces, alors f induit un morphisme
de systemes locaux 11, X — f*IL,Y, avec f* le foncteur tiré en arriere.

Exemple 1.3.14. Pour tout n > 2, le systeme local II,, X est défini sur X par (I, X), = 7, (X, x),
avec les isomorphismes (II,X), — (II,X), donnés par les morphismes induits sur les groupes
d’homotopie par les chemins.
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Remarque 1.3.15. Nous pouvons aussi parler de systémes locaux a valeurs dans une autre catégorie
que Ab, par exemple I1; X qui est a valeurs dans Group, ou myX a valeurs dans Set.

Nous étendons la définition aux pro-espaces.

Définition 1.3.16 (Systéme local sur un pro-espace, tiré en arriére). Un systéme local sur un
pro-espace X est un objet de colimg LS(X;). Si L est un systéme local sur (X, ¢) représenté par un
foncteur L, : II1X; — Ab et M est un autre systeme local sur X représenté par un foncteur M; :
I1X; — Ab, alors un morphisme de L dans M est un élément de colim, Hom g x,,)(@ysLs, Pt Mt)-
Nous notons toujours LS(X) pour la catégorie des systemes locaux sur X.

Si f: X — Y est un morphisme de pro-espaces, le tiré en arriére f*: LS(Y) — LS(X) est le
foncteur colimg LS(Y;) — colim; LS(Y3).

Définition 1.3.17 (Groupes d’homotopie). Si X est un pro-espace et n > 2, alors II,, X est le
pro-systeéme local sur X donné par {II,,X,}. De plus, moX est le pro-ensemble donné par {7y X},
et I X est le pro-systéme local sur X a valeurs dans les groupes non-abéliens donné par {II; X,}.

Axiome 1.3.18 (catégorie de modeles sur Pro-Ss). Soit f : X — Y un morphisme de pro-espaces,
— c’est une équivalence faible si mof est un isomorphisme de pro-ensembles, et 11, X — f*I1,Y
est un isomorphisme dans Pro-£S(X) pour tout n > 1,
— c’est une cofibration si ¢’est niveau a niveau une cofibration d’espaces,
— cC’est une fibration si il a la propriété des reléevements a droite par rapport a toutes les
cofibrations triviales.

Théoréme 1.3.19 ([Isa01] Théoreme 6.4). Les classes de morphismes de laxiome forment
une catégorie de modeéles sur Pro-Ss.

Comme dans Ss, tous les pro-ensembles simpliciaux sont cofibrants.

Remarque 1.3.20 (Le type d’homotopie étale d’Artin et Mazur). Avant Friedlander, Artin et Mazur
avaient défini dans [AMG69] le type d’homotopie étale. 11 est construit en associant a schéma (localement
noethérien) X la catégorie HR(X) des hyper-revétements de X, sans la condition de rigidité de
Friedlander. La catégorie HR(X) n’est pas cofiltrante en général, au contraire de Ho(HR(X))
(JAM69], Corollaire 8.13 (i)), le type d’homotopie étale est donc défini au niveau de la catégorie
homotopique Ho(Ss), c’est le foncteur X — Xper = (79 : Ho(HR(X)) — Ho(Ss)).

Les catégories de modeles n’existant pas au moment ou Artin et Mazur ont introduit leur type
d’homotopie étale, leur notion d’équivalence faible est différente des isomorphismes de Pro-Ho(Ss).
Les équivalences faibles de la catégorie de modeles de Isaksen généralisent correctement les équiva-
lences faibles de Artin-Mazur ([Isa01] Corollaire 7.5). Le type topologique étale est un relévement
du type d’homotopie étale ([Fri82] Proposition 4.5), selon le diagramme suivant

(—)et Pro-Ss

o P
loc.noeth.Sch —— Pro-Ho(Ss))

(_)het

avec F' le foncteur d’oubli.

1.4 Contexte anabélien

En général, les corps utilisés en géométrie anabélienne sont des corps de nombres ou des corps
sous-p-adiques (un sous-corps d’une extension finie de Q).

Proposition 1.4.1 (Suite exacte courte d’homotopie, [SGA1| Exposé X Proposition 1.2). Soit k un
corps et X une k-variété, géométriguement connexe. Nous avons la suite exacte courte de groupes

profinis suivante :
1 = m (X X B5P, %) = m (X, %) — Gal(K*P/k) — 1

avec * un point géométrique convenable.
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Nous retrouvons cette suite exacte pour les schémas de type K(me, 1) (cf définition
induite par la suite exacte d’homotopie (|Fri82] Théoréme 11.5).

Nous appelons groupe de Galois absolu de k, noté Gy, le groupe Gal(k**P/k). Nous notons IIx
le groupe fondamental étale, relatif a un choix de point base. Finalement, nous appelons groupe
fondamental géométrique le groupe topologique Ax = ker(Ilx — Gy). La suite exacte courte
d’homotopie induit ’action galoisienne extérieure :

p: G — Out(Ax)

ou, pour un groupe topologique G, le groupe des automorphismes extérieurs Out(G) est le quotient
du groupe Aut(G) des automorphismes continus de G par le groupe Inn(G) des automorphismes
intérieurs de G.

Exemple 1.4.2 (Caractere cyclotomique). Soit X = P(b —{0, 00}. Pour calculer le groupe fondamen-
tal étale de X, remarquons que I%) —{0,00} = Spec(Q[X, +]) et que X(C) = C*. Nous en déduisons
que 71 (X(C)) ~ Z, et m$t(X xq Q) ~ Z. L’action galoisienne extérieure induite p : Gg — Out(Z)
est le caractére cyclotomique.

La géométrie anabélienne pose la question suivante : pour X et Y deux k-variétés lisses
géométriquement connexes, étant donné un isomorphisme v : I[1x — Ily sur G, pouvons-nous lui
associer de maniere unique, modulo 'action de Ay, un isomorphisme de k-variétés 5 : X — Y 7

Dans ce mémoire, nous reformulons ce probleme de géométrie anabélienne en termes de type
topologique étale, en suivant les travaux de A. Schmidt et J. Stix [SS16]. Nous travaillerons en
général sur des k-variétés lisses qui se plongent comme sous-schéma fermé d’un produit de courbes
hyperboliques. Nous présentons le théoréme suivant (théoréme :

Théoréme 1.4.3. Soit k un corps de nombres, et X etY deux variétés lisses, géométriquement
connexes sur k qui se plongent comme sous-schéma fermé d’un produit de courbes hyperboliques
lisses. Alors le morphisme naturel

Isomy(X,Y) — Isomigo(pro-Ss) ke, (Xet, Yet)
est une injection scindée avec une rétraction fonctorielle
7 ¢ ISOMHo(Pro-Ss) et (Xet, Yer) — Isomy (X, Y).

En section 4, nous aboutirons au théoréme suivant (corollaire 4.3.8), qui établit la conjecture
de Grothendieck :

Théoréeme 1.4.4. Tous les points d’une variété lisse sur un corps de nombres admettent un systéme
fondamental de voisinages hyperboliques anabéliens fortement artiniens.
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2 Le théoreme fondamental anabélien, reformulation

La conjecture anabélienne pour les courbes hyperboliques (dimension 1) a été prouvée par S. Mochi-
zuki dans [Moc99|.

Théoréme 2.0.1 (pGC, [Moc99] Théoreme A). Soit k un corps sous p-adique, X une k-variété
lisse connexe, et Y une courbe lisse hyperbolique sur k. Alors le morphisme naturel

Hom{*™(X,Y) = Homg, ***"(Ilx,Ily)a,
est une bijection.
Le point de vue du type topologique étale suggere alors de considérer le diagramme suivant :

Diagramme 2.0.2.

Hom*™(X,Y) ————— Homg ~*"*"(Ilx,IIy)a,
(*)ctl T7T1
Homglr:)?ls)szket (X0t7 )/;)t) - Homglroogseil (et ,%) ((XCta )7 ( ety *))Ay

Dans la suite de cette section, nous allons nous intéresser aux morphismes suivants, dans ’idée
de compléter le diagramme :

1. Toubli de point base Homp, °¢cly  (Xet, Yer) — Homglr;?gsef(ket o (Xet, #), (Yer, ) ay

2. le morphisme 7 : Homgr;?g:f(keh*)((Xety %), (Yet, %)) ay — HOmm PN (T, My ) A

2.1 L’action de monodromie

Nous avons remplacé le groupe fondamental étale par le type topologique étale, ce qui permet
d’utiliser des méthodes issues de la théorie de I’homotopie. Pour relier les morphismes entre espaces
pointés et non-pointés, nous reconstruisons formellement [’action de monodromie. Pour cela, nous
introduisons les groupes d’homotopie topologique d’un pro-ensemble simplicial, qui se comportent
comme les groupes d’homotopie classique de topologie-algébrique. Nous notons (7,0,1) et (S™, )
respectivement l’intervalle unité simplicial pointé en ses deux sommets 0 et 1, et la n-sphere
simpliciale pointée, vus comme pro-ensembles simpliciaux constants.

Définition 2.1.1 (Groupes d’homotopie topologique). Soit (Y, y1,y2) un pro-espace pointé.

1. Nous notons 7r1 P(Y,y1,y2) I'ensemble Homge(pro-ss.)((£,0,1), (Y, y1,92)). Nous appelons
groupe fondamental topologique de Y en y, le groupe

TP (Y, y) € 1PV, y, y) = Hompeprooss,) (1,0, 1), (Y,,))
— Hompgo(pro-ss,) (5", #), (Y 1)).

2. Généralisons la construction en plus grande dimension. Soit n > 1, nous appelons n-iéme
groupe d’homotopie topologique de (Y, y) le groupe w°P (Y, y) = Hompe(pro-gs. ) (5™, %), (Y, 9)).

Remarque 2.1.2. SiY est fibrant, d’apres le théoreme fondamental de Quillen (théoréeme [1.3.12)), le
n-ieme groupe d’homotopie topologique est ’ensemble des morphismes de pro-ensemble simpliciaux
de (S™,*) dans (Y, y) modulo la relation d’homotopie.

Considérons Y — Z une approzimation fibrante de Y (cf définition [1.3.11)) telle que y; — z;
pour i = 1,2. Alors pour tout chemin « de 2z & z3 dans Z et tout morphisme f: (X,z) — (Z, 1),
le diagramme est commutatif, ot F' est défini via la propritété de relevement des fibrations.
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Diagramme 2.1.3.
(X, x) (I, 0)

?Z
|
X><14>>k

Proposition 2.1.4 (JWhi78| Chapitre 3 Paragraphe 1).
— Le diagramme induit une composition

[(X7 x)? (Y7 Z/l)] X ﬂ-iop(yv yl,yQ) _>[(X7 x)v (Ya yQ)]
(f,a) —(a(f) : z — F(z,1)).

— Lorsque y = y1 = y2, nous en déduisons une action dite monodromique de 771 P(Y,y) sur
(X, @), (Y, 9)].

Cette action est la clé du théoréme classique de théorie de I’homotopie suivant. Nous rappelons
qu’'un pro-ensemble simplicial pointé (Y,y) est dit connexe par arcs si son groupe fondamental
topologique est trivial : 7;°P(Y,y) = *.

Théoréme 2.1.5 (|[Whi78] Chapitre 3 Paragraphe 1). Soient (X,x) et (Y,y) deuzr pro-ensembles
simpliciaux pointés, et supposons Y connexe par arcs. Alors l'oubli de point induit un isomorphisme

X,.f, Y7 ro-osx ; X7Y ro-oSs-
(I€.2). (Vpleross.) i, = XY Ipros

Nous allons raffiner ce théoréme en travaillant au dessus d’une base.

Théoréme 2.1.6. Soit (B,b) un pro-espace, et soit (X,z) et (Y,y) deux pro-espaces pointés
sur (B,b). Notons px : (X,z) — (B,b) et py : (Y,y) — (B,b) les morphismes canoniques, et
0= 7T'1:Op(py> : top(Y y) — W;OP(B,b). Supposons que Y et B sont connexes par arcs, et que
est surjective. Alors le morphisme induit par 'oubli de points est surjectif et se factorise en un
isomorphisme sous laction de A = ¢~ !(Stab(px)).

HomHo(Pro-Ss*)i(B,b) ((Xv x)a (Ya y)) —_ HomHo(Pro-Ss)iB (Xa Y)
¢ e

(HomHo(Pro—Ss*)i(B,b) (X, z), (Y, y)))A

Démonstration. Oublions momentanément le morphisme px. Nous avons une décomposition en
union disjointe

(X, 2), (Y,y)|pro-ss. = 1T Hompo(pro-ss).(,) (X, 2, p), (Y, y,py)) (1)
pE [(Xvw)v(Bvb)}PI‘O-SS*

ou un morphisme fp : (X, z) — (Y,y) de Ho(Pro-Ss) s’envoie sur lui méme vu comme morphisme
sur (B,b), dans la composante p = py fp. En appliquant le méme raisonnement dans le cas des
morphismes non pointés, nous trouvons aussi la décomposition

[Xa Y]Pro—Ss = H HomHo(Pro-Ss)l,B((Xa p)a (Y> pY))' (2)
pe[X7B]PI‘O-SS

Par le théoréme [2.1.5 nous avons une 7} (Y, y) action sur [(X, ), (Y,y)]pro-ss, dont I'espace
des orbites s’identifie avec le terme de gauche de .

Montrons la surjectivité. Soit f € Hompye(pro-ss),B(X;Y), le morphisme f est dans la com-
posante px de . Soit fo € [(X,z), (Y, y)]pro-ss, un antécédent de f. Par définition, fy est dans
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la composante py fo de. Par construction, px et py fo sont égaux dans [X, B]pro-ss. D’apres le
théoreme il existe o € WEOp(B, b) tel que o(py fo) = px dans Homggo(pro-ss,)((X, ), (B,b)).
Soit 7 une pré-image de o, alors 7(fy) est dans la composante px de , donc il s’agit bien d’un
antécédent de f.

Pour l'injectivité, les morphismes fy et f{ ont la méme image si et seulement si il existe
7€ mP(Y,y) tel que fo = 7(f}), qui est envoyé dans Stab(py) C 7i°(B,b) par py.. O

Appliquons ce théoréme au contexte géométrique du théoreme [2.0.1
Par construction, nous avons l'inclusion Ay = ker(Ily — Gy) < Stab(Ily — Gj) = A. Montrons
que A = Ay. Pour cela, nous utiliserons le résultat intermédiaire suivant.

Définition 2.1.7 (SCF). Un groupe profini est dit Strongly Center Free (Fortement Sans Centre)
si tous ses sous-groupes ouverts ont un centre trivial.

Lemme 2.1.8 ([Moc99] Lemme 15.8). Les corps sous-p-adiques sont fortement sans centre.

Soit g € Stab(px), par définition g centralise le sous-groupe ouvert Im(Ilx — Gj) < G, donc
g =1 par (SCF). Ainsi A = ker(Ily — Gj) = Ay. Nous avons montré le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.9. L’application naturelle

Homglr;i)gz&cet (Xet, }/et) - (Homglr::gse&ket,*) ((Xetv *)7 (}/et’ *))AY

est un isomorphisme.

Cet isomorphisme s’insere dans le diagramme [2.0.2

2.2 Pro-groupes et espaces de Eilenberg-MacLane étales

En topologie algébrique, la notion d’espaces d’Eilenberg-MacLane est utilisée pour décrire des
espaces dont I'information homotopique est contenue entierement dans le groupe fondamental. La
classe des espaces d’Eilenberg-MacLane est notée K (7, 1). En utilisant le type topologique étale,
nous donnons une définition analogue pour les objets de nature géométrique.

Définition 2.2.1 (K (7, 1)). Un schéma pointé (Y, y) est un K (met, 1) étale si les groupes d’homo-
topie supérieurs de son type topologique étale sont triviaux : Vn > 2, m,(Yet, Yet) = *.

Exemple 2.2.2. Comme dans le cas topologique, les courbes hyperboliques lisses sur un corps de
caractéristique 0 sont des K (met, 1) (voir [Sch96] Proposition 15).

Un des intéréts de cette notion est que si (Y, y) est un K (e, 1), alors nous avons une équivalence
faible (Y, y) ~ Br$'(Y,y) dans notre catégorie de modeles. Ici B désigne le foncteur espace classifiant.
Rappelons cette construction.

Définition 2.2.3 (Espace classifiant). Soit G, G’ deux pro-groupes.
— Nous appelons EG € Pro-Ss, le nerf de la catégorie ou chaque objet est un élément de G et
tous les objets sont uniquement isomorphes. EG est muni d’'une G action naturelle.
— Nous appelons BG € Pro-Ss, le quotient EG/G. De maniére équivalente, BG est nerf de la
catégorie constituée d’un unique objet et ou chaque morphisme est donné par un élément de
G. Le pro-espace BG est appelé espace classifiant de G.

Proposition 2.2.4. Soit G un pro-groupe.

1. Le pro-espace EG est contractile.

2. Nous avons
G, pour n = 1,
0, pour n > 2,

Tn(BG) = {
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Démonstration. Les preuves sont les méme que dans le cas ou G est un groupe, voir [Hat02],
Chapitre 1 Exemple 1B7. O

Nous introduisons une derniére notion technique avant de continuer. Dans Top, les revétements
sont des fibrations, nous allons montrer un équivalent pour les pro-espaces. Nous rappelons qu'un
morphisme d’ensembles simpliciaux p : Y — X est un revétement si pour tout diagramme

AV Y

. s
lz 7 lp

Ar s X
de fleches pleines u, i, p,v, il existe un unique relévement s qui fasse commuter le diagramme.

Définition 2.2.5 (Revétement de pro-espace). Un morphisme Y — X de pro-ensembles simpliciaux
est un revétement s’il est isomorphe a un revétement niveau a niveau d’ensembles simpliciaux.

Proposition 2.2.6. Les revétements sont des fibrations dans Pro-Ss.

Démonstration. Soit I un ensemble d’indices cofini dirigé, et (Y;); — (X;); un revétement niveau a
niveau. L’unicité du relevement pour les revétements montre que pour tout ¢t € I, le morphisme

Y, = Xy Xlims<t X Y,

est un revétement, donc une fibration et une co-1-équivalence (selon [Isa01] Définition 3.1). Toujours
en suivant Isaksen [Isa01], le morphisme Y — X est une fibration forte (Définition 6.5), donc une
fibration (Proposition 14.5). O

Le morphisme naturel
G = BG; —» m(BG) =G

est l'identité sur G. Cela nous permet de définir le diagramme [2.2.7] ci dessous.
Diagramme 2.2.7.

HomPro-Group(G/a G) & Hompye-ss, (BG,’ BG)

H et

HomPro—Group(G,v G) Ara HomHo(Pro-Ss*) (BG', BG)

Proposition 2.2.8. Toutes les fleches du diagramme|2.2.7 sont des isomorphismes.

Démonstration. 1l est clair par lecture du diagramme que la composée Hompyo.ss, (BG', BG) —
Hompyo-Group(G', G) est surjective. Montrons que c’est une bijection. Pour cela, observons que
les morphismes ¢ : BG' — BG ne dépendent que des morphismes induits au niveau des 1-cellules
¢1: G'=(BG'); — (BG)1 = G. En effet, il apparait par récurrence en applicant les morphismes
face 0, : BG,, = BG,_1 qu'un n-simplexe de BG ne dépend que de ses bords, i.e ses cellules de
dimension 1. Ainsi le diagramme commutatif

BG|, =G —*» BG, =G

zl lz
BG'Y —— m(BG
w1 (BG) —— m(BG)
montre que Hompyo-gs, (BG', BG) — Hompyo-Group (G’ G) est bien une injection.

Pour conclure au résultat de la proposition, il suffit de montrer que le passage a la catégorie
homotopique induit un morphisme surjectif Hompyo.ss, (BG', BG) — Hompye(pro-ss, ) (BG', BG).
Comme tous les pro-espaces sont cofibrants, si BG est fibrant c’est direct d’apres le [théoreme fonda{
de Quillen. En général BG n’est pas fibrant, mais nous en construisons une approximation
fibrante.
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Lemme 2.2.9. Notons G* le pro-groupe (ngi Gj)ici- Le morphisme canonique BG = EG/G —

EG*/G ©f B G est une approzimation fibrante. De plus, le pro-espace BG* = EG*/G* est fibrant.

Démonstration du lemme. Montrons que le morphisme BG — B*G est une équivalence faible. Dans
Ss, le morphisme BG; = EG;/G; — B*G; = EG}/G; est une équivalence faible pour tout 4, donc
BG — B*(@ est une équivalence faible niveau a niveau, en particulier une équivalence faible dans
Pro-Ss.

Montrons maintenant que B*G est fibrant. Dans Ss les morphismes de groupes surjectifs
f: G - G induisent des fibrations E(f) : E(G') — E(G). Par construction, le morphisme

1 -6 = 16 - limc;
i<i j<i I

est surjectif. Par conséquent, le morphisme induit \; : EG; — E(lim;j; G;) = lim;<; EG7 est fibrant.
Dans le diagramme commutatif

EG; 2 E(limj<; G)
l l

(B*G); = EGY/G; —> limj<; EGS = lim;;(B*G);

les fleches verticales sont des revétements donc des fibrations. Ainsi u; est une fibration.

Les espaces (B*G); et limj«;(B*G); admettent des revétements contractibles, donc leurs
groupes d’homotopie de degrés supérieurs ou égaux a 2 sont triviaux. Ainsi, B*G est fortement
fibrant ([Isa01], Définition 6.5), donc fibrant ([Isa01], Proposition 14.5). Le méme argument montre
que BG* est fibrant. O

Fin de la démonstration de la proposition[2.2.8 Le revétement canonique B*G — BG* induit
une injection au niveau des morphismes

HomPro-Group(BG/a B*G) — HomPro-Group (BG/, BG*)

Comme BG* est fibrant, nous utilisons le résultat de la proposition[2.2.8] Nous obtenons le diagramme
suivant
Hompro_ss* (BGI, B* G) > Hompm_ss* (BG/, BG*)
Ho(—)¥ WHo(-)
HOInHo(Pro-Ss*) (BG/, B*G) E— HomHO(PI'O-SS*) (BG/7 BG*)
o I
HomHo(Pro-Ss*) (BG,v BG) - HomHo(Pro-SS*) (Ble BG*)
T (—)¥ W (—)
HomPro—Group(G/7 G) — HomPro—Group(G/7 G*)

Nous concluons par lecture du diagramme que ’application
71 : Hompro-ss, (BG,, BG) - HomPro-Group(G,a G)
est une injection, donc une bijection. Cela compléte la preuve. ]

Nous pouvons généraliser la proposition précédente en ne considérant que les morphismes vers
un espace classifiant.

Proposition 2.2.10 (|[SS16| Proposition A.16). Le morphisme naturel
771(_) : HomPro—Ss* ((X, 1’), BG) - HomPro—Group (7T1(X, a:), G))

est un isomorphisme.
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Soit Y une courbe hyperbolique lisse sur un corps sous-p-adique. D’aprés exemple [2.2.2] Y est
un K (7et, 1). Nous avons en particulier une équivalence faible (Y, *) ~ Bmy(Yet, *). En injectant
cette équivalence faible dans la proposition [2.2.10, nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.11. Reprenons les notations du théoréme(2.0.1. L’application naturelle

Homglrgfgz&ket,*)«Xety *)7 (Yetv *))AY — Homgk—open(HX’ HY>AY

est bijective.

2.3 Une version homotopique du théoréme fondamental anabélien

Nous déduisons des corollaires 2.1.9] et 2.2.11] le résultat suivant.

Théoreme 2.3.1. Soit k un corps sous p-adique, X une k-variété lisse connexe, et Y une k courbe
hyperbolique lisse. L’application naturelle

(—)et : HomP*(X,Y) — Homgr;_ogzﬁket()(et, Yet)
est une bijection.

Démonstration. Nous pouvons compléter le diagramme en utilisant les bijections des corollaires
2.1.9) et 2:2.11] Nous obtenons le diagramme suivant

Howi?™ (X, ¥) - Homg] " (ILy. Ty,

I
(*)(‘1, 1 ZTﬂ'l
T1—open mT1—open

HOHlPro-Ssucet (Xet, Yer) — HomPrO-SS*¢(ket,*)<(Xet7 %), (Yets *)) Ay

et le résultat du théoreme s’en déduit immeédiatement. O

Remarque 2.3.2. Les hypothéses du théoreme sont exactement les méme que celles du théoreme
[2.0.7] il s’agit seulement d’une reformulation.
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3 Une rétraction fonctorielle

Nous pouvons maintenant formuler un équivalent homotopique de la conjecture de Grothendieck
en dimensions supérieures : pour X et Y deux k-variétés anabéliennes, nous avons une bijection
open ~ T1—open . .
Hom;"™(X,Y) — Homp . s¢ et (Xet, Yot ). Pour approcher cette conjecture, nous allons construire
une rétraction
.

el ~

Isomy (X, Y) Isompro-gs(Xet, Yet)
\ﬂ/

Notre moyen technique pour la construire sera de considérer des objets géométriques qui se plongent
comme sous-schéma localement fermé dans un produit de courbes hyperboliques.

3.1 Comptage de points et revétements étales

Avant de présenter le résultat principal de la section, nous présentons une version homotopique de
la formule du point fixe de Lefschetz.

Théoréme 3.1.1 (Formule des points fixes de Lefschetz, [Mill3] Théoreme 25.1). Soit X une
variété compléte nonsinguliére sur un corps algébriquement clos k, et soit p : X — X un morphisme
réqulier. Alors

(T - A) = D (=1)" Tr(p| H' (X, Q).

Ici, I'y, est le graphe de ¢ et A est la diagonale dans X x X. Le nombre d’intersection (I'y, - A)
s’interprete comme le cardinal de l'intersection de I'y, et A, donc du nombre de points fixes de ¢
comptés avec multiplicité. En particulier, quand ¢ est le Frobenius et k£ un corps fini, la formule de
Lefschetz compte le nombre de k-points de X.

Soit .S un schéma noethérien normal, de point géométrique générique 7, au dessus du point
générique 7. Soit s € S un point fermé avec un corps résiduel Fy = x(s) fini de cardinal N(s) = |F;|,
et 5 un point géométrique au dessus de s. Un choix de chemin étale entre s et 1 induit un morphisme

GH(S) = 7'('(1%(8, 5) - W(ft(S’ §) = T('Tt(S, 'F/)
par lequel le Frobenius arithmétique ps € G () agit sur les 7§t (S, 1) -modules.

Proposition 3.1.2 (Formule de Lefschetz homotopique, [SS16] Proposition 4.1). Dans la situation
ci-dessus, soit | un nombre premier inversible sur S. Soit f : X — S un morphisme propre lisse
équidimentionel de dimension relative d, et soit X C X le complément owvert d’un diviseur strict d
croisement normauz D = \JI_; Do — X relativement a S, avec Do /S des diviseurs relatifs lisses
pour o =1,...,n.

Alors la G5 -action sur Hi(Xﬁ,Ql) se factorise par w$%(S, 1), et la @s-action induite compte
le nombre de Fs-points de la fibre X5 par

2d

| Xs(Fs) = N(s)® - D (=1)" Tr(ps| Hey (X7, Qo).
=0

Proposition 3.1.3. Soit k un corps de nombres, X une k-variété lisse, et Y un schéma qui se plonge
comme sous-schéma localement fermé dans un produit de courbes hyperboliques : Y — Cy X ... x Cy.
Soit f : X — W un morphisme de k-variétés. Supposons qu’il existe v € Isompyo-gs(Xet, Yet) tel
que le diagramme

Xe

~ t ©
RN

Yoo —— Wet
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commute. Alors f se factorise a travers Y, i.e il existe un unique isomorphisme g : X =Y tel que
le diagramme
X
g . f
N

commute.

La preuve repose sur le lemme dit de Tamagawa de séparation de points rationels dans des
revétements étales de la courbe.

Démonstration. La proposition s’obtient en considérant un modele régulier de la courbe pour se
ramener a un corps de base fini en le point spécial. Soit S un schéma régulier connexe de type fini
sur Z et de point générique 7. Nous nous placons dans le contexte suivant :
— C; — S sont des courbes relatives propres et lisses, avec des fibres géométriquement connexes
de genre > 1.
— 1Y > W = (] Xg... xg Cpn est un sous-schéma localement fermé, lisse en tant que
S-schéma.
— f: X — W est un S-morphisme, avec X/S lisse.
— X et Y ont les compactifications sur S de la proposition [3.1.2] en particulier telles que
X,Y — S soient des morphismes propres lisses de dimension relative d.
Supposons qu’il existe v € Isompyo-gs((Xy)et, (Yr)et) tel que le diagramme

~ (Xn)et
),'/ \(fn)ct

(Yn)et T (Wh)et
commute. Alors f se factorise a travers Y.

Démonstration. Le morphisme f se factorise a travers Y si et seulement si le plongement
tx Y Xw X — X est un isomorphisme. Il est suffisant de montrer que ¢tx est surjectif. D’apres
[EGA] Corollaire 10.4.6, le plongement ¢tx est surjectif si tous les points fermés sont dans l'image.
Or d’apres [EGA| Lemme 10.4.11.1, tous les points fermés ont un corps résiduel fini. Nous devons
donc établir le fait suivant :

pour tout corps fini F, pour tout x € X(F), f(z) € Im(¢ : Y(F) — W(F)).

Notons s € S le point fermé de la base sous z, et f(z) = (w1,...,wn), avec w; € C; 4(F).
Soit D; < 7{*(C;,s) un groupe de décomposition de w;. D’aprés le lemme de séparation des points
rationnels [Tam97] Corollaire 2.10, les groupes de décompositions de différents points rationels
ne sont pas conjugués. En utilisant la correspondance entre sous groupes ouverts de m§'(C; ) et
reveétements étales connexes de C; 5, nous allons maintenant construire un revétement dont I'unique
point rationnel est w;. En effet, pour tout point rationel w; # w; de C; s, nous pouvons trouver
un sous-groupe ouvert G, < 75 (Cis) tel que D; < G et G,y ne contient aucun sous-groupe de

décomposition (conjugués) de w;. Le groupe G; = ﬂ Gy est un sous-groupe ouvert de 5 (Cis),
w;Fw;
donc il est associé & un revétement étale W; — C; ;. Finalement, en prenant W, = f\il W;, nous

obtenons un revétement étale h : W, — Wj tel que h(W/(F)) = f(x). Apres changement de base
W! — Wy, il suffit de montrer que Y, = Y Xy, W/ a un F-point.

Soit X! = X, xw, W., q le cardinal de F, dx la dimension relative de X/S et dy la dimension
relative de Y/S. D’apres la formule de Lefschetz homotopique (Proposition , nous trouvons

o o0

Y(F) = g™ - Y (=1)" Tr(s| Hee (Y, Qo)) = ¢™ - D (=1) Tr(ps| Hy (X7, Qo) = g™ - | X (F)].
=0 =0
Comme X4(F) # 0, ensemble Y;(F) est non-vide, ce qui conclut la preuve, O
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L’homotopie supérieure intervient dans le comptage via les groupes étales de degré supérieur.

Remarque 3.1.4. L’isomorphisme entre les groupes de cohomologie [-adique dans le calcul de |Yy(F)]
vient de [SS16] Proposition 2.3.

3.2 Morphismes dans un produit de coubes hyperboliques

Comme nous avons vu précédemment, les courbes hyperboliques lisses sur des corps de caractéristique
0 sont des objets de type K (e, 1). Comme nous nous intéressons désormais a des produits finis de
ces courbes, il est intéressant de savoir si la propriété K (met, 1) est conservée apres produit. Nous
avons le fait général suivant :

Fait 3.2.1 ([SS16] Lemme 2.7 b)). Soit k de caractéristique 0, et Y1 et Ya deux k-variétés géométri-
quement connexe et géométriquement unibranche (cf définition . Alors si 'Yy et Yo sont de type
K (e, 1), leur produit ’est aussi.

Nous allons maintenant montrer que le type d’homotopie étale d’'un morphisme dans un produit
de variétés K(7et, 1) peut étre lu composante par composante.

Lemme 3.2.2. Soit k un corps de caractéristique 0 avec Gy, fortement sans centre (SCF), X une
k-variété, et Y1 et Yo deux k-variétés géométriquement connexes et géométriquement unibranches de
type K (met, 1). Alors le morphisme naturel

HomPro-Ss(Xeta (Yl Xk Y2)et) — HomPro-Ss(Xe‘m Yl,et) X HomPro-Ss(Xet7 YQ,et)
est une bijection.

Démonstration. Soit k/k une fermeture algébrique, et z € X,7; € Y; des points géométriques.
Notons Y le produit de Y7 et Y3 sur k, et ¥ = (y1,y2) le point géométrique associé.

L’étude combinée des suites exactes d’homotopie pour Y7 et Ys nous donne le diagramme suivant,
qui fait apparaitre une nouvelle suite exacte :

1 Ay2 Hy2
T T

1 -~ Ayl X AYQ - Hyl e Hyz - Gk — 1
+ +

1 Ayl Hyl

Comme les k-variétés Y7 et Ys sont géométriquement unibranches, le groupe fondamental de leur
type topologique étale est celui de [SGA1|. En utilisant la formule de Kiineth ([SGA1| Exposé XIII
Proposition 4.6), nous avons un isomorphisme Ay ~ Ay, x Ay,. Nous aboutissons au diagramme
suivant :

1 Ay Iy Gk 1
|

! H

14)AY1XAYQ—>HYI XGkHYQHGkH1

qui permet de conclure & un isomorphime IIy = Ily, X, Ily, par le lemme des 5.
Ainsi, par propriété universelle des produits fibrés, il vient que pour tout pro-groupe augmenté
7 — Gy, application naturelle

Homg, (7, IIy) — Homg, (7, Iy, ) x Homg, (7, IIy,)

est bijective. Comme Y7,Y5 et Y = Y] x Y5 sont de type K(met, 1), d’apres la proposition [2.2.10
I’application

HomPro'SS*i(ketvlz’et) ((Xet’ *)’ (Yét’ *)) - HomPro-Ss*i(ketJ;:et) ((Xet7 *)7 (Y176t7 *)) X
Homp, o . | (ke rer) (Xets %), (Yz,et, %))
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est bijective. Comme G}, est (SCF),nous aboutissons au résultat en appliquant le théoréme en
faisant agir des deux cotés par Ay ~ Ay, X Ay,. O

Pour appliquer ce lemme & la question de la rétraction présentée dans l'introduction de cette
section, nous introduisons une derniere définition technique.

Définition 3.2.3 (Facteurs dominants). Soit ¥ un sous-schéma localement fermé dans un produit
de k-courbes lisses géométriquement connectées C; : ¢t : Y — W = C7 x ... x Cy. Notons p; les
projections p; : W — C;. Le plongement ¢ est dit d facteurs dominants si p;t est un morphisme
dominant pour tout ¢ =1,...,N.

Remarque 3.2.4. Si'Y est de plus géométriquement connexe et géométriquement réduite sur k, nous
pouvons toujours, quitte a retirer des points rationnels, supposer que ¢ est a facteurs dominants.
La proposition suivante est une conséquence directe du lemme et du théoreme [2.3.1}
Proposition 3.2.5. Soit k un corps sous-p-adique, Y — W = Cy x ... x Cny un plongement a
facteurs dominants d’une variété géométriqguement connexe et géométriquement unibranche dans un

produit de courbes hyperboliques, et X une k-variété lisse connexe. Alors pour tout morphisme -
ouvert v : Xet — Yet, il existe un unique morphisme de k-variétés f : X — W tel que le diagramme

Xe

t
Y N f(v\
v N
}/et Lot > W et

commute.

Démonstration. D’apres le Théoreme a chaque composée v(ip;)et correspond un morphisme de
k-variétés f; : X — C;. Notons f = (f;), nous concluons d’apres le lemme que fot = Yiet. [

3.3 Existence de la rétraction

Théoréme 3.3.1. Soit k un corps de nombres, X etY des k-variétés lisses et géométriquement
connexes qui se plongent comme sous-schéma localement fermé dans un produit de courbes hyperbo-
liques sur k. Alors le morphisme naturel

(_)et : ISOIHk (X, Y) — IsomPro-Ssiket (Xeta Y;et)
admet une unique rétraction fonctorielle
7 ISOMPro-Ss| ke (Xet, Yer) —> Isomy (X,Y)

avec les propriétés suivantes :

1. Rétraction : pour tout k-isomorphisme g : X —= Y, nous avons
7(get) = g-

2. Fonctorialité : soit Z une k variété définie similairement a X et Y. Pour des isomorphismes
Yt Xet — Yei et Yo ¢ Yet = Zot, nous avons

r(y271) = r(v2)r(1).

Démonstration. Construisons une telle rétraction. Fixons un plongement a facteurs dominants
Y -« W = C] x ... x Cn dans un produit de courbes hyperboliques. Pour un isomorphisme
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v : Xet —> Yot donné, d’apres la Proposition [3.1.3] il existe un unique morphisme de k-variétés
f: X — W tel que le diagramme

Xt .
T \yf"‘ (3)

Yo ——— Wi

commute. Nous appliquons alors la proposition pour obtenir un unique morphisme de k-variétés
r(y): X — Y tel que
r(7) . \f (4)

”
Y —— W
commute.
Par lecture des diagrammes |3| et |4} il vient que (¢7(7))et = fet = tety, €t en composant par les
projections nous trouvons aussi
(pitr(7))et = (Pit)et- (5)
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Le morphisme r(vy) ne dépend pas de .

1. Rétraction : Par unicité de f puis de sa factorisation en r(get), nous concluons que r(get) est
bien une rétraction. En effet, for = (1g)et, d’ott f = 1g et f se factorise bien par g.

2. Fonctorialité : Nous choisissons un plongement ¢z : Z < V = Dy x...x Dyy. 1l est suffisant de
montrer que (tzr(7172))et = (tz7(71)7(72))et, en effet nous nous ramenons & ’énoncé initial
en regardant le morphisme composante par composante (lemme [3.2.2)), puis en appliquant le

théoreme Le calcul (vz7(7172))et = (t27(71)7(72))et st une application directe de la
propriété ().

La combinaison des propriétés 1. et 2. permet de montrer que 7(y) est un isomorphisme. En effet,
r(y~1) est un inverse de 7(y).

L’unicité de la rétraction est aussi une conséquence du lemme [3.2.2] et du Théoréme O

Démonstration du lemme. . Soit /' : Y — W' = C] x ... x (), un autre plongement. Nous obtenons
par construction un unique morphisme f’ : X — W', et une factorisation ¢’ : X’ — Y. La
construction appliquée au produit (¢,¢') : Y < W x W’ induit le morphisme (f, /') : X — W x W/,
qui se factorise par h : X — Y. Finalement, en projetant (f, f’) sur chacun des facteurs, nous
trouvons que r(y) = h = ¢’. Donc r() est bien indépendant du choix du plongement. O

Remarque 3.3.3. Ce résultat est intéréssant car il met en jeu des variétés de dimensions supérieures
qui ne sont pas nécéssairement des K (e, 1).
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4 Voisinages artiniens fortement hyperboliques

Il est maintenant naturel de savoir si nous pouvons trouver de bons espaces X et Y pour lesquels la
rétraction 7 : IsSompro-Ss| ke (Xet, Yer) — Isomy(X,Y') est un isomorphisme.

4.1 Les voisinages artiniens fortement hyperboliques

Les voisinages artiniens fortement hyperboliques (SHAN) sont des objets de dimensions supérieures
qui sont pour autant contraints par des conditions géométriques et homotopiques fortes.

Définition 4.1.1 (Fibration élémentaire). Soit k& un corps, X et Y deux k-variétés lisses. Un
morphisme f : X — Y est une fibration élémentaire si c’est le complémentaire dans une courbe
propre lisse f : X — Y avec des fibres géométriquement connexes d’un diviseur D C X qui est fini
étale sur Y, et tel que les fibres de f soient des courbes affines.

Les fibrations élémentaires conservent le type K (e, 1).

Proposition 4.1.2 ([SS16] Proposition 2.8). Soit X — Y wune fibration élémentaire de variétés
lisses sur un corps k de caractéristique 0. Si'Y est de type K(met, 1), alors X lest aussi.

Définition 4.1.3 (SHAN). Un voisinage artinien fortement hyperbolique (SHAN) est une k-variété
lisse telle qu’il existe une suite de morphismes

X=X,— X1~ ...~ X1 — Xy = Spec(k)

telle que pour tout i :
1. le morphisme X; — X, 1 est une fibration élémentaire dans des courbes hyperboliques,

2. X; admet un plongement X; — W; dans un produit de courbes hyperboliques.

Une application récursive de la proposition montre que les SHAN sur des corps de
caractéristique 0 sont des K (7et, 1).

Proposition 4.1.4 (|[SGA4], Exposé XI Proposition 3.3). Tous les points d’une variété lisse
géométriqguement connexe sur un corps parfait infini k admettent un systéme fondamental de
votsinages artiniens fortement hyperboliques ouverts pour la topologie de Zariski.

Remarque 4.1.5. La proposition de [SGA4| est formulée sur un corps algébriquement clos. Cependant,
elle s’adapte au cas d’un corps parfait infini et un point rationnel, voir [SS16] Lemme 6.3.

Nous allons maintenant faire une esquisse de la preuve du théoréme suivant.

Théoréme 4.1.6. Soit k un corps de nombres, et X un SHAN sur k. Si~y € Autgo(Pro-Ss) ke (Xet)
est un automorphisme tel que r(v) = Idx, alors v = Idx,,.

Démonstration (esquisse). Choisissons un point géométrique z au dessus du point générique. Par
le corollaire nous pouvons trouver un relévement pointé vy € AutHo(Pm_Ss*) i(ket,l_ﬂet)(Xet’ *)
de 7.

Soit ¢ = m1(70). Comme X est de type K (7et, 1) (par la proposition [4.1.2)), d’apres le corollaire
il suffit de montrer que g est un automorphisme intérieur de m$*(Xet, ) induit par un élément
de 7" (X3, T).

Pour montrer ce résultat, nous procédons par récurrence sur la dimension de X. Le cas X =0
est clair. Soit f : X — Y le dernier morphisme de la fibration, i.e une fibration élémentaire dans des
courbes hyperboliques avec Y un SHAN. Par récurrence, supposons que le théoréme est vrai pour
Y. Notons y = f().
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Comme X est de type K (met, 1), la suite ezacte longue d’homotopie (cf [Fri82] Théoreme 11.5)
donne lieu & une suite exacte courte

1 — 1 Xy, 2) — 77X, 2) = 77(Y,y) — 1.
Si g préserve les classes de conjugaison, il préserve A = 7$*(X, Z) et induit un G-automorphisme
o : 11 (Y, g) — 71" (Y, 9).

Comme Y est de type K (e, 1), nous pouvons trouver un élément oy € AUtHo(Pro-Ss*)uket,l?;et) (Yot Yet)
qui correspond & tp. Notons § € Autge(Pro-Ss)ike (Yet) I'automorphisme sous-jacent a dp, et
¢ = 71(0) Pautomorphisme extérieur sous ¢g. Nous avons 0 foy = fet?-

Lemme 4.1.7. Soit f,§ et v comme ci-dessus, tels que 0 for = fer7y. Alors fr(6) =r(y)f = f.

Nous en déduisons que r(v) = Idy, et par hypothese de récurrence, v = Idy,,. Ainsi, ¢ = m1(do)
est un automorphisme intérieur de §*(Y, y) donné par un élément de 7§* (Y7, y). La fin de la preuve
s’obtient en effectuant le changement de base X = X xy 1, avec K le corps résiduel du point
générique 7. La variété X est une K-courbe hyperbolique lisse, et la géométrie anabélienne des
courbes hyperboliques ([Moc99]) permet alors de conclure. O

Dans cette preuve, nous avons fait I’hypothese cruciale que ¢ préservait les classes de conju-
gaisons. Nous démontrons ce résultat dans le reste de la section.

Démonstration du lemme. Comme Y se plonge dans un produit de courbes hyperboliques, il suffit
de montrer que hfr(d) = hr(y)f pour tout morphisme dominant h : ¥ — C dans une courbe
hyperbolique. Par le théoréme [2.3.], il suffit de montrer que

hetfetr(é)et = hetr(y)etfeb

Le calcul est une application directe de la propriété (). ]

4.2 Une propriété cuspidale pour les courbes non rationnelles

Nous commencons par le cas particulier ou les courbes hyperboliques qui interviennent dans le
plongement ne sont pas rationnelles.

Définition 4.2.1 (Automorphisme normal). Un automorphisme de groupe est dit normal si tout
sous-groupe normal est envoyé sur lui méme.

Proposition 4.2.2. Soit k un corps de nombres, et X une k-variété lisse géométriquement connexe
avec un plongement a facteurs dominants comme sous-schéma localement fermé d’un produit de
k-courbes hyperboliques

t: X —>W=C x...xChn.

Nous faisons Uhypothése supplémentaire suivante :
(NR) : aucune des C; n’est rationnelle.

Alors, pour v € Autyio(Pro-Ss) ke (Xet) tel que 7(v) = Idx, le morphisme induit p = m1(7) €
Aut@ (1 (X)) est un automorphisme normal.

Démonstration. Soit N C m§*(X) un sous groupe normal ouvert. Alors ¢(N) est un sous-groupe
normal ouvert et nous voulons montrer que N = ¢(N). Nous notons Xy le revétement étale
connexe de X associé a N, et (Xn)et est le revétement de X associé & N. Comme r(vy) = Idy,
une applications des théorémes et montre que teyy = tey. Par la propriété classique de
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classification des revétements par les sous-groupes du groupe fondamental de la base (cf [AMG69]
Chapitre 2 Corollaire 2.8), il existe un revétement de pro-espace

IN (XN)et - (X@(N))et

tel que le diagramme suivant commute :

(XN)et — Xet Lg Wet
INY ] [
(Xga(N))et — Xet =4 Wet

Pour montrer que N = ¢(N), il suffit de trouver un morphisme Xy — X, () tel que

XN — X Ly Wet
v [ I
X@(N) - X 4 Wet

commute. En effet, cela implique que N C ¢(N), puis que N = ¢(N) car N et ¢(N) ont le méme
indice dans 7§*(X).

Comme aucune des courbes C; n’est rationnelle, remplagons les par leurs compactifications
lisses. Apres ce remplacement, W est produit de courbes propres lisses de genre positif. Soit S
un schéma régulier connexe de type fini sur Z et de corps résiduel k. La proposition s’obtient en
considérant les modeles réguliers des variétés sur S, i.e nous nous retrouvons dans la situation
suivante :

AN — X 5 Wy
3 l I

%(N)%%AWM

)

Par le théoreme de densité de Chebotarev, (cf [Mil20] Théoréeme 3.25), le morphisme 2x —
Z (N existe si et seulement si Pensemble des points fermés de 2™ qui se séparent completement
dans % coincide avec ’ensemble des points fermés de 2 qui se séparent completement dans
Z,(n)- Alnsi, il faut montrer que pour tout corps fini F et tout x € 27(F), il existe un point dans
AN sur x si et seulement si il existe un point dans 2 y) au dessus de z. Cela se déduit exactement
comme dans la preuve de la proposition : en trouvant un bon revétement étale W’ — W, puis

en effectuant le changement de base, et la conclusion se fait par un argument de cardinalité. O

Proposition 4.2.3. Fizons k une cloture algébrique de k, et T : Spec(l;:) — X un point géométrique.
Sous les hypothéses de la pmposition Uautomorphisme ¢ : w8(X, ) — m$%(X, T) préserve les
classes : chaque élément est envoyé sur un élément conjugué.

Démonstration. Prenons encore N C m§'(X,Z) un sous-groupe normal ouvert. Nous avons montré
que p(N) = N, i.e  induit un automorphisme ¢ de G = 7$*(X,z)/N. Nous reprenons également
un schéma S connexe régulier de type fini sur Z et de corps résiduel k, tel que la situation s’étende
sur S, i.e nous obtenons un revétement galoisien Zn — Z de groupe de galois G.

Soit ¢ € G arbitraire, et notons H le sous-groupe de G engendré par g. Par densité de
Cheboterev, nous trouvons un point fermé P € 2" et un point fermé P’ € 2 sur P tel que g est
le Frobenius de P’ dans G.

Soit Py I'image de P’ dans la sous-extension 2% engendrée par H. Alors Py a le méme corps
résiduel que P : k(Pg) = k(P). Le méme argument montre qu'il existe un point fermé Qu € Z5 )
sur P avec k(Qg) = k(P). Ainsi, H contient le groupe de décomposition Gg/(Zn/Z") d’un point
Q' € Zy sur Qu. Les groupes G et Go/(Zn/ %) ont le méme ordre donc sont égaux.

Le groupe Go/(Zn/Z") est généré par un autre Frobenius sur P, i.e pour un h € G par le
conjugué hgh~! de ¢g. Nous obtenons

(@(9)) = ¢(H) = (hgh™")
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d'ott
@(g) = hg™h ™!

pour un certain m € Z*.

Soit g € 7¢*(X, Z) arbitraire. Pour un sous-groupe normal ouvert N nous notons I'image de g
dans G = 7$*(X,Z)/N par gy. L’automorphisme induit sur G par ¢ est noté ¢ . Le sous ensemble
fermé

My = {(h,m) € 7$"(X,Z) x Z | on(gn) = hn(gn)"hy'} € 754X, ) x 2~

est non-vide par 'argument de densité de Chebotarev. De plus, si N1 C N3 sont deux sous-groupes
normaux ouverts, My, C Mpy,. Par compacité, 'intersection de tous les My est non vide, et pour
n’importe quel

(hg,myg) € ([ Mn C 7$"(X,Z) x L~
N

nous avons ¢(g) = hggm(g)hg_l. Montrons que m(g) = 1 pour tout g. En effet, I’extension cycloto-
mique de k induit une surjection
(X, z) = Gy — Z

préservée par ¢ (car ¢ est un Gg-automorphisme). L’égalité m(g) = 1 est vraie pour les éléments
dont 'image dans Z géneére un sous-groupe ouvert. C’est une partie dense car elle contient la
préimage de Z. Le résultat suit par compacité. ]

4.3 Propriété cuspidale : cas général

Nous allons maintenant généraliser la proposition m pour enlever I’hypothése (NR) de non
rationalité des courbes C;. Nous introduisons un résultat de géométrie dans les pro-espaces. Rappelons
qu’une catégorie de modeles est dite propre a gauche (resp. a droite) si les équivalences faibles sont
préservées par les sommes amalgamées le long de cofibrations (resp. préservées par les produits
fibrés le long de fibrations).

Proposition 4.3.1 ([Isa0l] Proposition 17.1). La catégorie de modéles sur Pro-Ss est propre a
gauche et a droite.

Une conséquence de la propreté est le lemme suivant.

Lemme 4.3.2 ([Hir03] Lemme 12.3.3). Soit W — W wune fibration de Pro-Ss. Supposons que
f: X —=>Wetg:Y — W sont des morphismes de Pro-Ss, et h: Y — X est une équivalence faible
avec g = fh. Alors le morphisme naturel

hxId:Y xyw W — X xy W
est une équivalence faible.

Proposition 4.3.3. Soit W, X,Y des pro-espaces et f : X — W, g:Y — W des morphismes de
pro-espaces. Supposons qu’il existe v € Isompye(pro-ss)(X,Y) tel que gy = f dans Ho(Pro-Ss).
Soit p: W' — W un revétement.

Alors il existe v € Isompyg(pro-ss) (X xw W', Y xw W) tel que le diagramme

X+~ XxyW =W
Ul ~ [
Y —YxywW — W

commute.
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Démonstration. Nous pouvons remplacer W puis X et Y par des approximations fibrantes. Ainsi,
nous supposons désormais que 7 est une équivalence faible de Pro-Ss telle que gy = f dans
Ho(Pro-Ss), et que p est un revétement niveau a niveau.

Choisissons une homotopie F': X x A[l] — W entre f et gvy. Le diagramme suivant commute
sur le carré extérieur car F' se restreint & f sur X x {0}.

(anww)xm}ﬂ%gw"

\[: ,/”/F/ lp
f /
(X xyy W) x A[]IJ‘FXXA[KV

La propriété de I'unique relévement d’un revétement induit un unique morphisme F’. Donc l'affec-
tation
(x,w'") = (z, F' (2,0, 1))
définit un morphisme
@ X xl, W= X < w
qui commute dans Ho(Pro-Ss) avec les projections respectives & W' et est un isomorphisme dans
Pro-Ss. D’apres le lemme le morphisme induit

yxId: X x{I W — Y x{, W

est une équivalence faible. Nous obtenons I'équivalence faible de I’énoncé en considérant la composi-
tion 7/ = (y x Id)e. O

Nous pouvons adapter sans peine ce résultat en termes de schémas et de type topologique
étale.

Proposition 4.3.4. Soit W, X,Y des schémas, et f : X — W, g : Y — W des morphismes.
Supposons qu’il existe v € Isompg(pro-gs)(Xet, Yet) tel que gty = fer dans Ho(Pro-Ss). Soit
W' — W fini étale.

Alors il existe v € Isompg(pro-ss) (X Xw W)et, (Y xw W) tel que le diagramme

Xet — (X xw W/)et — We/t
1 + Il
Yvet — (Y XW W/)et — We/t

commute dans Ho(Pro-Ss).

Définition 4.3.5 (Revétement ¢-géométrique). Soit k un corps de nombres, X une k-variété connexe,
et £ un nombre premier. Nous disons qu’'un revétement connexe étale pointé h : (X', z’) — (X, ) est
(-géométrique si action de 7§'(X;, ) sur la fibre géométrique h™1(Z) se factorise par un ¢-groupe
fini.

Si H =7$t(X',7') C m§(X, x) est le sous-groupe ouvert correspondant, H = H N 7$*( X, T)
et N est le sous-groupe normal maximal de 7$*(X 7> T) contenant H, alors étre (-géométrique est
équivalent & ce que 7$*(X3,T)/ N soit un ¢-groupe.

Le lemme technique suivant utilise des idées classiques en géométrie anabélienne. Il repose
notamment sur les travaux de Nakamura pour la compréhension du ¢-Frattini.

Lemme 4.3.6 (|SS16| Lemme 5.4). Soit k un corps, £ un premier différent de la caractéristique de
k, et (C,c) une k-courbe hyperbolique géométriquement pointée. Alors

w(C.e) = JH

ot H parcours les sous-groupes ouverts de n$*(C,¢) tels que le revétement étale associé Cy — C
soit £-géométrique et que Cr admette une compactification lisse de genre g > 1.
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Proposition 4.3.7. Soit k un corps de nombres, et X une k-variété lisse géométriquement connexe
qui se plonge comme un sous-schéma localement fermé dans un produit de courbes hyperboliques. Alors,
pour y € AUty (Pro-Ss) ke (Xet) avec 7(y) = Idx, le morphisme induit ¢ = m1(7y) € Aut%‘f(m(X))
préserve les classes.

Démonstration. Soit ¢ : X — W = Xj X ... X Cny un plongement a facteurs dominants dans
un produit de courbes hyperboliques sur k. Choisissons un point géométrique z de X, et notons
w = (). Soit o € n§*(X, ) arbitraire.

Si aucune des C; n’est rationnelle, nous concluons avec la proposition Dans le cas
contraire, supposons qu'une des Cj, par exemple C1, est rationnelle. Notons ¢; = p;(w), et soit N
le sous-groupe normal maximal de 7$*(C},¢1) contenu dans I'image de 7¢*(X, z). Choisissons un
nombre premier ¢ > (7$*(Cy,¢1) : N).

D’apres le lemme il existe un revétement étale connexe ¢-géométrique (C1,¢;) — (C1,¢1)
tel que 7§t (p1e) (o) € 7$H(C1, ¢)) et que le genre de C] soit positif. Notons &’ le corps de base de Cf.
Alors le schéma

! ! / !/
X' =X x¢, O1 =X X0y, C1 = X X0y 0w ) (C1 X Cor Xy - Xy Cry )

est géométriquement connexe sur k’. En procédant de maniére récursive, nous trouvons un revétement
fini étale connexe (W', w') — (W, w) tel que

1. W = Cf Xgr ... Xz C'n, avec k' une extension finie de k, et les C! des courbes lisses

géométriquement connexes sur k', avec une compactification de genre supérieur ou égal a 1,

2. X' =X xw W' est géométriquement connexe sur k’,

3. o€ m(X', &) avec ' ¥ (z, w).

Soit ¢/ : X’ — W' I'immersion induite par ¢. Par le lemme il existe 7' € Autyo(pro-ss)(Xey) tel
que le diagramme

!
;o /
Xet — Xet — et
1 ~' l
Xt — X} 5 W/
et < Agp = et

commute dans Ho(Pro-Ss). D’apres le théoréme nous pouvons relever y en yp € Autgro(pro-ss, ) (Xet, Tet)
et 7' en vy € Autgo(pro-ss,) (X, Toy), et il existe un élément 7 € 7§ (X, T) tel que

7(30) = 5t (o),

Par la proposition [4.2.3} il existe 7/ € 7$'( X", 7') tel que 7*(v)) = /o'~ 1. Ainsi 7% (70)(0) est un
conjugué de o, ce qui conclut la preuve. O

Le lemme et le théoréme impliquent le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.8. Tous les points d’une variété lisse sur un corps de nombres admettent un systeme
fondamental de voisinages hyperboliques anabéliens fortement artiniens.
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