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Déroulement du stage

Le stage était constitué principalement par la lecture d’articles et de livres mathématiques.
Lors de rendez-vous hebdomadaires avec Joan Bellier-Milles, nous déterminions la suite du stage,
quels textes étudier, quels calculs tenter d’effectuer.

Introduction

Lorsqu’on étudie les différentes facons de déformer une algebre associative, la cohomologie de
Hochschild associée a cette algebre porte des informations importantes sur ces déformations. Il est
possible de généraliser cette cohomologie pour une algebre associative courbée, mais on a alors un
probléme : la cohomologie est toujours triviale.

Pour mieux décrire les algebres associatives courbées, on peut utiliser plutoét la cohomologie
d’André-Quillen. Sa construction nécessite d’utiliser la notion de catégorie de modeles.

1 Définitions préliminaires

Une algébre associative (A, ) sur un corps k est un k-espace vectoriel A muni d’une multipli-
cation p: A® A — A vérifiant : Va,b,c € A, u(u(a,b),c) = pla, u(b, c)).

Une algébre graduée A est la donnée d’une algebre A, et d'une décomposition A = @,, A
telle que Va € A,,,,Vb € A,,,ab € Apyyr. Pour a € A,,, on note |a|] = m. Selon les cas étudiés, m
peut étre a valeurs dans Z ou Z/2Z.

Une algébre différentielle graduée (A,d), ou dg-algébre, est la donnée d’une algébre graduée A
et d’une application linéaire d : A — A de degré —1 (ce qui signifie d(4,,) C A,,—1), vérifiant
d(ab) = (da)b+ (=1)!%la(db) et d*> = 0.

Une dg-algebre courbée (A, d,0) vérifie les mémes hypotheéses, a I'exception que 1’égalité d? = 0
est remplacée par l'existence d'une courbure § € A_5 telle que d?a = fa — af, avec df = 0.

Un compleze de chaines sur un anneau R est une suite ((X,,)nez, (dn @ X = Xn—1)nez), ol
X, est un R-module, et d,,_1d, = 0. Un morphisme de complexes de chaines f : X — Y est une
suite d’applications R-linéaires (fy,)nez telles que dy, fr, = fr—1d,. On note Ch(R) la catégorie des
complexes de chalnes sur 'anneau R.

Pour X un complexe de chaines, on définit son homologie Hqe(X) par le quotient : H,(X) :=
ker(d,)/im(d,+1). Toute fleche f: X — Y induit donc un morphisme Hq(f) : Ho(X) — Ho(Y).

Une homotopie de chaines entre deux morphismes de complexes de chaines f,g : A — B est
une application h : Ay — Bey1 telle que dph + hdqa = f — g. L’existence d’une homotopie de
chaines implique Ho(f) = Ho(g).

On définit, pour tout m € Z :



— 8™ € Ch(R) tel que (S™),, = Ret (S™),=0sin#m;d=0.

— D™ e Ch(R) tel que (D™),, = (D™);p—1 = R et (D™), =0sin ¢ {m,m—1}; dy,, = Idp.
Parfois, pour distinguer les deux copies de R, on notera D™ = R("™) @ R(M=1 et z(m),
(™= Pélément x € R vu dans I'un ou Pautre.

2 Théorie de la déformation

2.1 Déformation d’une algebre associative
La notion de déformation formelle d’une algebre associative est traitée plus en détail dans [4].
Soit (A, u) une algebre associative sur un corps k. Le complexe de Hochschild de A est noté

CH*(A, A) = ({C"},,50,0) avec C™ = hom(A®™, A) et 9 : C"~! — C™ défini par :

a(nil)f(ala RN an) = (llf(GQ, Tt a") +

n—1

> (=1 f(ar, . aitign, -y an) + (1) f(ag, . ano1)an.

i=1
L’application 0 vérifie bien 9% = 0. C’est donc une différentielle. Pour f € C"~2, on a :

n—2
82f(6l1, EERE an) = a1a2f(a3a EERE an) +a; Z(_l)if(a% sy Q105425 - - 7an) +
i=1

n—1
a1(=1)"f(ag,...,an—1)an — (a1a2) f(as,...,an) + Z(—l)ialf(ag, e Qi1 e, Oy )
=2
n—1 i—2
Z(—l)l Z(—l)]f(al, ey aj(ljJrl, ey QA4 1y ey an) +
i=1 =1
(_1)7;71.]0(0‘1’ sy 1G5 A541y - - - 7an) + (_1)if(a’17 sy @A 1 Q5425 - - a’n) +
n—1
Z (_1)]_1f(a/la sy QiGi4 1, -5 Q55415 - - 7an> +
j=i+2

Z(_l)i(_l)nilf(ala B TR PR an—l)an + (_l)nil(_l)nilf(ala LR an—2)(an—1an) +
i=1

[\

(=D)"a1f(aa,...,an-1)an + (=1)" 27:(—1)1']‘(@7 e Qg Gy) F

1
(—1)71(—1)71_1&1‘]0(@2, e ,an_l)an =0.

On pose alors Z" := ker 9™, B" := im "~V et on note HH"(A, A) = Z"/B" la cohomologie
de Hochschild de A.

Notons A[t] le k[t]-module des séries entieres formelles a coefficients dans A. Une déformation

formelle de A est la donnée d’un produit sur A[t], qui coincide avec la multiplication sur A. Plus
formellement :

Définition 2.1. Une déformation formelle & un parametre de A est une série entiére formelle
M =", pnt"™, avec p, € hom(A® A, A), telle que pio = p. La déformation est dite associative si
elle munit Aft] d’une structure de k[t]-algébre, i.e. : VYa,b,c € A, M(M(a,b),c) = M(a, M(b,c)).
On note Alt]ar ou A la structure obtenue.



On remarque que dans cette définition, M n’est définie que sur A® A. Cela suffit pour I'étendre
E[t]-linéairement sur Aft] ®xpp A[t]-

Etant donnés pg, i1, - - -, fin, & quelles conditions peut-on construire une déformation associative
dont les premiers termes soient ceux-ci?
Une déformation M est associative si et seulement si :

Va,b,c € A, ZZuzunzab ZZuzaunsz))

n 1=0 n =0

ie.Vn €N, Va,b,c€ A, Zulunzab Zulaunzbc))
=0

n—1

ie. Vn € N, Va,b,c € A, Ou, = Z(ui(un_i(a,b), ¢) — pi(a, pn—i(b,c))).

i=1

Si o, - - ., pn—1 vérifient cette relation pour tout n’ < n (« Z?;ol wit® est associative modulo " »),
le terme de droite dans la derniére égalité, noté Obs,,, est I’obstruction & étendre Z::Ol it en une
déformation associative modulo ¢"*1. On peut démontrer que c’est un 3-cocycle de la cohomologie
de Hochschild, c’es-a-dire dObs,, = 0. Par conséquent, on peut étendre Z?;OI w;it’ si et seulement
si 'obstruction est un 3-cobord.

En particulier, si HH3(A, A) = 0, alors toute déformation finie Z _o Mnt™ associative modulo
tN+1 peut s’étendre en une déformation associative oo o ™.

Un autre probleme qu’on peut poser concernant les déformations algébriques est celui des
morphismes entre déformations d’'une méme algebre.

Définition 2.2. Soient Ay et Ay deux déformations associatives de A. Un isomorphisme formel
est une application W : Ayy — An, k[t]-linéaire, pouvant s’écrire : ¥(a) = a+b1 (a)t+pa(a)t?+
C’est un isomorphisme algébrique si c¢’est un morphisme d’algébre, i.e. s’il préserve la multiplica-
tion. On dit alors que Ay et Ay sont équivalentes.

Ces morphismes sont bien des isomorphismes, car leur coefficient dominant ¢y = Id est inver-
sible.

Comme précédemment, si I’on suppose que ¥y + Y1t + - - - + ,_1t"" ! est algébrique modulo
", alors 1o 4+ 1t + - - - + U, t" est algébrique modulo " si et seulement si :

Va,b € A, Opn(a,b) = Y thilp(ab) — > vi(th(a), ¢r(b))
i+j=n i+j+k=n
i#En J,k#n
Le terme de droite est ’obstruction a la prolongation, c’est cette fois-ce un 2-cocycle. Si toutes les
obstructions successives sont des 2-cobords, alors on peut construire ¥ = " 1, ¢™ algébrique entre
Apr et Ay. En particulier, si HH?(A, A) = 0, alors toutes les déformations de A sont équivalentes
a la déformation triviale A définie par K(a,b) = ab.

2.2 Déformation d’une algebre courbée

On généralise les définitions vues pour les déformations d’une algebre associative.

Définition 2.3. Une déformation formelle (Aar, D,©) d’une dg-algébre associative courbée
(A, d,0) est la donnée d’une déformation formelle Ay de lalgébre A, ainsi que de D =Y dy,.t",
© =), 0,t", avec d, : Ag = Ae_1, 0, € A_g, et dy=d, 6y = 0.



Une « bonne » propriété pour une telle déformation serait de conserver une structure de dg-
algebre courbée, c’est-a-dire :
M associative
D(M(a,b)) = M(Da,b) + (—1)1*/ M (a, Db)
D%a = M(©,a) — M(a,©)
DO =0
ie.

Z ﬂi(ﬂn—i(aa b)7 C) - Z Ni(aa ,U'n—i(ba C))

> dilpn-i(a,0)) =Y (n—i(dia, b) + (— 1), _i(a, d;b)

Vn, izo n = (1)
Z didp—ia = Z(,unfi(eia a) = pin—i(a,0;))
=0 1=0

=0

Pour construire un complexe de cochaines adapté, il faut d’abord attribuer un degré cohomolo-
gique aux applications k-linéaires hom(A®", A). Une application f € hom(A®", A) est de degré m
si pour tout mq,...,mpy,on a f(An, @ @ Am,) C Am,+.tm, +n—m- On nomme hom(A®" A)™
le module de ces fonctions.

On peut alors prendre pour complexe C™ = [, ,hom(A®", 4)™ = hom(D,,5, A", 4)™.
Un élément de C™ est de la forme f = {f,}n>0. On prend alors pour différentielle 8f = {gn }n>0,

n+1
gn(at, ... a,) = Z(—l)ifn+1(a1, cey i1, 0,0, . an) + (—1)”’+1dfn(a1, ey ap) F

i=1
n

- lag|+
Z(—1)21<7—|a1‘ mfn(al,...,ai,hdahaiﬂ,...7an) +
i=1

(_1)(n_1_m)|a1|a/1fn—l(a/2a LERN) a/n) +

n—1

Z(_l)ifnfl(a17 ... 7ai717aiai+17ai+27 LI 70“1’7,) + (_1)nf’n71(a17 ceey a’nfl)a’n
i=1

Dans ce contexte, 0, ®d, D, € C?, et (1) se reformule en une égalité de la forme 9(6,, ®d,, B i) =
Obs, ou Obs est un 3-cocycle dépendant des termes d’ordre inférieur a n — 1.
2.3 Limites de cette cohomologie

Cependant, cette cohomologie pose probléme. En effet, le résultat suivant, présenté dans [2]
(en tant que Théoreme 1.5) et admis dans le cadre de ce stage, implique que la cohomologie de
Hochschild d’une algebre associative courbée ne porte aucune information sur l'algebre elle-méme.

Théoréme 2.4. Pour toute algébre associative courbée A, on a : HH*(A) = 0.

Par conséquent, il faut chercher un autre outil pour caractériser une algebre associative courbée
par une cohomologie.



3 Catégories de modeles

3.1 Définition des catégories de modeles

Les définitions et résultats généraux de cette section sont tirés de [6] et [3]. Soient C, D deux
catégories, oil D est petite. On définit C? la catégorie des foncteurs de D vers C, ou des diagrammes
dans C de forme D, comme la catégorie dont les objets sont les foncteurs C — D, et dont les
morphismes sont les transformations naturelles. En particulier, pour D = a — b, CP est la catégorie
des morphismes de C, notée Mor(C).

Si X et Y sont deux objets d’une catégorie C, on dit que X est un rétracte de Y s’il existe deux
morphismes i : X =Y, r:Y — X tels que i = Idx. Dans le cas de la catégorie des morphismes
d’une catégorie C, cela signifie I'existence de 4, 7', r, v’ tels que le diagramme suivant commute :

X' x "o Xx

R

) N 72, 74

On définit le foncteur A : C — CP par A(X): Y € D X, f > Idy, et pour g : X — X/,
A(g) associe le morphisme g & tout objet Y de D.

Soit F': D — C un foncteur. Une colimite de F' est un objet C' de C muni d’une transformation
naturelle t : ' — A(C), tel que pour tout objet X de C et toute transformation naturelle s : F' —
A(X), il existe un unique morphisme s’ : C — X telle que A(s')t = s.

Dualement, une limite de F est un objet L de C muni d’une transformation naturelle ¢ : A(L) —
F, tel que pour tout objet X de C et toute transformation naturelle s : A(X) — F, il existe un
unique morphisme s’ : X — L telle que tA(s') = s.

Les limites et colimites sont uniques a isomorphisme prés, on peut donc parler de « la »limite
ou colimite d’'un diagramme.

Quelques cas particuliers, dans le cas ou ces limites et colimites existent :

— Si D est la catégorie sans morphismes dont les objets sont les éléments de l’ensemble I,
alors un foncteur F': D — C correspond & une famille (X;), ;. La colimite est alors appelée
coproduit, et notée [ [;c; Xi.

— Si D = {b + a — c}, alors la colimite C d’un foncteur F : D — C est appelée la somme
amalgamée du diagramme :

F(a) —— F(c)

|

\
F(b) - C

— Si D est la catégorie vide, alors le seul objet de CP est le foncteur vide. Sa colimite, notée (),
est un objet initial : VX, 3! ) — X. Sa limite, notée *, est un objet terminal : VX, 3! X — .

Soient i : X = Y, p: X' — Y’. On dit que ¢ a la propriété de relévement d gauche (LLP)
relativement a p, et que p a la propriété de relévement d droite (RLP) relativement a i, si pour
tout diagramme commutatif de la forme :



il existe un relévement h : Y — X’ telle que le diagramme suivant commute :

x o x

e
7 p
y sy,
Définition 3.1. Une catégorie de modeles est une catégorie C munie de trois classes de mor-

phismes, stables par composition et comprenant les identités : les équivalences faibles W, les cofi-
brations Cof, et les fibrations F'ib. Elle doit vérifier les axiomes suivants :

1. Pour toute catégorie finie D, tout diagramme dans C posséde limite et colimite.

2. Pour toutes fléches composables f et g, si deux fléeches parmi f, g et f o g sont dans W,
alors la troisiéme également (« propriété du deux sur trois »).

3. W, Cof et Fib sont stables par rétracte.
4. (a) Cof "W a LLP relativement & F'ib.
(b) Cof a LLP relativement a FibNW.
5. Toute fleche f peut se factoriser :
(a) en f =pi aveci € Cof, p€ FibNW ;
(b) en f =pi aveci € Cof N W, p € Fib.

On appelle cofibrations triviales les fleches de Cof N W, et fibrations triviales les fleches de
FibnWw

Lemme 3.2 (Argument du rétracte). Supposons f = pi, ot f a LLP relativement d p. Alors f
est un rétracte de i. Dualement, si f = pi a RLP relativement d i, alors f est un rétracte de p.

Démonstration. Le diagramme suivant montre la manieére de montrer le second point. Le premier
se démontre de la méme maniere.

A=——A A—‘spB_"54
i| 37 f = f p f

O

L’argument du rétracte permet de déduire que laxiome (4) est en réalité une caractérisation
de Cof, Fib, Cof N W et FibNW :

feCof < f a LLP relativement a FibN W
feCof N W <= f a LLP relativement a Fib

f € Fib <= f a RLP relativement a Cof N W
f € FibNW < f a RLP relativement a Cof

Par exemple, pour prouver la premiere équivalence, prenons f ayant LLP relativement a F'ib. Par
Paxiome (5b), on factorise f = pi, avec i € Cof N W, p € Fib. Alors par I'argument du rétracte, f
est un rétracte de p, et donc f € Cof N W par 'axiome (3).

A partir d’une structure de catégorie de modele, on peut définir la catégorie homotopique
associée.



Notons d’abord F(C,W™!) la catégorie libre engendrée par C et par les inverses des fleches
de W. Ses objets sont les objets de C, et ses morphismes sont de la forme (f,..., f,), ou les f;
sont des fleches composables, et sont des morphismes de C ou des inverses de morphismes dans
W. La catégorie homotopique HoC est le quotient de F(C,W~!) par la relation d’équivalence ~
engendrée par les relations :

(Ida) ~ Ida
(f,g) ~go fsif, gfleches deC
(w,w™t) ~Td, (wtw) ~IdsiweW

Certains foncteurs, dits « foncteurs de Quillen », préservent les structures de catégories de
modeles, dans le sens décrit ci-apres.

Définition 3.3. Soient C, D deux catégories de modéles.
— F :C — D est un foncteur de Quillen a gauche si c’est un adjoint a gauche, et s’il préserve
les cofibrations et les cofibrations triviales.
— U : D — C est un foncteur de Quillen a droite si c’est un adjoint a droite, et s’il préserve
les fibrations et les fibrations triviales.
— L’adjonction (F,U) est une adjonction de Quillen si F est un foncteur de Quillen a gauche,
et U un foncteur de Quillen a droite.

3.2 Catégories de modeles cofibrement engendrées

L’axiome (4) des catégories de modeles implique que pour définir une catégorie de modeles, il
suffit de connaitre W et Cof. Formaliser cette méthode nécessite des définitions préalables.

Tout ordinal A peut étre vu comme la petite catégorie dont les objets sont les éléments de A,
et dont les fleches sont les inclusions.

Définition 3.4. Soit C une catégorie ayant limites et colimites associées a toute petite catégorie
(¢« C a des petites limites et colimites »). Soit A un ordinal. Une A-suite est un foncteur X : A — C
préservant les colimites. On la note :

X0—>X1—>~-~—>Xﬂ—>X5+1—>...

La fleche Xo — colimg<y X3 donnée par la définition de la colimite est appelée la composition
transfinie de la suite.

Définition 3.5. Pour tout cardinal k, un ordinal limite o est k-filtré si :
VACa, |[A|<k=suwpA<a

Soit D une collection de morphismes. Un objet A d’une catégorie C est r-petit relativement a D
st pour tout ordinal X k-filtré, et pour toute A-suite X dont les fleches X3 — Xpg11 sont dans D,
on a : colimg<y home(A4, X5) = home (A, colimgey Xp).

Un objet est petit s’il est k-petit relativement a home tout entier pour un certain cardinal .

Soit I une classe de fleches dans une catégorie C.

Définition 3.6. Une fleche f est :
— I-injective st elle a RLP relativement a I, on note f € I-inj.
— I-projective si elle a LLP relativement da I, on note f € I-proj.
— wune I-cofibration si elle a LLP relativement d I-inj, on note f € I-cof.
— une I-fibration si elle a RLP relativement a I-proj, on note f € I-fib.



Une fléche f est un complexe I-cellulaire si c’est une composition transfinie de sommes amalgamées
d’éléments de I, on note f € I-cell.

Lemme 3.7. SiC a des petites colimites, alors I-cell C I-cof.

Théoréme 3.8 (Argument du petit objet). Supposons que les domaines des fleches de I sont
petits relativement a I-cell. Alors il existe deuz foncteurs v,6 : Mor(C) — Mor(C) tels que toute

fleche f de C vérifie : f =06(f) ov(f), v(f) € I-cell, §(f) € I-inj.

Démonstration. Soit k un cardinal tel que le domaine de toute fleche de I soit k-petit relativement

a I-cell. Soit A un ordinal x-filtré.
Soit f : X — Y une fleche de C. Par induction transfinie, on commence par construire une
M-suite Z : A — C fonctorielle en f, avec Z(J; = X, et une transformation naturelle p/ : Zf - Y

f
P
telle que f se factorise en X = Zg — Z/’; NG
— Zi=X.pl=f
— Si 8 est un ordinal limite, Zg = colimqy < Z1, et pé est induite par les p,, a < 3.

— Soit S un ordinal pour lequel on a construit Z g et pé. Construisons Z [’; 4 et pg Y1
Posons Sz 'ensembles des diagrammes commutatifs s de la forme :
.7

A
T
B Y

tels que gs € I. On définit alors Z g 41 comme le pushout :

S

@

S

> 7f
HSES;; AS ZB

f
Hsesﬁ B, g Zﬂ+1

et pgﬂ est induite par pé.
On peut alors poser (f) la composition de Z/, et 6(f) : E; = colim Z/ — Y induite par p/. Cette
définition donne directement 0(f) o y(f) = f et v(f) € I-cell. Il reste a vérifier 6(f) € I-inj.
Soit g € I, et prenons un diagramme commutatif :

_roB

~

5(f)

S

— =Y
k

Par hypothese, A est k-petit relativement a I-cell. Il existe donc 5 < A tel que h se factorise en



h
AL 7 /’; — FEy. Le relevement est donné par le diagramme suivant :

A b Ey
k /
f
Zs
g l 5(f)
f
Z/3+1 ;
k:@ &H
Y
k
ot kg est donné par la construction de Z g 41 O

Définition 3.9. Une catégorie de modéles C est dite cofibrement engendrée s’il existe deux en-
sembles de fleches I, J tels que :

1. Les domaines de I sont petits relativement a I-cell (i.e. I permet ’argument du petit objet).
2. Les domaines de J sont petits relativement ¢ J-cell (i.e. J permet Uargument du petit objet).
3. Fib = J-inj.
4. FibNW = I-inj.

L’ensemble I est appelé ensemble des cofibrations génératrices, et [’ensemble J, ensemble des co-

fibrations triviales génératrices.

Proposition 3.10. Si C est une catégorie de modéles cofibrement engendrée, avec I et J respec-
tivement les ensembles des cofibrations génératrices et des cofibrations triviales génératrices, alors
on a les propriétés suivantes :

1. Cof = I-cof.

Cof N W = J-cof.

Toute cofibration est un rétracte d’un complexe I-cellulaire.

Toute cofibration triviale est un rétracte d’un complexe J-cellulaire.

Les domaines de I sont petits relativement a Cof.

SO N N

Les domaines de J sont petits relativement ¢ Cof NW.

Pour une telle catégorie de modeles, la seule connaissance de W, I et J suffit a caractériser la
structure toute entiere.

Théoréme 3.11. Soit C une catégorie ayant des petites limites et colimites, ainsi qu’une classe
W et deux ensembles I, J de fleches. Il existe une structure de catégorie de modéles cofibrement
engendrée, avec W comme équivalences faibles, I comme cofibrations génératrices et J comme
cofibrations triviales génératrices, si et seulement si :

1. W vérifie la propriété du deuzx sur trois et est clos par rétracte
Les domaines de I sont petits relativement a I-cell

Les domaines de J sont petits relativement a J-cell

J-cell CW N I-cof

I-inj CWnN J-inj

W N I-cof C J-cof ou W N J-inj C I-inj.

S St o



Démonstration. SiC, W, I et J induisent une catégorie de modeles cofibrement engendrée, alors ces
propriétés sont bien satisfaites. Il suffit de montrer le sens réciproque. Supposons les six propriétés,
et montrons que (C, W, F'ib = J-inj, Cof = I-cof) est bien une catégorie de modeles cofibrement
engendrée.
Les axiomes 1 et 2 des catégories de modeles sont ici supposés, et 'axiome 3 découle du fait
que les rétractes préservent les relevements. Il suffit donc de montrer les axiomes 4 et 5.
L’argument du petit objet, appliqué pour I et J, donne les factorisations de I'axiome 5.
Pour I'axiome 4, on utilise le point 6, et ses deux cas se traitent de facon semblable. Supposons
donc W N J-inj C I-inj.
— Soit ¢ € Cof = I-cof, p € WNFib =WnNJ-inj. Alors p € I-inj, et donc p a LLP relativement
ai.
— Soit i e WN Cof = WnN I-cof, p € Fib = J-inj. Par 'argument du petit objet, on factorise
i = d(i) o (4), avec (i) € J-cell € W N I-cof et 6(i) € J-inj. Par la propriété du deux
sur trois, 0(i) € W N J-inj : c’est une fibration triviale. D’apreés le point précédent, i a LLP
relativement & §(¢). Par Pargument du rétracte, ¢ est donc un rétracte de y(i), d’ou i € J-cof
(car (i) € J-cof). Donc ¢ a LLP relativement a p € J-inj.
La catégorie C, munie de W,Fib = J-inj et Cof = I-cof, est bien une catégorie de modeles. Pour
vérifier qu’elle est cofibrement générée, il suffit de vérifier F'ib N W = I-inj, i.e. W N J-inj = I-in].
Par le point 5, on a l'inclusion I-inj C WN J-inj. Réciproquement, soit f une fibration triviale.
Alors f a RLP relativement a Cof, donc f a aussi RLP relativement a I, d’ou f € I-inj. O

Sous certaines hypotheses, une structure de catégorie de modeles cofibrement engendrée peut
8tre « transportée » par une adjonction. Le résultat suivant est présenté dans la section 11.3 de [5].

Théoréme 3.12 (Transfert de catégories de modeles cofibrement engendrées). Soit C catégorie
de modéles cofibrement engendrée, avec I et J ensembles des cofibrations génératrices et des co-
fibrations triviales génératrices respectivement. Soit D une catégorie ayant des petites limites et
colimites, et F': C 2 D : U une adjonction. Notons FI = {Fulu € I}, FJ = {Fulu € J}. Si :

1. FI, FJ permettent l’argument du petit objet
2. U(FJ-cell) CW

alors il existe une structure de catégorie de modéles cofibrement engendrée sur D, ot :
— les équivalences faibles sont U~ (W)

— les cofibrations génératrices sont FI
— les cofibrations triviales génératrices sont F'J

3.3 Application aux complexes de chaines et aux dg-algebres
3.3.1 Catégorie de modeles des complexes de chaines

Proposition 3.13. Prenons I l’ensemble des fléches S™™1 — D™, et J ’ensemble des fléches
0 = D™ m € Z. Alors, on peut appliquer le théoréeme 3.11 pour construire une structure de
catégorie de modéles cofibrement engendrée sur Ch(R), avec Cof = I-cof, Fib = J-inj, et ot les
équivalences faibles sont les fleches f telles que Ho(f) est un isomorphisme.

— Les limites et colimites peuvent étre calculées degré par degré, ce qui ramene le probleme de
leur existence au cas de la catégorie des R-modules, et cette derniere a des petites limites
et colimites.

— W vérifie la propriété du deux sur trois, par fonctorialité de 'homologie.

— I et J permettent 'argument du petit objet, car tout objet de Ch(R) est petit.

— Il reste a montrer J-cell C W N J-cof, I-inj C W N J-inj, et W N J-inj C I-inj. Ces points
nécessitent une étude plus détaillée de cette hypothétique structure de modeles sur Ch(R).

Proposition 3.14. Une fleche p: X — Y est une fibration si et seulement si elle est surjective.
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Démonstration. La fleche p est une fibration si et seulement si tout diagramme commutatif de la
forme :

0——X
i pl
n f

D" ——Y

admet un relevement g : D™ — X. Or, un tel diagramme est entierement déterminé par un
parameétre y € Y défini par y = f,(1) dans le diagramme suivant :

0 R R 0
|
Yn+1 Yn Yn—l Yn—2

puisque fn_1 = dfy.

De plus, un relevement g de ce diagramme correspond a un z € X, défini de maniere similaire
ay par x = g,(1), tel que px = y. Par conséquent, tout diagramme admet un relévement si et
seulement si tout y € Y admet un antécédent par p, i.e. p est surjective. O

Proposition 3.15. L’ensemble des fibrations triviales est I-inj, i.e. I-inj =W N J-inj.

Démonstration. Une fleche p appartient a I-inj si et seulement si tout diagramme de la forme

suivante admet un relévement :

Sn—l f;) X

L,
pr—L sy
Un tel diagramme est entiérement déterminé par un parameétre (x,y) défini par © = f(1),
y = g(1™) dans {(x,y) € Z,_1X @Y, | pr = dy}, et un relevement correspond & un élément
z€ X, tel que pz =z, dz =y.
— Supposons p € I-inj, alors un relevement existe toujours.
— Considérons le diagramme donné par le parametre (0,y) (correspondant au cas f = 0).
On a alors un z € X, tel que pz =y et dz=0. Donc Z,p: Z,X — Z,Y est surjective,
et H,p également.
— Soit y € Y,,. Alors dy € Z,,_1Y, donc x € Z,,_1 X, pr = dy. Le diagramme paramétré
par (z,y) admet un relévement, paramétré par z € X,,, et pz = y. Donc p est surjective.
— Soit x € Z, X tel que la classe de x dans H,, X soit dans ker H,p, i.e. 3y € Y11, px = dy.
Alors le diagramme paramétré par (x,y) admet un relévement : 3z € Z,,,1,dz = x, donc
z € B, X. Donc H,p est injective.
La fleche p est alors bien une fibration et une équivalence faible.
— Supposons que p est une fibration triviale. Soit (x,y) € Z,_1X ®Y,, tel que px = dy.
Montrons : 3z € X,,, pz =y, dz = =x.
Puisque p est surjective, il existe une suite exacte courte 0 - K — X Ly o Puisque
p est une équivalence faible, Ho K = 0. On trouve alors z par chasse au diagramme dans le
diagramme suivant :

0 K, X, Y, 0
OHanl anl & Ynfl 0
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3.3.2 Catégorie de modeles des dg-algebres associatives

Considérons I'adjonction (F,U) entre Ch(R) et la catégorie dg-alg des dg-algebres associatives,
telle que :
— F: Ch(R) — dg-alg est le foncteur d’algébre associative libre : F(A) =TA =D, -, AP
muni du produit ® ;
— U : dg-alg — Ch(R) est le foncteur d’oubli.

Proposition 3.16. L’adjonction (F,U) permet de transférer la structure de catégorie de modéles
cofibrement engendrées de Ch(R) sur dg-alg.

Démonstration. Vérifions les hypotheses du théoréme 3.12.

Tout objet de dg-alg est petit, donc F'I et F'J permettent 'argument du petit objet. Il reste a
montrer que U(FJ-cell) C W.

FJ ={0— TD"n € Z}, avec TD" = @, 5,(R & R)®¥ et pour degré : [a ® 0| = n — 1,
0@ al =n.

Soit (f : A — B) € FJ-cell. 1l existe donc une A-suite X dans dg-alg telle que f soit la
composition de A, et que pour tout S+1 < A, (X3 — Xg41) est un pushout d’une fleche 0 — T'D"5 :

0—> X

|

TD" — > X5 4

ce qui signifie que Xg41 = Xg LT D™, et donc que f: A — AIl HB+1<>\ TD"s.

Montrons d’abord que H,(U([]4,,.,TD")) = 0. On va pour cela utiliser la notion d’homo-
topie de chaines.

Pour tout n € Z, soit h,, : Dg — D¢, définie comme l'identité entre D} _; et Dy, et la fonction
nulle aux autres degrés. On a alors : dh,, + h,d = Id. La fonction h est donc une homotopie de
chaine entre Id et la fonction nulle.

Passons & TD™. On a TD" = @k>1(D”)®k, et pour z1,...,xr € D", chacun ayant un degré
unique,

k
Az ® - @ xp) = Z(fl)lmlH"'HIj*llxl @ Rz 1Qdr; @Tjt1 ® - @ Tk
j=1

Pour n € Z, posons h,, : TD™ — TD™ défini par iNL,,L(arl Q- Qxk) =hp(r1) Q22 ® - @xk. On a
alors :

(dhp + hpd) (21 @ -+ @ x1) = (dhy + hpd)(21) @ T2 @ - @ 3 +
k

Z(—l)‘h"(ml)l""‘z?“*"'"""zf‘l‘hn(ml) ® - @dr; @ QTp +
2

<.

k
Z(,l)\ﬂh\+---+|wj71\hn(xl) ® - @dr;®- @ xy
=2

=1 Q- QT

<

Donc iLn est une homotopie de chaines entre Idrp~ et 0.
Le cas de [[5,,., TD" se traite de maniére similaire. Déterminons d’abord d’expression de
ce coproduit.

Proposition 3.17. Soit (X;);cr une famille de dg-algébres associatives. Alors, en notant X lal-
gebre libre engendrée par l'union disjointe des X;, le coproduit de cette famille est le quotient de
X par la relation d’équivalence engendrée par : Vi € I,Vx;,y; € X;, T; @ y; ~ X;Y;-
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Démonstration. Soit (f; : X; — Y)ser. Montrons qu’il existe un unique f : X/ ~— Y tel que pour
tout ¢ € I, le diagramme suivant commute :

Tout d’abord, (X/ ~) = @ E>1 (Xi, ® -+ ® X;, ). Nécessairement, f(z1 @ -+ Q@ xp) =
i1yeyin €1, 154175

f(z1) ... f(zg), don, pour =, € X;, : f(z1 ® - ® 1) = fi,(x1) ... fi,(xx). On a l'unicité, et

Iexistence car un f ainsi défini fonctionne bien. O

Par conséquent,

[[rov= @  @pae--orD™)
iel k>1
01,0k €1, 141705

On pose alors h : [ic; TD™ — [1;c; TD™ définie par :
V(21,...,0k) €TD™ X -+ x TD™x, h(z1 @+ @ xp) = hy, (71) @22 ® -+ @ @

De méme que précédemment, h est une homotopie de chaine entre Id et 0.

L’application f est donc de la forme A — AIIA, ott A admet une homotopie de chaine h entre
Ida et 0. Montrons que Ho(f) est bijective.

Le complexe de chaines U(A IT A) est la somme directe de tous les complexes de chaines de
la forme (A ® A)®% (A ® A)®F AR (A2 A)®* et A® (A ® A)®* avec k > 0; I'application
f est 'injection de A dans cette somme directe. Il suffit donc de montrer que chacun des autres
complexes de chaines a une homologie triviale.

Soit Y un tel complexe. C’est un produit tensoriel de k& copies de A ou A, comportant au moins
un A a lindice ip : Vo1 ® - Q xp, € Y, z;, € A. On définit alors

b 1R QT (_1)\zl\+...+|xm—1\z1 ®"'®}~l(1’io) ® - @ Tk

L’application h est une homotopie de chaines entre Idy et 0, donc H,Y = 0, et donc He (AITA) =
H,A. Par conséquent, U f est bien une équivalence faible.

Par le théoreme 3.12, On peut munir la catégorie des dg-algebres associatives d’une structure
de catégorie de modeles cofibrement engendrée, d’équivalences faibles U~1(W), de cofibrations
génératrices FI, et de cofibrations triviales génératrices F'J. O

3.3.3 Extension aux dg-algébres associatives courbées

Pour munir la catégorie des dg-algebres associatives courbées d’une structure de modeles, une
possibilité est d’appliquer le théoréme de transfert entre cette catégorie et celle des dg-modules
filtrés, ou gr-dg-mod, définie ainsi :

Définition 3.18. Un module filtré (M, F,,das) est la donnée d’un dg-module (M, dyr) et d’une
décomposition M = FoM O FyM D FoM D ..., vérifiant :

— La décomposition est compléte : M = lim,, FoM /F, M

— 3 (FeM) C Fo1 M.
On définit Gre : M — FeM/Fey1 M le foncteur gradué de gr-dg-mod vers dg-mod.

Le foncteur Gr permet de définir des quasi-isomorphismes sur gr-dg-mod : f est un quasi-
isomorphisme si Gro( f) en est un dans dg-mod. On peut de plus montrer que ces quasi-isomorphismes
sont induits par une structure de modeles cofibrement engendrée sur gr-dg-mod.
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3.4 DMotivation : vers la cohomologie d’André-Quillen

A partir d’'une catégorie de modeles, on peut définir une cohomologie associée a la catégorie,

dite cohomologie d’André-Quillen. Le procédé est notamment décrit dans [1], mais la durée du
stage n’a pas permis de I’étudier en détail. Cependant, cette cohomologie n’aurait a priori pas les
problémes de la cohomologie de Hochschild.
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