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Introduction
Dans le cadre de ma scolarité à l’ENS, j’ai été amené à travailler sur le modèle d’entrelacs

aléatoires : mémoire de master avec Francis Comets sur le modèle d’entrelacs aléatoires bidimen-
sionnel, séjour de recherche avec Wolfgang König sur le condensat de Bose-Einsein, collaborations
avec Francis Comets et Serguei Popov sur les entrelacs browniens en dimension 2.

Dans cette Introduction au domaine de recherche, je vais présenter le modèle d’entrelacs aléa-
toires. Il s’agit d’un modèle de percolation dans Zd récent - il fut introduit en 2007 par Alain-Sol
Sznitman - qui a suscité une vaste litérature. En physique, il permet par exemple de modéliser la
corrosion des métaux. En mathématiques, il présente un intérêt intrinsèque par ses corrélations
intéressantes et naturelles et par sa construction à partir d’un processus de Poisson de points dans
un espace de trajectoires de la marche aléatoire simple.

Considérons le tore discret ZdN := (Z/NZ)d, de taille N et de dimension d, avec d ≥ 3. Soit
(X(N)

n )n∈N la marche aléatoire simple sur ZdN , de premier point choisi uniformément au hasard.
Pour x ∈ ZdN , nous posons τx := inf{n ∈ N : X(N)

n = x}, le premier instant de visite en x. Les
variables τx sont de même loi puisque X(N)

0 est de loi uniforme. Une première observation est que
pour tout n, X(N)

n est de loi uniforme sur le tore, d’où :

P[τx ≤ n] ≤
n∑
i=0

P[X(N)
i = x] ≤ n+ 1

Nd
. (1)

En utilisant la théorie du potentiel (cf. [3], chapitre 5), on peut en fait montrer que E[τx] ∼
RdN

d, où Rd est une constante positive. En particulier, par l’inégalité de Markov, nous avons

P[τx ≥ n] ≤ E[τx]
n
∼ Rd

Nd

n
. (2)

Intéressons-nous maintenant à l’image locale de la marche aléatoire sur le tore, c’est-à-dire à la
trace laissée par la marche sur un ensemble donné, au bout de tN pas. Soit donc K une partie finie
de Zd et πN : Zd → ZdN la projection canonique. Nous considérons l’ensemble {X(N)

0 , · · · , X(N)
tN
} ∩

πN (K), pour N tendant vers l’infini.
Pour des temps d’ordre inférieur à Nd, i.e. tN

Nd → 0, en vertu de (1), avec grande probabilité,
la marche aléatoire n’a pas encore visité πN (K). A contrario, si tN

Nd → ∞, alors d’après (2), avec
grande probabilité, πN (K) est entièrement couvert par la marche. Nous nous intéressons donc au
régime intermédiaire, où tN ∼ uNd avec u un réel strictement positif.

L’entrelac aléatoire Iu au niveau u décrit précisément la limite locale de la trace laissée par la
marche aléatoire simple sur le tore, au bout de buNdc pas. Plus explicitement, Iu est une partie
aléatoire de Zd, caractérisée par la loi de sa trace sur toute partie finieK de Zd. Cette loi correspond
à la loi limite de {X(N)

0 , · · · , X(N)
buNdc}∩πN (K) quand N tend vers l’infini et fait intervenir la notion

de capacité et de mesure harmonique de K.
Le modèle d’entrelacs aléatoires est construit à l’aide d’un processus de Poisson de points à

valeurs dans un espace de trajectoires doublement infinies dans Zd. L’entrelac est l’ensemble des
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Figure 1 – Une réalisation de la marche aléatoire simple sur Z3
N (simulation due à David Win-

disch). L’ensemble représenté est l’ensemble laissé vacant par la marche jusqu’au temps buN3c. Il
diminue à mesure que le paramètre u croît (de gauche à droite). Le modèle d’entrelac aléatoire est
une limite locale en loi de ce modèle, quand N →∞.

sites de Zd visités par au moins l’une des trajectoires de ce processus de Poisson. Un étiquetage
des trajectoires du processus de Poisson par des réels permet d’intégrer dans l’entrelac au niveau
u une densité de trajectoires correspondant à u et de définir un couplage des entrelacs aléatoires
aux différents niveaux u > 0, de sorte que Iu ⊂ Iv dès que u ≤ v. Ce couplage (Iu)u>0 porte le
nom de « modèle d’entrelacs aléatoires sur Zd ».

Je vais présenter le modèle, puis quelques résultats importants ayant été obtenus à son sujet.
J’évoquerai les travaux de recherche que j’ai menés et qui touchent au modèle d’entrelacs aléatoires.
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1 Présentation du modèle d’entrelacs aléatoires sur Zd

1.1 Marche aléatoire simple sur Zd : capacité, mesure harmonique

Nous notons | · | la norme euclidienne sur Zd. Si K est une partie de Zd, nous définissons le
bord intérieur de K comme :

∂K := {x ∈ K : ∃y /∈ K,x ∼ y}.

Soit (Xn)n∈N la marche aléatoire simple sur Zd. Nous notons Px la loi de (Xn)n∈N démarrée de
x, et Ex l’espérance correspondante. Si µ est une mesure sur Zd (pas nécessairement de probabilité),
nous posons Pµ =

∑
z∈Zd µ(z)Pz. Pour K une partie de Zd, nous définissons le temps d’atteinte

de K par :
τ(K) = inf{n ≥ 0: Xn ∈ K}.

Dans cette section, nous allons définir les notions centrales de capacité et de mesure harmonique
d’une partie finie de Zd. Commençons par un exemple.

Capacité d’un point

Définition 1 (fonction de Green). La fonction de Green de la marche aléatoire simple sur Zd est
définie sur Zd × Zd par :

G(x, y) := Ex

[∑
n≥0

1Xn=y
]

=
∑
n≥0

Px[Xn = y].

Par transience, G(x, y) <∞ pour tous x et y dans Zd. La fonction de Green est symétrique et
invariante par translation : G(x, y) = G(y, x) et G(x+ z, y+ z) = G(x, y) pour tous x, y et z dans
Zd. Aussi, nous posons g(x) = G(x, 0) = G(0, x). Nous mentionnons l’équivalent suivant :

g(x) ∼
|x|→∞

cd
|x|d−2 , où cd est une constant positive.

Par la propriété de Markov appliquée au premier temps de visite en y, nous avons :

G(x, y) = Px[τ(y) <∞] ·G(y, y).

Nous obtenons donc pour y fixé :

Px[τ(y) <∞] = G(x, y)
G(y, y) = g(x− y)

g(0) ∼
|x|→∞

g(x)
g(0) .

Ceci est interprété comme le fait que le singleton {y} possède une capacité de 1
g(0) . En effet,

il existe une notion de capacité, qui généralise cet équivalent à toutes les parties finies de Zd et
« mesure » donc la « taille » d’un ensemble, eu égard à la marche aléatoire simple issue de l’infini.
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Capacité et mesure harmonique d’une partie finie de Zd

Définition 2. Soit K une partie finie de Zd.
— La mesure d’équilibre de K est la mesure définie sur Zd par :

eK(x) := 1K(x) ·Px[∀n ≥ 1, Xn /∈ K].

Elle est portée par ∂K.
— La capacité de K est alors la masse totale de eK :

cap(K) := eK(Zd) =
∑
x∈∂K

Px[∀n ≥ 1, Xn /∈ K].

— La mesure harmonique à l’infini (ou mesure d’équilibre normalisée) de K est :

harmK(·) := eK(·)
cap(K) .

La capacité et la mesure harmonique à l’infini vérifient la proposition suivante, que nous allons
admettre. La preuve repose sur la réversibilité de la marche aléatoire simple.

Proposition 1.1. Nous avons l’équivalent :

Px[τ(K) <∞] ∼
|x|→∞

g(x) cap(K), (3)

et la limite (si K est non-vide) :

Px[Xτ(K) = y|τ(K) <∞] −→
|x|→∞

harmK(y), y ∈ K. (4)

Ces deux résultats peuvent également s’écrire :

Px[τ(K) <∞, Xτ(K) = y] ∼
|x|→∞

g(x)eK(y), y ∈ K. (5)

Ainsi, la capacité permet de contrôler la probabilité de visite de K par la marche issue d’un
point éloigné de l’origine, tandis que harmK décrit la distribution du point d’entrée dans K de la
marche lorsque cet événement se réalise.

En utilisant ces deux propriétés, nous pouvons démontrer le résultat suivant.

Proposition 1.2. Considérons K ⊂ K ′ deux parties finies de Zd. Alors :

PharmK′ [τ(K) <∞] = cap(K)
cap(K ′)

et
PharmK′ [Xτ(K) = y|τ(K) <∞] = harmK(y), y ∈ K.

Ces deux résultats s’écrivent aussi, en termes de mesures d’équilibre :

PeK′ [τ(K) <∞, Xτ(K) = y] = eK(y), y ∈ K.
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En d’autres termes, la marche aléatoire démarrée sous harmK′ visite K avec une probabilité
égale à cap(K)/ cap(K ′) et, conditionnellement à cet événement, la mesure d’entrée de la marche
dans K est harmK .

Démonstration. Soit y dans K. Pour x en dehors de K ′, nous pouvons écrire en décomposant selon
la première visite éventuelle de K ′ :

Px[τ(K) <∞, Xτ(K) = y] = Px[τ(K ′) <∞]

×
∑
z∈K′

Px[Xτ(K′) = z|τ(K ′) <∞]Pz[τ(K) <∞, Xτ(K) = y].

Or nous observons, grâce à la proposition 1.1, que le membre de gauche est équivalent à g(x)eK(y)
tandis que le membre de droite est équivalent à

g(x) cap(K ′)
∑
z∈K′

harmK′(z)Pz[τ(K) <∞, Xτ(K) = y] = g(x)PeK′ [τ(K) <∞, Xτ(K) = y].

Nous obtenons l’identité voulue en identifiant les coefficients de ces développements asymptotiques.

1.2 Caractérisation du modèle d’entrelacs aléatoires (Iu)u>0

Heuristique

Considérons un ensemble K fini de Zd, et N très grand. À quoi la trace sur πN (K) de la
marche aléatoire sur le tore devrait-elle ressembler au bout de buNdc pas ? Nous découpons la
marche en excursions de la manière suivante. Fixons deux réels α et β tels que 2 < α < β < d
et posons l := bNβc et l∗ := bNβc+ bNαc. Nos excursions sont les suites (X(N)

kl∗ , · · · , X
(N)
kl∗+l) pour

0 ≤ k ≤ buN
dc

l∗ − 1. Le nombre d’excursions est d’environ uNd

Nβ .
Le temps de mélange de la marche aléatoire simple sur le tore étant d’ordre inférieur ou égal

à N2, ces excursions peuvent être considérées comme indépendantes (et démarrées selon la loi
uniforme) car séparées d’un durée Nα, avec α > 2. Par ailleurs, avec grande probabilité, la marche
ne visite pas πN (K) en dehors de ces excursions (car le nombre de pas concerné est bNαcuNd

Nβ =
o(Nd)), tandis que l’on peut établir que chacune des excursions visite πN (K) avec probabilité de
l’ordre de Nβ

Nd cap(K). De là :

PυN

[{
X(N)

0 , · · · , X(N)
buNdc

}
∩ πN (K) = ∅

]
≈
(

1− Nβ

Nd
cap(K)

)uNd
Nβ

−→
N→∞

exp(−u cap(K)), (6)

et plus généralement, d’après la loi des événements rares, le nombre d’excursions visitant πN (K)
suit, à la limite, une loi de Poisson de paramètre u cap(K).

Le membre de droite de l’équation (6) permet de définir une unique mesure de probabilité Pu

sur l’ensemble des parties de Zd, dont l’existence sera démontrée par la construction exposée à la
section 2.
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Définition 3. Considérons l’ensemble P = P (Zd) des parties de Zd, muni de la tribu P engendrée
par les parties {I ⊂ Zd : x ∈ I}, pour x décrivant Zd. Il s’agit de la tribu contenant les informations
relatives à la trace de I sur les parties finies de Zd. Elle est engendrée par le π-système des parties
{I ⊂ Zd : I ∩K = ∅}, pour K décrivant l’ensemble des parties finies de Zd. Par conséquent, nous
pouvons définir une mesure de probabilité sur cet espace mesurable de la manière suivante.

Pour u > 0, la loi de l’entrelac aléatoire au niveau u dans Zd est la mesure Pu définie sur
(P,P) par :

Pu({I ⊂ Zd : I ∩K = ∅}) = exp(−u cap(K)),

pour toute partie finie K de Zd.
Le modèle d’entrelacs aléatoires sur Zd, que nous allons construire, est une famille aléatoire

(Iu)u>0 de parties de Zd, définie sur un espace probabilisé (Ω,O,P), telle que, sous P :
— presque sûrement, pour tous 0 < u ≤ v, Iu ⊂ Iv ;
— pour tout u > 0, Iu suit la loi Pu, i.e. :

P(Iu ∩K = ∅) = exp(−u cap(K)), pour toute partie finie K de Zd. (7)

Iu est l’entrelac aléatoire au niveau u. Nous posons Vu = Zd \ Iu, l’ensemble vacant au niveau
u. La formule ci-dessus s’écrit également :

P(K ⊂ Vu) = exp(−u cap(K)).

Remarque. Nous pouvons exprimer explicitement la loi de Iu ∩K pour K partie finie de Zd. En
effet, si K ′ ⊂ K, l’identité :

1I∩K=K′ = 1I∩(K\K′)=∅.Πx∈K′(1− 1x/∈I)

= 1I∩(K\K′)=∅.
∑

K′′⊂K′
(−1)|K′′|Πx∈K′′1x/∈I

=
∑

K′′⊂K′
(−1)|K′′|1I∩((K\K′)∪K′′)=∅

donne, en prenant l’espérance :

P(Iu ∩K = K ′) =
∑

K′′⊂K′
(−1)|K′′| exp(−u cap((K \K ′) ∪K ′′)).
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2 Construction de (Iu)u>0

Ainsi que mentionné en introduction, le modèle d’entrelacs aléatoires est construit à partir d’un
ensemble de trajectoires dans Zd, qui doivent être comprises comme les excursions de la marche
aléatoire simple sur le tore. Ces trajectoires sont doublement infinies, c’est-à-dire indéxées par
Z. La construction de l’ensemble des trajectoires intersectant une partie finie K peut s’exprimer
simplement. Elle consiste à :

— choisir Poi(u cap(K)) particules et les placer indépendamment sur ∂K selon la mesure
harmK ;

— attacher à chaque particule une marche aléatoire indexée par Z conditionée à entrer dans
K à l’instant 0 en visitant la particule en question.

L’élément essentiel de la construction de Snitzman est que cette procédure peut être rendue,
grâce à un processus de Poisson de points, cohérente pour toutes les parties finies K, à condi-
tion de considérer les trajectoires à translation temporelle près. Nous exposons maintenant cette
construction.

Soit W+ l’espace des trajectoires transientes dans Zd :

W+ = {w : N→ Zd tel que w(n) ∼ w(n+ 1) pour tout n ∈ N,
et {n : w(n) = x} est fini pour tout x ∈ Zd}.

Soit W l’espace des trajectoires doublement infinies et transientes dans Zd :

W = {w : Z→ Zd tel que w(n) ∼ w(n+ 1) pour tout n ∈ Z,
et {n : w(n) = x} est fini pour tout x ∈ Zd}.

W+ (resp.W ) est muni de la tribuW engendrée par les applications coordonnéesW → Zd, w 7→
w(n), pour n ∈ N (resp. n ∈ Z).

Pour toute partie finie K de Zd, posons pour w ∈ W , HK(w) = inf{n ∈ Z : w(n) ∈ K} le pre-
mier temps d’entrée de la trajectoire w dans K. Définissons également WK = {w ∈W : ∃n,w(n) ∈
K}, l’ensemble des trajectoires touchant K, ainsi que W 0

K = {w ∈W : HK(w) = 0} l’ensemble des
trajectoires entrant dans K pour la première fois à l’instant 0.

Pour k ∈ Z, définissons un opérateur de translation temporelle Θk sur W , tel que Θk(w)(n) =
w(n+ k) pour w ∈W et n ∈ Z.

Soit R la relation d’équivalence définie sur W par :

wRw′ ⇔ ∃k ∈ Z, w′ = Θk(w),

et W ∗ = W/R l’espace quotient de W par R, c’est-à-dire l’espace des trajectoires définies ci-dessus
vues à translation temporelle près. Soit π : W → W ∗ la projection canonique, et W∗ la tribu
induite :

W∗ = {A ⊂W ∗ : π−1(A) ∈ W}.
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Nous posons également W ∗K = π(WK), pour K partie finie de Zd.
Nous allons construire un processus de Poisson sur (W ∗ × R+,W∗ ⊗ B(R+)) : la donnée d’un

ensemble aléatoire de trajectoires à translation temporelle près étiquetées par un réel positif per-
mettra de définir Iu comme la réunion de ces trajectoires. Définissons :

Ω =


ω =

∑
i≥1

δ(w∗i ,ui), où w
∗
i ∈W ∗, ui ∈ R+ et ω(W ∗K × [0, u])

est fini pour toute partie finie K de Zd et u ∈ R+

 (8)

et munissons Ω de la tribu O engendrée par les applications ω 7→ ω(D), pour D ∈ W∗ ⊗ B(R+).
Définissons donc une mesure ν sur (W ∗,W∗). Pour cela, nous définissons une mesure QK sur

(W,W), supportée par W 0
K et de masse totale cap(K) par :

QK [(X−n)n≥0 ∈ A,X0 = x, (Xn)n≥0 ∈ B] = Px[A|∀n ≥ 1, Xn /∈ K]eK(x)Px[B],

pour x ∈ Zd et A,B ∈ W+. Normalisée, cette mesure correspond à loi de la marche aléatoire telle
que X0 soit distribué selon la mesure harmK et conditionnée à ne pas visiter K aux temps négatifs.
Proposition 2.1. Il existe une mesure σ-finie ν sur (W ∗,W∗) telle que pour toute partie finie K
de Zd on ait

1W ∗K
ν = π ◦QK ,

c’est-à-dire que pour tout partie mesurable A de W ∗ telle que A ⊂W ∗K on ait

ν(A) = QK(π−1(A)).

Démonstration. Par le théorème d’extension de Kolmogorov, l’existence de ν équivaut à la condi-
tion de compatibilité suivante : pour toutes parties finies K ⊂ K ′ de Zd,

π ◦ (1WK∗.QK′) = π ◦QK , (9)

autrement dit, que pour toute partie mesurable A de W ∗ telle que A ⊂W ∗K :

QK′(π−1(A)) = QK(π−1(A)).

La preuve de cette propriété de compatibilité est longue, nous renvoyons à l’article fondateur
d’Alain-Sol Sznitman [13]. Elle repose sur des considérations analogues à celles de la preuve de la
propriété 1.2 ci-dessus.

Nous allons maintenant construire la famille aléatoire (Iu)u>0. Munissons Ω de la loi P d’un
processus de Poisson sur (W ∗×R+,W∗⊗B(R+)) de mesure d’intensité ν⊗du, où du est la mesure
de Lebesgue de R+. Pour w∗ ∈ W ∗, nous posons Range(w∗) = {w(n);n ∈ Z}, où w ∈ W est un
représentant quelconque de w∗. À ω =

∑
i≥1 δ(w∗i ,ui), associons l’entrelac et l’ensemble vacant au

niveau u :

Iu(ω) =
⋃

i : ui≤u
Range(w∗i ),

Vu(ω) = Zd \ Iu(ω).
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Trace de l’entrelac sur une partie finie de Zd

Soit u > 0 et K une partie finie de Zd. Nous avons :

Iu(ω) ∩K = ∅ ⇔ ω(W ∗K × [0, u]) = 0.

Or, sous P, ω(W ∗K × [0, u]) suit la loi de Poisson de paramètre (ν ⊗ du)(W ∗K × [0, u]) = u cap(K),
nous obtenons donc la formule (7). Le modèle d’entrelacs aléatoires (Iu)u>0 ainsi construit satisfait
à la définition 3.
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3 Quelques propriétés du modèle d’entrelacs aléatoires
Le modèle d’entrelacs aléatoires a été étudié de manière intensive depuis sa conception. Voici

un certain nombre des résultats obtenus.

1. L’entrelac aléatoire au niveau u peut être vu comme un modèle de percolation sur Zd, avec :

P[x ∈ Iu] = e
− u
g(0) ,

et des corrélations décroissant polynomialement :

Cov[1x∈Iu ,1y∈Iu ] ∼
|x−y|→∞

C(d, u)
|x− y|d−2 , où C(d, u) > 0.

2. L’entrelac aléatoire au niveau u vérifie l’inégalite de Harris-FKG.
3. P est invariante par les translations τx : Zd → Zd, y 7→ x+y, pour x ∈ Zd. De plus, si x 6= 0,
τx est ergodique pour P.

4. Pour tout u > 0, presque sûrement, Iu est connexe et infini, et Vu est infini.
5. Il existe un réel u∗d ∈ ]0,∞[ tel que :

— pour tout u < u∗d, presque sûrement, il existe exactement une composante connexe infinie
dans Vu ;

— pour tout u > u∗d, presque sûrement, il n’existe aucune composante connexe infinie dans
Vu.

6. Presque sûrement, entre deux points quelconques de Iu, il existe un chemin dans Iu em-
pruntant au plus dd/2e trajectoires de l’entrelac.

De nombreuses autres propriétés des entrelacs aléatoires ont été étudiées, par exemple le com-
portement proche de u∗d de la probabilité que l’origine soit reliée à l’infini dans Vu, les propriétes
de graphe de l’entrelac, la capacité de l’entrelac, ou encore le comportement de la marche aléatoire
sur Iu.
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4 Variations autour du modèle d’entrelacs aléatoires

Entrelacs aléatoires en temps continu : lien avec le champ libre gaussien

Considérons une version continue en temps de l’entrelac aléatoire. Chaque trajectoire double-
ment infinie se voit affectée d’une suite i.i.d. de variables exponentielles de paramètre 1 correspon-
dant au temps entre chaque saut. En collectant les temps locaux d’occupation de chaque site par
ces trajectoires, on obtient un champ aléatoire de réels sur Zd. En dimenson 3, celui-ci est relié au
champ libre gaussien sur Z2 accroché à l’origine, cf. [12].

Entrelacs browniens

Il existe une version continu en temps et en espace du modèle d’entrelacs aléatoires. Il s’agit
du modèle d’entrelacs browniens et s’obtient en remplaçant la marche aléatoire sur Zd par le
mouvement brownien dans Rd. Il a été introduit par Alain-Sol Sznitman dans [11] et est une limite
d’échelle de l’entrelac aléatoire discret. Des résultats de percolation existent pour la saucisse de
Minkowski de l’entrelac brownien, voir par exemple [9].

Entrelacs aléatoires en dimenson 2 : Points tardifs de la marche aléatoire sur le
tore bidimensionnel

La trace locale de la marche aléatoire simple sur le tore présente un comportement qualitati-
vement différent en dimension 2 de celui qu’elle présente en dimension supérieure, en raison de sa
récurrence. Le temps d’atteinte d’un point quelconque du tore est bien d’ordre N2, mais si un site
est visité avant le temps buN2c, alors avec grande probabilité tous les points du voisinage sont
également visités. Au contraire si le point n’a pas été visité au bout du temps buN2c alors tout
son voisinage est également vacant, avec grande probabilité.

Et en effet, on constate qu’en dimension 2, l’entrelac aléatoire tel que construit précédement
ne présente aucun intérêt car il est entièrement vacant.

Dans [7], Francis Comets, Serguei Popov et Marina Vachkovskaia ont néanmoins considéré un
modèle d’entrelacs aléatoires sur Z2, qui n’est pas trivial et qui possède de surcroît une inter-
prétation en terme de trace locale de la marche aléatoire simple. Cet entrelac (voir figure 2) est
construit à partir d’une autre brique de base : la marche aléatoire simple sur Z2 « conditionnée à
ne pas toucher 0 ». Il s’agit de la chaîne de Markov transiente définie sur Z2 par les probabilités
de transition

px,y = a(y)
4a(x)1x∼y ,

où a est l’unique (à constante multiplicative près) fonction harmonique qui soit bornée sur Z2 et
s’annule en 0. Une notion de capacité adaptée à cette chaîne de Markov est utilisée et ce modèle
d’entrelacs aléatoires vérifie la définition 3 pour cette capacité.

Le temps de couverture du tore T (2)
N = sup{τx, x ∈ Z2

N} posséde une espérance (cf. [1]) :

E
[
T (2)
N

]
∼ 4
π
N2 ln2(N),
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et de plus (cf. [8]), en probabilité,
T (2)
N

E
[
T (2)
N

] −→
N→∞

1.

L’entrelac aléatoire bidimensionnel au niveau u est une limite pour N → ∞ de l’ensemble
des points visités jusqu’au temps b4u

π N
2 ln2(N)c par la marche aléatoire simple sur le tore Z2

N

conditionnée à éviter l’origine. Cet entrelac aléatoire décrit donc le voisinage local d’un point tardif,
i.e. un point non encore visité au bout d’un temps proportonnel à T (2)

N . Mentionnons l’existence
d’une transition de phase pour la finitude de l’ensemble vacant, au paramètre u = 1, correspondant
précisément au coefficient du terme dominant de l’asymptotique de T (2)

N .

Complément : points tardifs de la marche aléatoire sur le tore en dimension
d ≥ 3

En dimension d ≥ 3, le temps de couverture du tore est aussi bien compris : nous avons, quand
N → ∞, E[T (d)

N ] ∼ g(0)Nd ln(Nd), et en probabilité, T (d)
N /E[T (d)

N ] → 1 (cf. [4], par exemple). De
plus, les points tardifs de la marche aléatoire simple sur le tore ont été étudiées. Dans [10], est
démontrée l’existence d’un u∗ > 0 tel que pour tout u > u∗ et pour tout ε > 0, l’ensemble Vu des
points du tore non visités à l’instant uE[T (d)

N ] peut être couplé avec deux ensembles de Bernoulli
B− et B+ de paramètres n−(u±ε)d, de sorte que B− ⊂ Vu ⊂ B+ avec grande probabilité.
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Figure 2 – Une réalisation de l’entrelac aléatoire bidimensionnel pour différentes valeurs de u
(simulation due à Darcy Camargo). L’entrelac est en jaune, l’ensemble vacant en bleu. Pour u = 1.5,
le seul site vacant dans la fenêtre considérée est l’origine.
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5 Travaux passés et à venir faisant intervenir les entrelacs aléa-
toires

Le modèle d’entrelacs aléatoires bidimensionnel (ou planaire) possède également un analogue
continu, dont la brique élémentaire est le mouvement brownien conditioné à éviter la boule unité.
Avec Francis Comets, nous avons publié un article ([5]) sur la vitesse de fuite de ce processus. Un
autre travail est en cours avec Serguei Popov, portant sur des propriétés du modèle d’entrelacs
aléatoires planaire : par exemple pour démontrer une loi du 0-1 pour ce modèle, bien qu’il ne
présente pas d’invariance par translation.

Par ailleurs, dans le cadre de ma thèse, je travaille avec Wolfgang König sur un modèle de
condensation de Bose-Einstein. Nous étudions (cf. [2], [6]) un modèle de physique statistique sur
le tore, dont j’expose ici une version simplifiée : il s’agit de la marche aléatoire sur le tore pénalisée
par la somme des carrés des temps locaux. Nous considérons la marche aléatoire sur le tore X =
(X(N)

n )n∈N, de loi P(N). Nous définissons le Hamiltonien suivant :

ΦN,L(X) =
∑

0≤i,j≤L
1Xi=Xj =

∑
x∈ZdN

TL,x(X)2,

où TL,x(X) = #{i = 0, . . . , L : Xi = x} est le temps local en x de la marche X entre les instants
0 et L. Notre objectif est de comprendre, dans la limite thermodynamique où N → ∞ et LN est
proportionel au cardinal du tore, l’ensemble {X0, . . . , XLN } sous la loi modifiée PN,LN donnée par

dPN,LN
dP(N)

(X) = e−ΦN,LN (X).

L’objet limite devrait faire intervenir le modèle d’entrelacs aléatoires, et devrait permettre de
décrire le condensat dans un gaz de Bose.
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