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Introduction

Le groupe de Brauer d’un schéma S est défini par le groupe de cohomologie étale H?(S, Gm,s)
ott Gy, s est le groupe multiplicatif. Avec la notion du groupe de Brauer d’un schéma apparait aussi
celles d’algebres d’Azumaya et de groupe de Brauer-Azumaya qui classifie les classes d’équivalence
de ces algebres. Il existe un morphisme de groupes injectif du groupe de Brauer-Azumaya dans
le groupe de Brauer. Cependant, ces groupes, dans le cas général, sont difficiles a calculer et ne
sont pas forcément égaux, le groupe de Brauer-Azumaya est d’ailleurs toujours de torsion ce qui
n’est pas le cas du groupe de Brauer. Berkovich a cependant calculé, dans [Ber73], la torsion du
groupe de Brauer d’une variété abélienne qui est alors égale au groupe de Brauer-Azumaya. Pour ce
faire, il explicite notamment la construction des algebres d’Azumaya sur les variétés abéliennes. De
plus, les algeébres d’Azumaya de degré d sur un schéma S sont classifiées par H' de Cech du groupe
PGLg,s. Intervient alors, dans I’étude des algebres d’Azumaya, celle des PGL4 s-torseurs étales
au-dessus de S qui sont, eux aussi, classifiés par le H 1(S,PGLg,s). Cependant, si nous revenons au
cas des variétés abéliennes, on peut s’intéresser a un type de PGLg4 g-torseurs particulier qui est
celui des torseurs homogenes, i.e. les torseurs E qui sont isomorphes a ¢ E' pour toute translation
t, ou a est un k-point de la variété abélienne. Ainsi, ces torseurs homogenes décrivent des classes
d’Azumaya privilégiées et on peut s’intéresser a leurs images dans le groupe de Brauer. Dans la
suite, nous cherchons a donner des éléments de compréhension des notions qui apparaissent dans ce
probléme et plus généralement dans I’étude des groupes de Brauer des schémas.

Groupe de Brauer-Azumaya ——— Groupe de Brauer,,,,;,, ——> Groupe de Brauer

Algeébres d’Azumaya de degré d ~ H(S.PCGL ~ PGL4-torseurs
) d



Dans toute la suite, S désigne un schéma.

1 Groupes algébriques

Définition 1.1. Un S-schéma G est un schéma en groupes s’il est muni d’un morphisme de
multiplication m : G x G — G, d’un morphisme ¢ : S — G et d’'un morphisme inverse ¢ : G — G
tels que les diagrammes suivants commutent :

m X id

(GxGExG————GxG
l =
can.| 0
id X m %

Gx(GxG)———GxG

GXS%GXG&SXG

De plus, on dit que le schéma en groupes est commutatif si le diagramme suivant commute :

GxG m
P

GxG

Définition 1.2. On appelle S-foncteur un foncteur contravariant de la catégorie des S-schémas
dans celle des ensembles.

Un schéma X peut étre vu comme un S-foncteur via son foncteur des points, i.e. le foncteur
qui & tout S-schéma Y associe Hom(Y, X). D’apres le lemme de Yoneda, cette application est
une injection dans la catégorie des S-foncteurs. De plus, le foncteur des points d’un schéma est
entierement déterminé par ses valeurs sur les schémas affines.

Remarque 1.3. Un S-schéma en groupes est un S-schéma tel que son foncteur des points associé
soit un foncteur en groupes.

Exemple 1.4. Nous pouvons donner les exemples suivants de S-schémas en groupes.

e le groupe additif défini par G,(R) = (R, +) pour tout schéma Spec R — S

e le groupe multiplicatif défini par G,,,(R) = (R*, X) pour tout schéma Spec R — S

e le groupe linéaire de degré n défini par G,,(R) = GL,(R) pour tout schéma Spec R — S

e si n € IN, on peut définir le groupe u, par p,(R) = {r € R,7™ = 1} pour tout schéma
Spec R — S.

Nous prenons maintenant S = Spec k avec k un corps pour le reste du paragraphe.
Définition 1.5. Un groupe algébrique est un k-schéma en groupes de type fini sur k.

Exemple 1.6. Nous pouvons donner deux principaux exemples de groupes algébriques :

e Les groupes algébriques affines qui sont des sous-groupes fermés des groupes lineaires d’apres
[DG70, 11, §2, Théoréme 3.3]

e Les variétés abéliennes qui sont des schémas en groupes abeliens, projectifs et géométriquement
integres.



2 Faisceaux et torseurs

2.1 Topologies de Grothendieck et faisceaux
Nous cherchons maitenant a généraliser la notion de faisceau sur un espace topologique.

Soit C une catégorie.

Définition 2.1. Une topologie de Grothendieck sur une catégorie est la donnée pour tout objet
U € C d’une collection d’ensembles de fleches {U; — U} appelés recouvrements de U qui satisfont
les conditions suivantes :

i) Si {V — U} est un isomorphisme alors c’est un recouvrement.

it) Si {U; — U} est un recouvrement et {V — U} est une fleche de la catégorie alors U; Xy V
existe pour tout i € I et {U; xy V — V} est un recouvrement.

iii) Si {U; — U} est un recouvrement et si, pour tout indice ¢, on a un recouvrement {V; ; — U, }
alors la collection des compositions {V; ; — U; — U} est un recouvrement.

Une catégorie munie d'une topologie de Grothendieck est appelée un site.

Exemple 2.2. e Soit X un espace topologique. La topologie usuelle sur X est une topologie de
Grothendieck. Nous donnons deux exemples de topologies dans la catégeorie des S-schémas :

e La topologie de Zariski : pour tout schéma U, les recouvrements sont les ensembles d’ap-
plications {U; — U} telles que | |U; — U soit surjective et chaque U; — U est une immersion
ouverte.

e La topologie fppf : pour tout schéma U, les recouvrements sont les ensembles d’applications
{U; = U} telles que | |U; — U soit surjective et chaque U; — U soit fidélement plate localement
de présentation finie.

On peut aussi définir une topologie pour la catégorie des S-schémas étales.

e La topologie étale : pour tout schéma U, les recouvrements sont les ensembles d’applications
{U; — U} telles que | |U; — U soit surjective et chaque U; — U soit étale.

Définition 2.3. Soit C un site et F : C°P? — (Ens) un foncteur. F est un faisceau si, pour tout
recouvrement {U4; — U}, on a la suite exacte suivante :

FU) = | Feh) = || Fh xuth;)
(4,4)
Remarque 2.4. Si on prend un espace topologique X muni de la topologie usuelle alors on retrouve
la définition classique de faisceau sur un espace topologique.
2.2 Torseurs

Nous prenons maintenant comme categorie C soit celle des S-schémas en groupes munie de la
topologie fppf ou de la topologie de Zariski, soit celle des S-schémas étales munie de la topologie
étale.

Définition 2.5. Soit G un S-schéma en groupes. Un G-torseur au-dessus d’un schéma X est un
faisceau P muni d’une action p de G a droite telle que :

i) 1l existe un recouvrement Y — X tel que P(Y) # 0

ii) L’application
GxP—=PxP, (g9,p) =~ (p,pg)

est un isomorphisme.

La topologie de Grothendieck choisie joue ici un réle important. En effet, si on prend S = Spec C,
Papplication de G,,, = C* — G,, = C* définie par { — (™ est un p,-torseur pour la topologie étale.



Remarque 2.6. Certains auteurs imposent aux torseurs d’étre des schémas. Dans le cas ou le groupe
G est affine, une application immédiate de la descente montre quun G-torseur est un schéma
d’aprés [Ols16, Proposition 4.5.6].

Définition 2.7. Soit G un groupe algébrique et { = {U; — U} un recouvrement de U. On définit
les cocycles Z!(U, G) comme P'ensemble des éléments {(g;;) € G(U; xy U;)} vérifiant la relation :

gjk‘Uijkgij‘Utjk = 9ik|U;jr

avec U’L]k = l]z X Uj X Uk .

On dit que deux cocycles (gi;) € [[; ;) G(Ui xu Uy) et (gi;) € [1; ;) G(Us xu Uj) sont équivalents
s'il existe un élément (h;) € [[, G(U;) tel que

gi; = hjlu,9i5h; o,

On note H* (U, G) les cocycles quotientés par la relation d’équivalence.

Si U = {V; — V} est un sous-recouvrement de { = {U; — U}, on a une fleche naturelle de
H'(4,G) dans H (U, G). Si U est I'ensemble des recouvrements de U pour la topologie choisie, on
note :

H(U,G) = lim H(41,G).
Ueld

Proposition 2.8. Soit G un S-schéma en groupes et X un S-schéma. On a une bijection entre
'ensemble des classes d’isomorphisme des G-torseurs au-dessus de X et H!(X, G).

Exemple 2.9. Les G,,-torseurs au-dessus de X pour la topologie de Zariski sont en bijection avec
les classes d’isomorphisme des fibrés en droites.

Soit f : G — H un morphisme de S-schémas en groupes et F un G-torseur au-dessus de X. On
peut obtenir un H-torseur E’ au-dessus de X défini par le quotient (dans la catégorie des faisceaux
étudiés) de E x H/G ou l'action de G est définie par g.(e,h) = (e.g7 1, f(g)h). Il est noté E x& H

Proposition 2.10. Si F est un G-torseur au-dessus de X, et f:Y — X est une application de
S-schémas, alors f*FE d;f FE xx Y est un G-torseur au-dessus de Y.
€

Le cas des variétés abéliennes :

Tous les torseurs de cette section sont des torseurs pour la topologie fppf.
Soit A un variété abelienne sur un corps k. Soit G un groupe algébrique lisse.

Définition 2.11. On dit qu'un G-torseur E au-dessus de A est homogene si pour tout a € X (k),
t'E = E en tant que G-torseur au-dessus de A, ou ¢, est la translation par a.

L’application X =¥ X est fidélement plate de présentation finie, ¢’est donc un X [n]-torseur ou
X|n] est le noyau de I'application f.

Définition 2.12. On dit qu’un G-torseur au-dessus de A est un G-torseur en lacet s’il est de la
forme F ><§[ ] G pour une extension de groupes f : X[n] — G.

n
Brion a prouvé dans [Bril2] la propriété suivante :

Proposition 2.13. Les G-torseurs homogenes sont exactement les G-torseurs en lacets.

3 Cohomologie étale

On se place a présent dans la catégorie des faisceaux sur la catégorie des S-schémas étales munie
de la topologie étale. Cette catégorie posséde assez d’injectifs d’apres [Ols16, Théoréme 2.3.2].

Définition 3.1. Soit U un S-schéma étale. On note H%, , (U, ) les foncteurs dérivés associés au
foncteur qui a un faisceau F associe F(U).



Pour motiver la cohomologie étale, nous pouvons, grace au résultat suivant, la voir comme une
généralisation de la cohomologie de Galois :

Proposition 3.2. Il existe une équivalence de catégories entre les faisceaux en groupes abeliens

sur un corps k et la catégorie des Gal(ks/k)-modules qui & un faisceau F associe sa fibre au point

géométrique Specks; — Speck défini par F d:’f @F(Spec k') o U sont les extensions finies
“ keu

séparables de k. Cette équivalence montre que la cohomologie de Galois permet de calculer la

cohomologie étale sur un corps et inversement.

Remarque 3.3. Dans le cas d’un faisceau en groupes G non commutatif, on a cette égalité entre le
H!(Speck,G) défini au paragraphe précédent et H'(Gal(ks/k), G)

Cette équivalence nous permet de prouver le théoreme de Hilbert 90 :
Corollaire 3.4 (Hilbert 90). [Fulb, Corollaire 5.7.9] Pour tout corps k, H'(Gal(ks/k), k) =0
Démonstration. H'(Gal(ks/k), k%) = H,,,.(Speck, Ofpeck) = Pic(Speck) =0 O
Nous avons une suite exacte de faisceaux pour la topologie étale :

1-G,, = GL, - PGL,, —1 (3.5)

Cette suite exacte induit la suite exacte suivante pour tout S-schéma étale U :

1 — G (U) — GLy(U) — PGL,(U) 2% HY(U, Gyn)
— HY(U,GL,) — H'(U,PGL,) %2 H{(X,Gm)

4 Groupe de Brauer d’un corps et d’un schéma

4.1 Le cas d’un corps
Soit k£ un corps.

Définition 4.1. Une k-algébre unitaire associative A est dite simple centrale si son centre est égal
a k et ses seuls ideaux bilatéres sont {0} et A.

Remarquons que M,, (k) est une algebre simple centrale pour tout n € IN* et que les algebres
simples centrales sont stables par produit scalaire.

Définition 4.2. Soit A une k-algebre. Les condtions suivantes sont équivalentes :

i) A est finie simple centrale,

ii) Il existe d € IN* tel que A ®; k = My(k),

)

)

iii) 1l existe d € IN* tel que A ®y ks = Mg(ks),

iv) 1l existe d € IN* et une extension finie galoisienne k’/k tels que A @ k' = Mg(k'),
)
)

v) Il existe n € IN* et une algebre a divison D de centre k tels que A =2 M, (D),

vi) Le morhisme A ® A? — Endy(A) : (a,b) — (z — axb~!) est un isomorphisme.

Le nombre d est appelé le degré de 1'algebre simple centrale A.

Ainsi une algebre simple centrale devient triviale aprés une tensorisation par une extension finie
galoisienne. Nous utilisons ce résultat pour établir une bijection entre les algebres simples centrales
de degré d et le H'(Gal(ks/k), PGL4(Specks)).

Nous donnons une idée de la facon d’obtenir un cocycle a partir d’une algebre simple centrale A.
Soit k' une extension galoisienne finie qui trivialise A, i.e, telle que A Q@ k' = My(k’). On fixe un
tel isomorphisme a.



Le groupe des k’-automorphismes de M4(k") est PGLg(k’). Ainsi a chaque élement v € Gal(k'/k)
on associe un élément de PGL4(k') comme suit :

e v agit sur My(k’) par le morphsime v : My(k) ® k' %, Mg(k) @ k'

e De méme v agit sur A par le morphsime vy, : A ® k’ LNy ® k'

On associe alors & v Pélément ¢(y) de PGL4(k") qui correspond au k’-isomorphisme de M 4(k')
aoysoa oyt

On peut verifier que (¢(7))yegai(k k) €st un 1-cocycle et qu'un choix différent d’isomorphisme
« donne un cocycle équivalent.

Par passage a la limite, on obtient une application de I’ensemble des classes d’equivalence des
algebres simples centrales de degré d dans le H!(Gal(ks/k), PGL4(Specks)).

Ainsi les classes d’équivalence des algebres simples centrales de degré d sont isomorphes a
HY(Gal(ks/k),PGL4(Specky)) quimporte le degré d.
On aimerait alors mettre une relation d’équivalence sur ’ensemble des algebres simples centrales.

Le groupe de Brauer d’un corps :

Nous disons que deux algebres simples centrales A et B sont équivalentes s’il existe des entiers
n,n’ € IN* tels que M, (A) = M,/ (B). Si on a trois algébres simples centrales A, A’ et B telles
que A soit équivalente a A’ alors A ® B est équivalente & A’ ® B. De plus d’apres le défintion 4.2
(vi) A® A°P est isomorphe & une algeébre de matrices. Ainsi les classes d’équivalence des algebres
simples centrales forment un groupe. On obtient donc la définition suivante :

Définition 4.3. Le groupe des classes d’équivalence des algebres simples centrales est appelé le
groupe de Brauer de k et est noté Br(k).

Sid | d' on aune application H*(Gal(ks/k), PGL4(Spec ky)) dans H*(Gal(ks/k), PGL4 (Speck,))
qui est compatible avec I’application des algeébres simples centrales de degré d dans celle de degré d’
definie par A — ./\/lde (A)

On a d’apres ce qui précéde un isomorphisme :

Br(k) = hﬂ H'(Gal(ks/k),PGLg(Specky))
ot on a une flecche de H'(Gal(ks/k), PGL4(Specks)) dans H'(Gal(ks/k), PGLg (Specks)) sid | d'.
On a la suite exacte suivante :
1 — kI = GLg4(ks) = PGL4(ks) — 1
qui induit une fleche de cohomologie de Galois :

H*(Gal(ks/k), PGLg(Specks)) — H*(Gal(ks/k), k})

dont on peut montrer qu’elle est compatible avec les flecches de H!(Gal(ks/k), PGL4(Spec ks)) dans
H(Gal(ks/k),PGLg (Specks)) sid | d'.
Ainsi, on a une application

§: Br(k) — H*(Gal(ks/k), k?) (4.4)

Proposition 4.5. L’application ¢ du (4.4) est un isomorphisme de groupes.

4.2 Groupes de Brauer d’un schéma

Nous allons maintenant généraliser ce que nous avons fait dans le cas d’un corps au cas d’un
schéma, quelconque.

Définition 4.6. Le groupe de Brauer d’un schéma S est noté Br(S) et est défini par

Br(S) = HZ,,,.(5,Gm.s)

étale



La généralisation de la notion d’algebre simple centrale est la notion d’algeébre d’Azumaya. Nous
avons vu q’'une k-algébre simple centrale est une algebre telle qu’il existe un recouvrement étale
Speck’ — Speck tel que A ®@y k' = M (k). Nous généralisons cette définition comme suit :

Définition 4.7. Soit A une Og-algebre de type fini en tant que Og-module. A est une algebre
d’Azumaya §'il existe {U; — S} pour la topologie étale tel que pour tout i, A ®o, Ouy, = M,,(Oy,)
pour un certain r; € IN*.

Proposition 4.8. Soit A une Og-akgebre de type fini en tant que Og-module. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) A est une algebre d’Azumaya,

ii) Il existe {U; — S} pour la topologie fppf tel que pour tout i, A ®p, Oy, = M, (Oy,) pour
un certain r; € IN*.

iii) A est localement libre comme Og-module et A; ® k(s) est simple centrale sur k(s) pour tout
s dans S,

iv) A est localement libre comme Og-module et Papplication canonique A® AP — Endoy —mod(A)
est un isomorphisme.

Nous définissons a présent une relation d’équivalence sur les algébres d’Azumaya.
Deux algebres d’Azumaya A et A’ sont dites équivalentes s’il existe des Og-modules E et E’
localement libres de rangs finis et strictement positifs en tous points tels que :

A ® Sndos (E) = A/ ® 5ndos (El)

De la méme fagon que sur un corps, les classes d’équivalence des algebres d’Azumaya forment
un groupe. On a donc la définition suivante :

Définition 4.9. On appelle groupe de Brauer-Azumaya le groupe des classes d’équivalence des
algebres d’Azumaya. Il est noté Br4,(S).

Dans ce qui suit, nous prenons S un schéma connexe. Les r; de la définition d’une algébre
d’Azumaya sont alors tous égaux a un certain d appelé le degré de I’algebre d’Azumaya.

Lemme 4.10. Soit n € IN. On a Aut(M,(Og)) = PGL,
Il suit de ce lemme que, comme dans le cas des algebres simples centrales, H L(S,PGLy) classifie

les algebres d’Azumaya de degré d.

Comparaison des deuz groupes de Brauer
En suivant la méme discussion que dans le cas d’un corps, la suite exacte 3.5 nous donne une
application
d: Bra,(S) — Br(S)

Proposition 4.11. [CS21, Théoréme 3.3.1, (iii)] L’application ¢ est un homomorphisme de groupes
injectif.

Proposition 4.12. [CS21, Théoréme 3.3.1, (iv)] Pour tout n € IN, H'(S, PGLy) s’injecte dans le
groupe des n torsion de Br(S).

Ainsi on a la factorisation suivante
0 : Bra,(S) — Br(S)torsion — Br(S).

La fleche Bra.(S) — Br(S)torsion n'est pas toujours un isomorphisme, cependant un résulat de
Gabber nous donnne une égalité dans certains cas :

Théoreme 4.13 (Gabber). Soit S un schéma quasi-compact et séparé avec une fibre ample
inversible, par exemple un schéma quasi-projectif sur un anneau. L’application :

BTAZ(S) — BT(S)torsion

est un isomorphisme.



Remarque 4.14. La condition de séparabilité est nécessaire d’apres [EHKVO01].

Le cas des variétés abéliennes :

Dans le cas des variétés abéliennes

BTAZ(S) — BT(S)torsion

est un isomorphisme d’apres 4.13.

Cette égalité avait cependant déja été prouvée par Berkovich dans [Ber73]. Pour ce faire, il a
notamment explicité la construction des algeébres d’Azumaya sur une variété abelienne.

Nous avons vu dans 2.2 que les PGLg4-torseurs homogenes étaient une classe de torseurs dont la
forme était connue. On peut donc s’intéresser a leur image dans le groupe de Brauer-Azumaya. Cela
nous permettrait peut-étre d’obtenir plus d’informations sur les PGLg4-torseurs et sur les algebres

d’Azumaya.
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