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1 Introduction
La théorie des faisceaux pervers trouve sa source dans la théorie de l’intersection homologique

développée par Mark Goresky et Robert MacPherson dans les années 1970 pour étudier les variétés
singulières, là où la théorie homologique classique faisait défaut. Dans les années qui suivent, ces
idées ont été généralisées et approfondies pour établir les fondements des faisceaux pervers par
Beilinson, Bernstein et Deligne, et indépendamment par Mebkhout pour démontrer la correspon-
dance de Riemann-Hilbert qui établit une équivalence de catégories entre D-modules et faisceaux
pervers.

Pour démontrer de nouveaux résultats d’équirépartition de sommes exponentielles, Katz étudie
un produit de convolution dans la catégorie des faisceaux pervers qui prend la forme suivante. Pour
une variété abélienne A munie de sa loi de groupe a : A × A → A, on peut définir un produit de
convolution sur la catégorie Db

c(A) des complexes de faisceaux sur A à cohomologie bornée et
constructible qui détermine une structure de catégorie tannakienne neutre sur une sous-catégorie
P(A) de la catégorie Perv(A) des faisceaux pervers sur A. Le foncteur ω est alors une équivalence
de catégories tensorielles rigides entre (P(A), ∗) et (Rep(G),⊗) pour un unique schéma en groupes
affine G, où Rep(G) désigne la catégorie des représentations de G de dimension finie.

Pour tout objet F de P(A), la catégorie tensorielle engendrée par F est encore tannakienne,
et par formalisme tannakien on peut lui associer un groupe algébrique GF que l’on appelle son
groupe fondamental. Une question qui se pose naturellement est alors de déterminer quels sont
les groupes algébriques qui émergent comme groupe fondamental d’un objet de P(A). Dans cet
exposé nous nous concentrerons sur le cas d’une courbe elliptique complexe suivant [Col+22], où
Collas, Dettweiler, Reiter et Sawin parviennent à exprimer le produit de convolution en terme de
monodromies sur des groupes de cohomologie dite parabolique, et utilisent ce formalisme pour
mettre en évidence l’existence de faisceaux pervers dont le groupe fondamental est le groupe de
Lie simple exceptionnel G2.

2 Faisceaux pervers sur une courbe elliptique
Dans cette section, nous allons aborder les principales notions requises pour définir la catégorie

des faisceaux pervers. Toutefois, notre intérêt principal se portera finalement sur le cas spécifique
d’une courbe elliptique, où ces concepts seront plus aisément compréhensibles et applicables.

2.1 Faisceaux constructibles sur une courbe algébrique
Soit X une variété algébrique complexe. On note Sh(X) la catégorie des faisceaux en C-espaces

vectoriels sur X que l’on considère avec sa topologie analytique.

Une stratification de X est une collection finie (Xs)s∈S de parties de X appelées strates véri-
fiant :
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i. X = ⊔s∈SXs,
ii. chaque strate Xs est une sous-variété lisse, connexe et localement fermée de X,
iii. chaque adhérence Xs est une union de strates de S.
Un faisceau F sur X est dit constructible pour la stratification S si la restriction F|Xs

est
un système local pour chaque strate Xs, s ∈ S. Le faisceau F est dit constructible s’il existe une
stratification pour laquelle F est constructible. On note Constr(X) la sous-catégorie pleine de
Sh(X) des faisceaux constructibles sur X.

Supposons maintenant que X est une courbe algébrique complexe lisse. Soit F un faisceau
constructible sur X. Une stratification pour F consiste en un ensemble fini S = {x1, . . . , xn} de
points de la courbe appelés singularités ainsi que son ouvert complémentaire U = X \ S. On note
L = F|U le système local restreint à U .

Le système local L est entièrement déterminé par sa monodromie. Soit γ un lacet dans U basé
en x0 ∈ U , en tirant en arrière on obtient un automorphisme

ρ(γ) : Lx0
= (γ∗L)0 ∼−→ (γ∗L)1 = Lx0

correspondant à l’action de monodromie de γ. À un système local sur U on peut donc associer
fonctoriellement une représentation du groupe fondamental π1(U, x0).

Proposition 2.1 ([Ach21, Théorème 1.7.9]). Le foncteur Loc(X) → Rep(π1(U, x0)) est une
équivalence de catégorie.

Soit xi ∈ S un point singulier de la stratification. Soit D un ouvert simplement connexe de
X qui contient γi et aucune autre singularité en dehors de xi. À homéomorphisme près il faut
penser D comme un petit disque centré en xi. On appelle cospécialisation de xi le morphisme
ρ(γi)-équivariant correspondant à

fi : Fxi
∼= F(D) → Fb.

Le faisceau F est ainsi déterminé par son uplet de monodromie sur l’ouvert lisse ainsi que ses
applications de cospécialisation en chaque singularité.

x1

xi

xn

x0

β

α

γi

Figure 1 – Générateurs de
π1(E \ S, x0).

Avec la décomposition Fxi
∼= Ker fi ⊕ Im fi en chaque sin-

gularité xi, on obtient la décomposition F = F ′ ⊕ F ′′ où F ′

est une somme de faisceaux gratte-ciel avec pour fibre Ker fi en
chaque singularité xi, et F ′′ est égal à F sur l’ouvert E \ S et
ses applications de cospécialisation sont données par l’inclusion
Im fi ↪→ F ′′

x0
en chaque singularité xi. Dans la suite on notera

M = Fx0
la fibre générique et Mi = F ′′

xi
⊆ M les fibres singu-

lières de F ′′, et (C1, . . . , Cn) ∈ GL(M)n le uplet de monodromie
locale en les singularités.

Dans le cas d’une courbe elliptique E, on identifie E au tore
complexe C/Z[i] muni de sa loi de groupe usuelle, et on fixe un
choix standard de générateurs du groupe fondamental

π1(E \ S, xx0
) = ⟨γ1, . . . , γn, α, β | γ1 · · · γn[α, β] = 1⟩

comme dans la Figure 1. Le système local L est ainsi unique-
ment déterminé par le uplet de monodromie TL = (ρ(γ1), . . . , ρ(γn), ρ(α), ρ(β)) ∈ GL(Lx0)n+2.

2.2 Catégorie dérivée des faisceaux
On introduit ici quelques notions d’algèbre homologique, le lecteur pourra se reporter à [GM03]

pour une exposition complète.
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Soit X un espace topologique quelconque. On note D(X) la catégorie dérivée associée à Sh(X),
dont les objets sont les complexes de chaînes et telle que les morphismes induisant des isomor-
phismes en homologie deviennent des isomorphismes. On note enfin Hk : D(X) → Sh(X) le fonc-
teur de cohomologie en degré k. Lorsque X est une variété algébrique complexe on considère les
faisceaux relativement à la topologie analytique complexe.

Soit f : X → Y une application continue entre espaces topologiques. Alors f induit les fonc-
teurs image inverse f∗ : Sh(Y ) → Sh(X), et image directe et image directe à support propre
f∗, f! : Sh(X) → Sh(Y ). On dispose aussi des bifoncteurs Hom faisceautique Hom(−,−) : Sh(X)op×
Sh(X) → Sh(X) et produit tensoriel − ⊗ − : Sh(X) × Sh(X) → Sh(X). En dérivant les fonc-
teurs exacts à gauche Rf∗, Rf!, RHom, et en définissant le foncteur image inverse exceptionnelle
f ! : D+(Y ) → D+(X) on retrouve le formalisme des six opérations qui vérifient des relations
formelles simplifiant grandement les preuves.

On définit également les groupes de cohomologie (resp. à support compact) notés H•(X,−) :=
R•Γ(−) (resp. H•

c (X,−) := R•Γc(−)) obtenus en dérivant le foncteur de section globale Γ (resp.
à support compact Γc). On parlera d’hypercohomologie pour ne pas confondre avec les foncteurs
de cohomologie.

Un complexe de faisceau à cohomologie bornée K ∈ Db(X) est dit constructible si tous ses
groupes de cohomologie H•(K) sont constructibles. On note Db

c(X) la sous-catégorie pleine de
Db(X) des faisceaux constructible à cohomologie bornée. Dans ce formalisme on dispose de nom-
breuses formules utiles manipuler les objets, telle que la propriété suivante qui permet de tirer
parti de la stratification des faisceaux constructibles.

Proposition 2.2 ([Ach21, Théorème 1.3.10]). Soit F une partie fermée de X. On note i : F ↪→ X
et j : U ↪→ X les inclusions fermée et ouverte complémentaires. Alors pour tout F ∈ D+(X) les
triangles suivants sont distingués :

j!j
!F → F → i∗i

∗F →,

i!i
!F → F → Rj∗j

∗F → .

2.2.1 Cohomologie parabolique

Supposons que X est une courbe algébrique complexe, et soit F un faisceau constructible avec
ensemble de singularités S ⊂ X. En considérant des petits disques centrés sur les singularités, avec
la Propriété 2.2 on arrive à calculer explicitement i!F pour l’inclusion i : S ↪→ X. On parvient de
même à calculer la cohomologie d’une classe particulière de faisceaux qui deviendra centrale dans
notre étude. Supposons que les fibres singulières de F sont maximales, c’est-à-dire que F = j∗L.
On appelle cohomologie parabolique les groupes de cohomologie

H•
p (U,L) := H•(X,F)

traités dans [DW06]. On donne une première description intrinsèque de la cohomologie parabolique.

Proposition 2.3. Il existe un isomorphisme naturel

H1
p (U,L) ∼= Im(H1

c (U,L) → H1(U,L)).

Dans le cas d’une courbe elliptique E exprimons la cohomologie parabolique en termes de
cocycles. On utilise la suite exacte suivante

0 → H1(E,F) → H1(U,L) → ΓH2(i!F) → H2(E,F).

Le groupe H1(U,L) est égal au quotient de l’ensemble des cycles Z par l’ensemble des bords B,
où

Z := { δ : π1(U, x0) →M | ∀a, b ∈ π1(U, x0), δ(ab) = δ(a) · ρ(b) + δ(b) } ,
B := { δ : a 7→ v · (ρ(a)− 1) | v ∈M } ⊆ Z.
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Le groupe fondamental π1(U, x0) a pour présentation ⟨γ1, . . . , γn, α, β|γ1 · · · γn[α, β] = 1⟩ donc un
choix (v1, . . . , vn, vα, vβ) de valeurs de δ sur les générateurs détermine un cocycle si et seulement
si v1C2 · · ·Cn + · · · vn + vα(B − 1)B−1A−1 + vβ(1−A)B−1A−1 = 0. Ainsi on peut aussi écrire

Z =

{
(v1, . . . , vn, vα, vβ) ∈Mn+2

∣∣∣∣∣ v1C2 · · ·Cn + · · · vn + vα(B − 1)B−1A−1

+ vβ(1−A)B−1A−1 = 0

}
B = { (v(C1 − 1), . . . , v(Cn − 1), v(A− 1), v(B − 1)) | v ∈M } .

De plus ΓH2(i!F) =
⊕n

i=1MCi
, donc par la suite exacte on en déduit que la cohomologie para-

bolique est donnée par le quotient H1(E,F) = Z ′/B, où

Z ′ := { (v1, . . . , vn, vα, vβ) ∈ Z | v1 ∈ Im(C1 − 1), . . . vn ∈ Im(Cn − 1) } ⊆ Z.

2.3 Faisceaux pervers
Dans cette section on étudie la notion de faisceau pervers sur une variété algébrique, en se

concentrant sur le cas d’une courbe elliptique. On réfère le lecteur à [Ach21] ou [Max19] pour une
étude plus générale.

2.3.1 Définitions et propriétés

Soit X une variété algébrique complexe.

Dans le contexte des faisceaux constructibles on appelle dualité de Verdier une généralisation
de la dualité de Poincaré. On appelle complexe dualisant de X l’objet

ωX := π!Cpt ∈ Db
c(X),

où π : X → pt désigne l’application constante sur le point, et on définit le foncteur dual de Verdier
D : Db

c(X)op → Db
c(X) par

D(F) := RHom(F , ωX).

Lorsque X est une variété lisse, on peut alors montrer que ωX = CX [2 dimX].

On définit alors dans Db
c(X) les sous-catégories

pD⩽0(X) =
{
F ∈ Db

c(X)
∣∣ ∀i,dim suppH−i(F) ⩽ i

}
,

pD⩾0(X) =
{
F ∈ Db

c(X)
∣∣ ∀i,dim suppH−i(D(F)) ⩽ i

}
.

On dit que F ∈ pD⩽0(X) vérifie la condition de support, et que F ∈ pD⩾0(X) vérifie la condition
de cosupport.

La paire (pD⩽0(X), pD⩾0(X)) forme une t-structure sur Db
c(X) dite perverse, on note Perv(X) =

pD⩽0(X) ∩ pD⩾0(X) le cœur de cette t-structure qui est donc une catégorie abélienne, et on ap-
pelle ses objets les faisceaux pervers sur X. On notera que le dual de Verdier D échange pD⩽0(X)
et pD⩾0(X) par dualité, donc en particulier F ∈ Perv(X) si et seulement si D(F) ∈ Perv(X).

La catégorie des faisceaux pervers a une définition qui peut paraître opaque, mais son étude
se cristallise dans le cas des courbes en la caractérisation élémentaire suivante :

Proposition 2.4. Soit C une courbe algébrique complexe lisse. Soit F ∈ Db
c(C). Alors F est un

faisceau pervers sur C si et seulement si il vérifie les conditions suivantes :
(i) Hk(F) = 0 pour tout k ̸∈ {−1, 0},
(ii) H0(F) est une somme finie de faisceaux gratte-ciel δx, x ∈ S,
(iii) H−1(F) n’a pas de section globale non nulle à support fini.

On énonce le théorème structural suivant :
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Théorème 2.5 ([Ach21, Théorèmes 3.4.4 et 3.4.5]). La catégorie Perv(X) est nœthériennne et
artinienne, et chaque objet simple de Perv(X) est un complexe de cohomologie d’intersection
simple.

Un complexe de cohomologie d’intersection, noté IC(Y,L), est un faisceau pervers construit à
partir d’un système local L sur une sous-variété lisse, connexe et localement fermée Y de X. Nous
n’aborderons l’étude général de ces objets, mais pour les courbes algébriques on peut montrer que
cette construction est très simple.

Proposition 2.6. Soit L un système local sur un ouvert U d’une courbe algébrique C, et j : U ↪→ C
l’inclusion. Alors il existe un isomorphisme

IC(U,L) ∼= j∗L[1].

Corollaire 2.7. Soit E une courbe elliptique. Les objets simples de Perv(E) lisses sur E sont
donnés par les faisceaux de la forme L[1] pour un système local L de rang un sur E, et corres-
pondent donc aux caractères du groupe fondamental de E.

2.3.2 Caractéristique d’Euler

On rappelle que la caractéristique d’Euler d’un complexe F ∈ Db
c(X) est définie par la somme

alternée
∑∞

k=−∞(−1)k dimHk(X,F).

Lemme 2.8. Soit X une variété algébrique et F un faisceau constructible sur X pour une stra-
tification (Xs)s∈S. Alors

χ(F) =
∑
s∈S

χ(F|Xs) =
∑
s∈S

χ(Xs) rk(F|Xs).

Dans le cas d’une courbe elliptique E, on en déduit la formule suivante :

Corollaire 2.9. Soit F un faisceau constructible sur E. On note S = {x1, . . . , xn} l’ensemble des
singularités et U sont complémentaire ouvert. Alors

χ(F) = −n rk(F) +
∑

1⩽i⩽n

dim(Fxi
).

Corollaire 2.10. Soit F un faisceau pervers sur E. Alors χ(F) ⩾ 0, et χ(F) = 0 si et seulement
si F est lisse sur E.

Ce dernier résultat nous permettra d’utiliser la caractéristique d’Euler comme formule pour
une notion de dimension des faisceaux pervers.

3 Formalisme tannakien
Avant de s’attaquer à la convolution de faisceaux pervers, faisons un interlude sur les catégories

tannakienne, pour comprendre quelles bonnes propriétés cette opération doit vérifier.

Étant donné un schéma en groupes affine G sur un corps k, on peut considérer la catégorie
Rep(G) de ses représentations de dimension finie sur k, naturellement munie des foncteurs dual et
produit tensoriel. Le schéma en groupe affine G peut alors être reconstruit à partir de ces données.
Le formalisme tannakien applique cette reconstruction à une classe plus générale de catégories.

Soit (C,⊗,1) une catégorie catégorie tensorielle, c’est-à-dire une catégorie k-linéaire monoïdale
symétrique pour le bifoncteur ⊗ avec unité 1.

Soit X un objet de C, on dit que X admet un dual X∨ s’il existe un isomorphisme Hom(T ⊗
X,1) ∼= Hom(T,X∨) fonctoriel en T , et que X est réflexif si le morphisme naturel X → X∨∨ est
un isomorphisme. Enfin on dit que C est rigide si tous les objets de C admettent un dual et sont
réflexifs, et si la formation du dual commute au produit tensoriel.

On peut alors formellement définir un schéma en groupe affine Aut⊗(ω) qui vérifie :
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Théorème 3.1 ([Del+82, Théorème 2.11]). Soit C une catégorie tensorielle rigide telle que
End(1) = k et munie d’un foncteur exact et fidèle ω : C → Vectk commutant avec ⊗. Alors
Aut⊗(ω) est représenté par un schéma en groupes affine G, et le foncteur naturel C → Rep(G)
est une équivalence de catégorie.

Sous les hypothèses de l’énoncé du théorème on dit que C est une catégorie tannakienne neutre
avec foncteur fibre ω. La catégorie C hérite donc des propriétés de la catégorie Rep(G) associée.

Pour tout objet X de C la sous-catégorie tensorielle ⟨X⟩ engendrée par X et X∨ reste une
catégorie tannakienne neutre avec foncteur fibre ω|⟨X⟩, donc par formalisme tannakien on peut
lui associer un schéma en groupe affine GX que l’on appelle le groupe fondamental de X, et GX

est le groupe algébrique donné par l’image de G dans GLω(X).

4 Convolution additive
Soit E une courbe elliptique. On munit Db

c(E) d’un produit de convolution additive noté ∗, et
on introduit une sous-catégorie P(E) de Perv(E) sur laquelle le produit de convolution induit
une structure de catégorie tannakienne. Le lecteur pourra consulter [Wei06] et [LMW21] pour une
étude plus générale du produit de convolution sur une variété abélienne.

4.1 Définition et propriétés
On note a : E ×E → E la loi de groupe de E et 0 son neutre. Soit F et G deux complexes de

faisceaux de Db
c(E). On note F ⊠ G := pr∗1F ⊗ pr∗2G ∈ Db

c(X × Y ) le produit tensoriel extérieur
de F et G, on définit le produit de convolution additive de F et G par

F ∗ G := Ra∗(F ⊠ G) ∈ Db
c(E),

et on définit le dual de F par
F∨ := (−id)∗D(F) ∈ Db

c(E).

L’étude du produit de convolution ne dépend en fait pas de la classe d’isogénie de la courbe
elliptique choisie, on pourra donc omettre de préciser l’espace de base E lorsqu’il n’y a pas d’am-
biguïté et l’identifier à C/Z[i].

Nous pouvons alors montrer que (Db
c, ∗, (−)∨) est une catégorie tensorielle rigide avec unité δ0

qui vérifie End(δ0) ∼= C. On montre en fait que la convolution par δx correspond à l’image directe
par la translation τx. La catégorie Perv n’est cependant pas stable par le produit de convolution
∗, on restreint donc la catégorie considérée.

4.2 Catégorie tannakienne P(E)

Définition 4.1. Un objet F ∈ Db
c a la propriété P si pour tout système local L de rang un sur

E la condition suivante est satisfaite :

∀i ̸= 0, Hi(E,F ⊗ L) = 0.

On note P(E) la sous-catégorie de Db
c formée des objets avec la propriété P.

Théorème 4.2. Soit F ∈ Db
c. Si F a la propriété P, alors F ∈ Perv. Plus précisément, F ∈ Perv

vérifie P si et seulement si F n’admet pas de sous-objet ni de quotient de la forme L[1] pour un
système local L de rang un sur E. En particulier un objet simple de Perv vérifie P si et seulement
si il n’est pas de la forme L[1].

De plus, la classe des objets de Db
c vérifiant la propriété P est stable par convolution et par

dual (−)∨.

On obtient ainsi une sous-catégorie P de Perv munie de la convolution ∗ et du dual (−)∨. Il faut
cependant prendre des précautions car P n’est pas une sous-catégorie abélienne de Perv. On note
Neg la sous-catégorie de Perv constituée des faisceaux pervers dont la caractéristique d’Euler est
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nulle. On a vu que Neg est constituée des faisceaux pervers lisses sur E, et c’est une sous-catégorie
de Serre de Perv. On peut donc définir la catégorie abélienne quotient Perv = Perv/Neg sur
laquelle le produit de convolution est bien défini.

Proposition 4.3 ([GL96, Section 3.7]). Le foncteur naturel P → Perv obtenu en composant
l’inclusion P → Perv et la localisation Perv → Perv est une équivalence de catégorie compatible
au produit de convolution et au dual.

La catégorie Perv est la bonne catégorie à considérer pour définir naturellement le produit de
convolution, mais l’équivalence de catégorie avec P permet de définir la convolution entre braves
faisceaux pervers, et nous permettra dans la suite de mener les calculs explicitement.

La catégorie P est donc une catégorie tensorielle rigide pour le produit de convolution ∗ et le
dual (−)∨. On la munit du foncteur fibre

ω : F 7→ H0(E,F),

et on dénote la dimension tannakienne de F ∈ P par

dim(F) := dim(ω(F)) = h0(E,F) = χ(F).

Théorème 4.4. La catégorie P munie du produit de convolution ∗ et du dual (−)∨ avec unité δ0
est une catégorie tannakienne neutre pour le foncteur fibre ω.

On note Pss la sous-catégorie de P formée de ses objets semi-simples, qui hérite formellement
de la structure de catégorie tannakienne neutre.

4.3 Calcul effectif du produit de convolution
On se propose dans cette section de mener un calcul explicite du produit de convolution dans

Pss en terme de la monodromie, en identifiant E avec C/Z[i] muni de ses topologie et loi de groupe
usuelles.

Soient F et G des éléments simples de Pss. Leur convolution F ∗ G ∈ Pss est semi-simple donc
s’écrit comme somme directe de faisceaux gratte-ciel en degré 0 et de complexes de cohomologie
d’intersection en degré −1. Une application du lemme de Schur permet déjà de déterminer les
composantes en degré zéro.

Proposition 4.5. Soit z ∈ E une singularité de F ∗ G. Alors δz est un facteur direct de F ∗ G si
et seulement s’il existe un isomorphisme F ∼= τz∗G∨, et dans ce cas il apparaît avec multiplicité
un.

Il reste donc à calculer le facteur de F ∗ G isomorphe à un complexe de cohomologie d’inter-
section qui est entièrement déterminé par sa monodromie, que l’on va calculer dans le reste de la
section. On suppose F et G en degré −1.

Soit X = {x1, . . . , xp} et Y = {y1, . . . , yq} les ensembles de singularités de F et de G, et
U et V les ouverts lisses complémentaires. On note jU : U ↪→ E et jV : V ↪→ E les inclusions
et F = jU∗L[1] et G = jV ∗M[1]. Alors la convolution F ∗ G a pour singularités X + Y =
{ xi + yj | xi ∈ X, yj ∈ Y }. En toute généralité on peut montrer que Hk(F ∗ G)z = Hk(E,F ⊗
G(z − x)), où G(z − x) = (x 7→ z − x)∗G, donc ici

H−1(F ∗ G)z = H1
p (E \ (X ∪ (z − Y )),L|E\(X∪(z−Y )) ⊗M|E\(X∪(z−Y ))).

On pose

W :=pr−1
1 (U) ∩ d−1(V ) ∩ pr−1

2 (E \ (X + Y ))

=
{
(x, y) ∈ E2

∣∣ y ∈ E \ (X + Y ), x ∈ E \ (X ∪ (y − Y ))
}
⊂ E × E,

où d : (x, y) 7→ y− x, et la deuxième projection induit une fibration localement triviale pr2 : W →
E \ (X + Y ) de fibre E \ (X ∪ (y0 − Y )) en y0, et pour (x0, y0) ∈W on obtient la suite exacte

1 → π1(E \ (X ∪ (y0 − Y )), x0) → π1(W, (x0, y0)) → π1(E \ (X + Y ), y0) → 1. (1)

On va voir que cette suite exacte scinde et permet de calculer l’action de π1(E \ (X + Y ), y0) sur
la fibre générique (F ∗ G)y0

qui détermine le produit de convolution.
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4.3.1 Déformation

Pour effectuer les calculs de monodromie, on souhaite se ramener à une configuration standard
des singularités qui vérifie les conditions suivantes :

— {y0}, X, Y ⊂]0, 12 [,
— x1 < · · · < xp < y0 − y1 < · · · < y0 − yq.
On note RX,Y (z) := { (i, j) | xi + yj = z } l’ensemble des relations de (X,Y ) en z ∈ E et

ConfX,Y :=

{
(X ′, Y ′) ∈ Ep+q

∣∣∣∣ ∀i, j, 1 ⩽ i ⩽ p, 1 ⩽ j ⩽ q,
RX,Y (xi + yj) = RX′,Y ′(x′i + y′j),

}
⊂ Ep+q

l’espace des configurations des singularités vérifiant les mêmes relations que (X,Y ). On peut alors
vérifier que l’on peut déformer E pour se ramener au cas voulu en considérant des chemins dans
l’espace des configurations que l’on relèvent en isotopies. Il faut cependant faire attention au cas
où les relations de (X,Y ) proviennent du quotient de C par Z[i], auquel cas la convolution est
limite de convolutions où les relations proviennent de C (voir Figure 2).

y0u1

v1

y0

u0

v0

y0

u1
v1

y0

w0

F1 ∗ G1

F0 ∗ G0

Figure 2 – Déformation de la monodromie entre F0 ∗ G0 et F1 ∗ G1.

4.3.2 Groupe de tresses

On introduit dans cette section le groupe de tresses pour calculer l’action de π1(E\(X+Y ), y0)
sur π1(E \ (X ∪ (y0 − Y )), x0). On se réfère à [Bir69].

Soit Fn := { (x1, . . . , xn) ∈ En | ∀i, j, xi ̸= xj } l’espace des configurations de n points dans
E. Il est muni d’une action naturelle du groupe des permutations de n éléments Sn définie par
σ · (x1, . . . , xn) := (xσ(1), . . . , xσ(n)) pour σ ∈ Sn et (x1, . . . , xn) ∈ Fn. On note Bn := π1(Fn/Sn)
le groupe de tresses plein à n brins de E, et Pn := π1(Fn) ⊆ Bn le groupe de tresses pures à n
brins de E.

Le groupe de tresses plein Bn admet une présentation avec générateurs σ1, . . . , σn, α, β et
relations (voir Figure 3). Le groupe de tresses pures Pn est alors le sous-groupe de Bn généré par
les tresses αi et βi (Figure 4).

x1

xi

xi+1

xn

β

α

σi

σi

Figure 3 –
Générateurs de Bn.

x1

xi

xj

xn

σi,j βj

αj

Figure 4 –
Générateurs de Pn.

x1

xp

y0 − y1

y0 − yq

x0

β

α

γ1

γp+1

Figure 5 –
Générateurs de

π1(E\(X∪(y0−Y ), x0).

z1

zk

zr

y0

β̂

α̂

γ̂k

Figure 6 –
Générateurs de

π1(E \ (X + Y ), y0).
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On considère la fibration f : Fn+1 → Fn, (x1, . . . , xn, x0) 7→ (x1, . . . , xn) de fibre E\X où X est
un ensemble à n points de E, et on notera x0 le (n+1)-ème point en lieu de xn+1 car il jouera le rôle
de point base. Cette fibration admet une section s : Fn → Fn+1, (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, x0)
avec x0 := xn + 1

2 mini<n dist(xi, xn), où dist est la distance sur E induite par l’identification à
C/Z[i].

Soit ϕ̃ : W → Fn+1 et ϕ : E \ (X + Y ) → Fn les applications définies par

ϕ̃(x, y) = (x1, . . . , xp, y − y1, . . . , y − yq, x),

ϕ(y) = (x1, . . . , xp, y − y1, . . . , y − yq).

On obtient ainsi un morphisme de fibrations

W E \ (X + Y )

Pn+1 Pn

ϕ̃ ϕ

qui induit le diagramme commutatif

1 π1(E \ (X ∪ (y0 − Y ), x0) π1(W, (x0, y0)) π1(E \ (X + Y ), y0) 1

1 π1(E \ (X ∪ (y0 − Y ), x0) Pn+1 Pn 1 ,

ϕ̃∗ ϕ∗

où Pn = π1(Fn, (x1, . . . , xp, y0 − y1, . . . , y0 − yq)) et Pn+1 = π1(Fn+1, (x1, . . . , xp, y0 − y1, . . . , y0 −
yq, x0)). On a vu que la ligne du bas scinde, donc celle du haut aussi et l’action induite de π1(E \
(X+Y ), y0) sur π1(E \ (X ∪ (y0−Y ), x0) se déduit de celle de Pn sur π1(E \ (X ∪ (y0−Y ), x0) par
composition avec ϕ∗. Cela permettra de calculer la représentation de monodromie de F∗G d’ouvert
lisse E \ (X + Y ) avec fibre générique H1

p (E \ (X ∪ (y0 − Y )),L|E\(X∪(y0−Y )) ⊗M|E\(X∪(y0−Y )))
en y0.

En se plaçant dans la configuration standard des singularités, on peut alors calculer à la main
l’action des générateurs de π1(E \ (X + Y ), y0) sur ceux de π1(E \ (X ∪ (y0 − Y )), x0).

4.3.3 Monodromie

Avec l’étude précédente on sait maintenant calculer l’action de π1(E \ (X + Y ), y0) sur π1(E \
(X∪(y0−Y )), x0) induite par la section, qui nous servira à déterminer la représentation par mono-
dromie de F∗G donnée par l’action de π1(E\(X+Y ), y0) sur H1

p (E\(X∪(z−Y )),L|E\(X∪(z−Y ))⊗
M|E\(X∪(z−Y ))). Commençons par calculer la monodromie de G(y0 − x).

Lemme 4.6. Si G a pour uplet de monodromie (C1, . . . , Cq, A,B) pour le choix standard de
générateur comme en Figure 1, alors G(y0 − x) a pour monodromie

(Cq, C
Cq

q−1, . . . , C
C2···Cq

1 , C−1
q · · ·C−1

1 A−1, B−1C1 · · ·Cq)

pour un choix de générateurs analogue.

En choisissant des isotopies de E qui relèvent les lacets de γ ∈ π1(E \ (X + Y ), y0) on arrive
enfin à démontrer le résultat suivant :

Proposition 4.7. Soit γ ∈ π1(E \ (X + Y ), y0) et γ̃ := (prn+1sϕ × id) ◦ γ ∈ π1(W, (x0, y0)) un
relèvement de γ compatible avec la section au niveau des groupes de tresses. Soit [δ] ∈ H1

p (E \
(X ∪ (z−Y )),L|E\(X∪(z−Y )) ⊗M|E\(X∪(z−Y ))) la classe d’un cocycle δ, alors [δ]γ = [δ′] où δ′ est
le cocycle défini sur π(E \ (X ∪ (y0 − Y )), x0) par

δ′(η) = δ(ηγ
−1

) · ρ(γ̃),
où ρ(γ̃) est la monodromie de γ̃ sur (pr∗1F ⊗ d∗G)|W et

ρ(γ̃) =


Ci ⊗ 1 si γ = γ̂m et zm = xi + yq,

A⊗ 1 si γ = α̂,

B ⊗ 1 si γ = β̂.
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5 Réalisation de G2 comme groupe fondamental
Dans cette section on se propose de réaliser le groupe de Lie simple exceptionnel G2 comme

groupe fondamental d’un objet de Pss. On définit pour cela une certaine classe de faisceaux pervers
auto-duaux appelés faisceaux à sept points, et on utilise les propriétés de G2 pour déterminer son
groupe fondamental.

5.1 Groupe de Lie G2.
En se reposant sur la classification des formes trilinéaires alternées sur un espace vectoriel de

dimension 7 et de leur stabilisateur étudiée dans [CH88], on donne la définition suivante du groupe
G2.

Définition 5.1. Le groupe de Lie G2 est un sous-groupe de dimension 14 de SO(7) qui s’obtient
comme stabilisateur d’une forme trilinéaire alternée sur un espace de dimension 7 équivalente à la
forme trilinéaire alternée sur C7 définie par

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 + ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 + ω1 ∧ ω4 ∧ ω7 + ω2 ∧ ω5 ∧ ω7 + ω3 ∧ ω6 ∧ ω7

où (ω1, . . . , ω7) désigne la base duale canonique.

On cherche à caractériser les sous-groupes fermés de O(7) dont les représentations standard
sont Lie-irréductibles. Suivant [Kat90] et [OV90] on peut calculer le moment d’ordre k, défini pour
tout sous-groupe H de GL7 par

Mk(H) := dim((W⊗k)H),

où W est la représentation standard de H de dimension 7, on peut alors alors déterminer G2 par
ses moments d’ordre 3 et 4 (voir Table 1).

M3 M4

SO(7) 0 3
O(7) 0 3
PSL(2) 1 7
±PSL(2) 0 7
G2 1 4
±G2 0 4

Table 1 – Moments d’ordre 3 et 4 de certains sous-groupes de O(7).

5.2 Faisceaux à sept points
On construit une classe de faisceaux dits faisceaux à sept points et on montre que leur groupe

fondamental est égal à G2. On appelle faisceau à sept points un objet simple F ∈ P auto-dual de
rang 2 avec exactement sept singularités de la forme

X = { 0,±a,±b,±(a+ b) } ,

pour a, b ∈ E, en lesquelles l’action de monodromie locale est unipotente et non triviale. La
dimension de F est donc égale à 7 par la Proposition 2.9.

Un exemple de faisceaux à sept points s’obtient avec la construction qui suit. On note π : E →
P1(C) le revêtement double correspondant à l’involution (−id), et X̄ = {t1, t2, t3, t4} l’image par
π des singularités X. Soit L un système local irréductible de rang 2 sur P1(C) \ X̄ dont l’action
de monodromie locale est unipotente et non triviale en chaque singularité, et on note F ∈ Pss le
complexe de cohomologie d’intersection associé au pullback π∗L. Dans la suite on ne considère
que ces faisceaux à sept points dits de type pullback de Beauville, on les appellera donc simplement
faisceaux à sept points.
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Le faisceau à sept point F est entièrement déterminé par la monodromie du système local L
sur P1(C) \ X̄. On se ramène par déformation à une configuration standard et on fixe un choix de
générateurs des groupes fondamentaux de P1(C) \ X̄ et de E \X (voir Figure 7), suivant lequel
on peut déterminer l’ensemble des possibilité pour la monodromie de L.

1
2

i
2

0

x0

a−a b−b a+ b−a− b

γ5 γ6 γ7γ4γ3γ2γ1

α

β

1
2

i
2

0

x0

a b a+ b

γ̄2 γ̄3 γ̄4γ̄1

ᾱ

ᾱ

β̄

β̄

η̄

η̄

Figure 7 – Générateurs de π1(E \X,x0) et de π1(P1(C) \ X̄, x0).

Proposition 5.2. On suppose que L est irréductible et que ses matrices de monodromies (A1, A2, A3, A4)
sont unipotentes. Alors dans une base bien choisie de la fibre générique Lx0

les matrices A1, A2, A3 ∈
GL(Lx0

) sont dans l’une des formes figurant dans la Table 2 avec des paramètres y, a, b ∈ C respec-
tant les contraintes données, et A4 se déduit de la relation A1A2A3A4 = 1. Le uplet de monodromie
de F est donnée par

(A4, A
A4
3 , AA3A4

2 , A2
1, A2, A3, A4, id, id).

A1 A2 A3

i)
(
1 1
0 1

) (
1 −1
0 1

) (
1 0
y 1

)
y ̸= 0

ii)
(
1 1
0 1

) (
1 0
y 1

) (
1 −1
0 1

)
y ̸= 0

iii)
(
1 1
0 1

) (
1 0
y 1

) (
1 0
−y 1

)
y ̸= 0

iv)
(
1 1
0 1

) (
1 0

(a−1)2

b(a+b) 1

) (
a b

− (a−1)2

b 2− a

)
a ̸= 1, b ̸= 0,
a+ b ̸= 0

Table 2 – Monodromies possibles pour un faisceau à sept points.

Suivant la Proposition 4.7 on peut alors calculer, à l’aide d’un logiciel de calcul algébrique,
l’action de monodromie de la convolution F ∗F en termes de cocycles, ce qui conduit à la décom-
position

F ∗ F ∼= δ0 ⊕F ⊕ G1 ⊕ G2,

où G1 et G2 sont des objets simples de rangs 8 et 18 et de dimensions 14 et 27 respectivement.
Soit f : F ∗ F → F la projection sur le facteur direct F ⊂ F ∗ F . De plus F est auto-dual donc
on peut définir la forme trilinéaire non nulle

ψ : (F ∗ F) ∗ F f∗id−−−→ F ∗ F ∼= F ∗ F∨ ev−→ δ0

qui est fixée par GF . Le faisceau F étant auto-dual et de dimension 7 il vient GF ⊆ O(7), un
raisonnement sur les rangs et la caractérisation de G2 parmi les sous-groupes fermés de O(7)
permet alors de conclure :

Proposition 5.3. Soit F un faisceau à sept points. Alors son groupe fondamental est de type G2

et correspond au stabilisateur de la forme trilinéaire alternée ψ.
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