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1 Introduction et motivations

Le problème de l’anatomie computationnelle consiste à essayer d’évaluer
quantitativement la variabilité entre des individus ou des structures biologiques.
Peut-être l’un des pionniers de ce domaine est D’Arcy Thompson, qui montrait
qu’on pouvait passer de la morphologie d’une espèce à l’autre via une simple
transformation géométrique.

Aujourd’hui, cette idée a trouvé son application dans des problèmes d’ima-
gerie médicale : étant donné un organe de deux individus différents, ils n’ont
a priori pas exactement la même forme, mais il est parfois possible d’effectuer
un ”recalage” entre les deux formes, c’est-à-dire de trouver un système de coor-
données commun pour ensuite pouvoir les comparer. Cela peut-être obtenu en
déformant habilement la première forme sur la deuxième.

Un tel recalage nous donne également des informations sur la différence
anatomique entre ces deux organes : s’il a fallu grossir une zone de l’organe
pour la recaler correctement sur le deuxième, cela signifie que cette zone est plus
petite chez le premier individu. Si ensuite on se donne encore plus d’individus,
on peut commencer à faire des statistiques et étudier précisément la variabilité
de toutes ces zones.

Le point de vue qu’on prend dans ce papier est celui des LDDMM (large
deformation diffeomorphic metric mapping) [2]. L’idée est de faire de l’espace
des formes un espace riemannien, où les recalages entre deux formes sont obtenus
via des trajectoires géodésiques.

Travailler dans un espace riemannien a beaucoup d’avantages : de nom-
breuses méthodes de statistiques sont encore disponibles dans les espaces rie-
manniens [7]. On peut par exemple généraliser : la notion de moyenne, le concept
de régression linéaire, qui devient une régression selon une géodésique, l’analyse
en composantes principales (PCA, méthode qui cherche à trouver les axes ma-
jeurs de variabilité dans un jeu de données), les algorithmes de clustering...

Pour obtenir une métrique riemannienne sur l’espace des formes, on va
prendre un groupe de Lie (en l’occurence le groupe des difféomorphismes de
Rd) qui agit sur ces formes et munir ce groupe d’une métrique riemannienne in-
variante. Cette approche est un héritage d’une idée de Vladimir Arnold [1], qui
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Figure 1 – Illustration de D’Arcy Thompson dans son livre ”On Growth and
Form”.

décrit comme certaines équations de la physique, comme la rotation d’un objet
ou l’évolution d’un fluide non visqueux, peuvent être décrites à travers l’action
d’un groupe de Lie muni d’une métrique riemannienne invariante (respective-
ment SO3 et SDiff, l’espace des difféomorphismes qui préservent le volume).

2 Représentation des objets

Quelle représentation pour nos objets ? Traditionnellement on peut voir
notre objet comme l’image d’une immersion j :M → Rd pour d = 2 ou 3 et où
M est une variété. C’est notamment l’approche qui était employée dans les pre-
miers articles sur le sujet (voir par exemple [10]), où on cherchait à trouver une
métrique sur l’espace de telles immersions, quotienté par les difféomorphismes
laissant l’image de l’immersion invariante.

L’action d’un difféomorphisme φ : Rd → Rd sur une telle immersion j est
alors :

φ.j = φ ◦ j. (1)

Il s’agit ici d’une action à gauche car la composition d’un difféomorphisme φ
puis ψ sur l’objet donne naturellement

ψ.(φ.j) = (ψ ◦ φ).j.

Le défaut d’une telle représentation est qu’elle est assez peu pratique pour
manier des véritables données. En général, on a plutôt accès à une intensité en
chaque point voire à un nuage de point. Il est alors dans ce cas plus judicieux
de travailler avec une distribution positive µ : Rd → R+ qui va représenter la
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Figure 2 – Recalage de planum temporale entre deux individus provenant de
[8]. Le recalage final est l’avant-dernière objet, tandis que l’objectif est l’objet
en rouge.

densité de notre objet dans Rd (il s’agit alors d’une somme de diracs dans le cas
d’un nuage de points).

Cette représentation recouvre la précédente : étant donné une immersion
j on peut définir la distribution µj en définissant l’action contre une fonction
f : Rd → R comme

(µj |f) =
∫
M

f(j(m))dVolM (m).

L’analogue pour l’action d’un difféomorphisme se trouve alors être :

φ.µ = µ ◦ φ−1.

Il s’agit toujours d’une action à gauche, qui récupère la même action que dans
(1) pour le cas d’une immersion.

Variations : on peut demander à ce que µ ait plusieurs canaux de sortie,
ce qui revient à dire que µ est la donnée de F distributions, où F ∈ N∗, ou
alors que µ est une distribution positive de domaine Rd × {0, 1, ..., F − 1}. Par
exemple, un nuage de points avec des labels correspond aux telles distributions
µ qui sont des sommes de Dirac.

Aussi, si jamais l’objet qu’on veut représenter à une dimension intrinsèque
d′ strictement inférieure à d (le plus commun étant la surface d’un objet dans
R3) il peut être intéressant de garder la donnée d’espace tangent en chaque
point. Cela peut se faire en voyant µ non pas seulement comme une mesure de
domaine Rd, mais comme une mesure de domaine Rd × Gd′(d), où Gd′(d) est
l’espace des sous-espaces vectoriels de dimension d′ dans Rd. Cette approche est
fortement inspirée du concept de varifold, notion d’abord introduite pour l’étude
des surfaces minimales, et qui cherche partiellement à généraliser la notion de
sous-variété (voir par exemple [9]). Dans ce cas, les difféomorphismes agissent
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Figure 3 – Exemple de ’varifold’ associé à un nuage de point avec la donnée
d’un axe en chaque point, qu’on peut écrire

∑
imiδxi

⊗ δPi
, où xi donne la

position, Pi l’axe et mi la masse accordée au point.

naturellement sur Gd′(d) : une base de E ∈ Gd′(d) est transportée par l’action
de la différentielle du difféomorpisme.

On peut également trouver des variations plus exotiques, comme les IRM de
diffusion où on peut voir µ comme une distribution de domaine Rd × S++

d , où
S++
d est l’ensemble des matrices définies positives. Ces matrices s’interprètent,

en chaque point, comme la matrice de covariance du mouvement brownien de
l’eau dans les tissus du cerveau, et idéalement le premier vecteur propre donne
la direction des faisceaux de fibres nerveuses.

3 Métrique sur les difféomorphismes

On veut maintenant munir notre espace de formes d’une métrique, qui
sera induite par une métrique sur le groupe de Lie des difféomorphismes. Plus
précisément, on se donne une mesure µ comme dans le paragraphe précédent,
et on regarde son orbite sous les difféomorphismes, c’est-à-dire Oµ = {φ.µ|φ ∈
Diff(Rd)}. On veut alors une distance sur le groupe des difféomorphismes de
sorte que la distance sur Oµ soit donnée par :

d(φ.µ, ψ.µ) = d(φ,ψ).

Cela suppose que la métrique qu’on met sur les difféomorphismes vérifie une
condition de compatibilité, il faut qu’elle soit invariante à droite, c’est-à-dire,
pour tous difféomorphismes ϕ, φ, ψ,

d(φ ◦ ϕ, ψ ◦ ϕ) = d(φ,ψ).

Cette condition s’exprime pour une métrique riemannienne localement de
la manière suivante : on se donne δφ et δψ deux éléments de l’espace tangent
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Figure 4 – Image obtenue d’une IRM de diffusion, où chaque ellipse représente
une matrice symétrique définie positive. La couleur vert-rouge-bleu code l’axe
préférentiel de l’ellipse. Vert : haut-bas, rouge : gauche-droite, bleu : devant-
derrière.

Figure 5 – Image plus haut niveau issue d’une IRM de diffusion, où on a estimé
des faisceaux de fibres nerveuses.
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en l’identité (ce qui correspond à deux champs de vecteurs). Alors pour tout
difféomorphisme ϕ

⟨δφ, δψ⟩Id = ⟨dRϕ(δφ), dRϕ(δψ)⟩ϕ
= ⟨(δφ) ◦ ϕ, (δψ) ◦ ϕ⟩ ,

où Rϕ est la multiplication à droite par ϕ, et dRϕ la différentielle de cette
application.

Ainsi, la condition d’invariance de la métrique à droite détermine automa-
tiquement la métrique tant qu’on décide de comment se comporte le produit
scalaire en l’espace tangent à l’identité. Cet espace n’est autre que l’espace
vectoriel des champs de vecteurs C∞, il ne nous reste plus qu’à trouver un
produit scalaire sur cet espace (cet espace n’étant pas métrisable, on va plutôt
se restreindre à un sous-espace assez grand de champs de vecteurs, mais nous
omettons cette distinction par la suite).

4 Métrique sur l’espace tangent en l’identité

Le choix du produit scalaire est une étape cruciale pour obtenir une métrique
de déformation qui donne des géodésiques satisfaisantes. Notamment, si on se
donne deux champs de vecteurs v et w, le premier choix de métrique qui nous
vient à l’esprit est

⟨v, w⟩ =
∫
Rd

⟨v(x), w(x)⟩ dx.

Cette métrique est cependant problématique. En effet, dès lors que le support
de notre objet a une mesure nulle par rapport à la mesure de Lebesgue sur
Rd (ce qui est le cas pour un nuage de points) le déplacement de notre objet
devient complètement gratuit, puisqu’il suffit de prendre un champ de vecteurs
qui vaut la valeur voulue en le support de notre objet et nul ailleurs. De manière
générale, cette métrique a le défaut de laisser deux vecteurs très proches avoir des
directions très différentes, alors qu’on cherche plutôt à avoir des déformations
assez lisses : il faut forcer les points proches à avoir des vitesses corrélées.

Une façon de régler ce problème, et qui est la solution que nous allons em-
ployer, est de pénaliser les dérivées de notre champ de vecteurs. Pour cela on
peut prendre une métrique du type

⟨v, w⟩ =
∑
i

ai

∫ d

R

〈
Div(x), Diw(x)

〉
dx,

où Di est la différentielle appliquée i fois et les ai sont des coefficients qu’on
décide de prendre tous strictement positifs.

Un tel produit scalaire serait assez difficile à évaluer en pratique, mais un
calcul efficace est possible dans certains cas particuliers : c’est l’objet du para-
graphe suivant.
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5 Espaces à noyau reproduisant

En général, on appelle noyau défini positif sur un espace X (sans aucune
structure a priori, même si on est plus intéressés au cas X = Rd) une fonc-
tion k(·, ·) symétrique dont la sortie est une matrice carrée de dimensions d et
vérifiant, pour tous xi ∈ X et ci ∈ Rd,∑

i,j

cTi k(xi, xj)cj ≥ 0.

Un tel noyau défini positif définit un espace de Hilbert sur un sous-espace
des applications X → Rd, plus exactement sur le complété de l’ensemble

{
∑
i

k(xi, ·)ci|xi ∈ X, ci ∈ Rd}

muni du produit scalaire〈∑
i

k(xi, ·)ci,
∑
i

k(yi, ·)c′i

〉
=

∑
i,j

cTi k(xi, yj)c
′
j .

Un tel espace est alors nommé espace à noyau reproduisant (reproducing kernel
Hilbert space en anglais, ou RKHS). Il s’agit d’un concept abondamment utilisé
en machine learning pour généraliser des algorithmes s’appuyant normalement
sur un produit scalaire sur X (exemples : SVM et PCA).

Réciproquement, on se donne un espace de Hilbert V de champs de vecteurs
de X dans Rd (avec toujours aucune structure sur X) ainsi que son dual V ∗, et
on demande que V ∗ contienne les distributions de Dirac cδx où c ∈ Rd (la sortie
est vectorielle et non scalaire, d’où le vecteur c). On a une application canonique
K : V → V ∗ qui envoie v sur Kv = ⟨v, ·⟩. Par le théorème de représentation de
Riesz, K est un isomorphisme. On définit alors k par la formule

k(x, y)c = K−1(cδx)(y).

Cette fonction k est un noyau défini positif, et son espace à noyau reprodui-
sant est V . Remarquons au passage que nous avons la formule

(cδx|v) =
〈
K−1 (cδx) , v

〉
V

(2)

= ⟨k(x, ·)c, v⟩V . (3)

Ainsi l’aspect intéressant de cet objet pour nous est le suivant : étant donné
deux distributions de champ de vecteurs v =

∑
i ciδxi

et w =
∑

i c
′
iδyi

dans V ∗,
le produit scalaire entre v et w a une forme simple :

⟨v, w⟩ =
〈
v|K−1w

〉
=

∑
i,j

cTi k(xi, yj)c
′
j .
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Si k a une forme simple, le produit scalaire donc est facile à évaluer dans
l’espace dual pour des sommes de Dirac. Par exemple, si V est muni du produit
scalaire

⟨v, w⟩ =
∑
i

1

i!(2σ)i

∫ d

R

〈
Div(x), Diw(x)

〉
dx,

le noyau associé k a l’expression

kσ(x, y) = e−(x−y)2/2σ2

.

Il s’agit du noyau gaussien, qui grossièrement tend à demander de la régularité
jusqu’à une portée σ. On appelle Vσ l’espace de fonctions associé.

6 Shooting géodésique en pratique

Supposons que l’on ait deux objets µ0 et µ∗ qui sont dans la même orbite via
l’action des difféomorphismes, décrivons la géodésique les reliant. On se donne
une application v : [0, 1] → Vσ qui représente un champ de vecteurs dans le
temps, et une application ϕ : [0, 1] → Diff(Rd) vérifiant ϕ(0) = Id, ϕ(1).µ0 = µ∗

et

d

dt
ϕ(t) = dRϕ(t) (v(t))

= v(t) ◦ ϕ(t).

ϕ représente donc un chemin entre µ0 et µ∗. Etant donné la métrique invariante
à droite mise sur le groupe des difféomorphismes, pour que ϕ soit une géodésique
il faut minimiser la fonctionnelle (ou le lagrangien)

L(v) = 1

2

∫ 1

0

|v(t)|2Vσ
dt.

On fait maintenant l’hypothèse que µ0 est un nuage de points, µ0 =
∑

imiδxi
.

On a alors µt = ϕ(t).µ0 =
∑

imiδxi(t). On minimise le lagrangien en passant par
la formulation hamiltonienne : on attache à chaque point xi un vecteur moment
pi(t) ∈ Rd et on introduit le hamiltonien

H(x(t), p(t), v(t)) =
∑
i

⟨pi(t), ẋi(t)⟩Rd − 1

2
|v(t)|2Vσ

=
∑
i

(piδxi |v)−
1

2
|v|2Vσ

=
∑
i

⟨kσ (xi, ·) pi, v⟩Vσ
− 1

2
|v|2Vσ

,

où on a retiré la dépendance en temps à partir de la deuxième ligne pour la
lisibilité. Le passage de la deuxième à la troisième a été obtenu avec (2).
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D’après le principe du maximum de Pontryagin, une trajectoire qui minimise

le lagrangien vérifie
∂H
∂v

= 0, on en déduit donc v =
∑

i kσ (xi, ·) pi, et la forme

réduite du hamiltonien :

H(x, p) =
1

2

∑
i,j

pTi kσ(xi, xj)pj .

La dynamique est alors donnée par les équations ẋ =
∂H
∂p

et ṗ = −∂H
∂x

qu’on

peut aisément exprimer.
Même dans le cas où on a une centaine de milliers de points, ces équations

peuvent s’intégrer numériquement en utilisant habilement les capacités d’un
processeur graphique (GPU) : en effet, la plupart des termes durs à calculer
sont des sommes double qui parcourent les points, mais ces calculs peuvent
être massivement parallélisés sur un GPU. Il existe désormais des interfaces de
programmation haut niveau qui permettent d’effectuer facilement ce genre de
routines, comme la librairie python KeOps [3, 5] qui a été créée en ce but.

Il reste cependant quelques problèmes pratiques : premièrement, intégrer les
équations hamiltoniennes donnera bien une géodésique entre µ0 et ϕ(1).µ0 = µ1,
mais on n’a a priori pas que µ1 ̸= µ∗. Il faut donc trouver quel p(0) donne bien
la géodésique entre µ0 et µ∗.

Deuxièmement, en pratique µ∗ n’est pas dans la même orbite pour les
difféomorphismes que µ0, par exemple si µ0 et µ

∗ sont des nuages de points, sim-
plement car ils n’ont pas le même nombre de points. Pourtant cette différence
n’est qu’une forme de bruit pour nous, on va donc prendre un objectif µ1 dans
l’orbite de µ0 et évaluer la différence entre µ1 et µ∗ pour une certaine métrique
d(·, ·). On arrive ainsi au problème de minimisation de la fonctionnelle suivante :

L(p(0)) =
1

2

∫ 1

0

|v(t)|2Vσ
dt+ λd(µ1, µ

∗)

=
1

2

∑
i,j

pTi (0)kσ(xi(0), xj(0))pj(0) + λd(µ1, µ
∗),

où λ est un paramètre à régler. La deuxième ligne a été obtenue en sachant que
le hamiltonien (i.e. l’énergie) est constant au cours du temps.

En pratique, la métrique qu’on choisit entre µ1 et µ∗ est, comme pour les
vitesses, une norme à noyaux |µ1 − µ∗|V ′∗

σ
sur les champs scalaires. La raison

intuitive pour cela est la suivante : un nuage de points correspond à un genre
de ”densité” mais où la précision est assez faible, au contraire d’une densité
représentée par une fonction lisse. On voit ici une densité comme une distribution
qui doit être évaluée contre des fonctions. Comme ici notre précision est ”faible”,
il faut évaluer notre distribution contre des fonctions particulièrement lisses.
C’est pourquoi on décide de comparer deux distributions de points (i.e. deux
formes) via une norme duale d’un espace de fonctions lisses Vσ′ . Autre avantage
d’une norme à noyaux : pour les raisons citées ci-dessus on peut aisément les
calculer numériquement.
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Figure 6 – Comparaison de correspondances en employant dans le terme d’er-
reur respectivement un noyau gaussien et un terme de transport optimal, images
tirées de [4].

On a ainsi un algorithme permettant de trouver une géodésique entre µ0 et
µ1 une forme proche de µ∗ : il suffit d’effectuer une descente de gradient sur la
fonctionnelle L ci-dessus, en intégrant numériquement µ1 à chaque étape. Nul
besoin de calculer des milliers de dérivées pour écrire l’algorithme, l’expression
littérale de celles-ci est calculée directement via des librairies comme PyTorch
[11]. Cela économise de nombreux calculs laborieux.

Néanmoins, faire une descente de gradient directement sur ce problème
n’aboutit pas toujours au résultat attendu. Une réponse à ce problème est
donnée dans [6], qui propose de remplacer l’erreur de norme à noyaux en une
erreur donnée par un terme de transport optimal, ce qui permet au gradient lors
de la descente d’indiquer une direction plus plausible pour faire correspondre
les deux formes. Le terme de transport optimal peut se calculer très rapidement
grâce à la librairie GeomLoss.

7 Conclusion et ouvertures

On a présenté dans ce court papier comment il est possible de faire d’un
espace de formes un espace riemannien, en pouvant déformer une former en une
autre. L’approche qu’on a présenté permet une implémentation numérique, et
les librairies actuelles permettent de le coder assez aisément et sur des volumes
de données assez grands. Cela nous permet d’expliquer la source de variabilité
dans certains jeux de données médicaux et de faire des recalages propres.

Il est à noter que la déformation entre certaines données reste cependant
intractable pour des raisons computationnelles. Donnons l’exemple des trans-
criptomiques spatiales : il s’agit d’un grand nuage de points en 2D ou 3D, dans
lequel chaque point représente un gène qui a été aperçu, et où on garde la
donnée de quel gène a été observé. Sur un seul individu, un tel nuage peut cor-
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Figure 7 – Exemple de transcriptomiques spatiales issues d’une tranche de
cerveau de souris, avec 483 types de gènes distincts, chacun représenté par une
couleur distincte.

respondre à plusieurs milliards de points, avec jusqu’à environ 1000 types de
gènes différents observés.

De plus il n’est pas toujours possible d’effectuer un recalage ainsi, quand la
variabilité entre deux formes dépasse une simple déformation. La question se
pose alors de s’il est toujours possible de définir un espace riemannien pertinent
pour ces formes, en autorisant des transformations plus violentes. Peut-être qu’il
devient nécessaire de mieux comprendre les formes que nous avons sous la main,
et de faire de l’apprentissage sur les données pour comprendre quelles transfor-
mations sur les caractéristiques de l’objet sont les plus pertinentes. Précisons
qu’à l’heure actuelle, il n’y a pas de moyen automatique standardisé de choisir le
produit scalaire sur l’espace de champs de vecteurs V , alors qu’il y aurait possi-
blement de nombreux autres hyperparamètres à fixer pour des transformations
plus permissives.

Précisons aussi qu’avec l’afflux grandissant de données d’imagerie issues du
secteur médical ou biologique, les méthodes de déformation peuvent connâıtre de
plus en plus d’applications. On se permet de citer comme application éventuelle
l’étude de la variabilité conformationnelle dans les données de cryomicroscopie
électronique : on observe de manière très bruitée un complexe macromoléculaire
avec une rotation et une conformation aléatoire, parmi celles qui sont possibles.
On répète l’expérience de multiples fois, et le but est d’obtenir la ”variété” des
conformations possibles. La métrique riemannienne développée dans ce papier
permet de se déplacer d’une conformation à l’autre.

11



Figure 8 – Volumes issus de cryomicroscopie-électronique sur la protéine spike
de SARS-CoV-2 [12]. En haut à gauche, un résumé du paysage conformationnel
est représenté, et dans les autres cases on a reconstruit les conformations de
certaines zones.
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