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Introduction
La théorie de l’intersection est un sujet ancien et important en géométrie

algébrique, qui cherche à comprendre comment deux variétés algébriques définies
sur un corps s’intersectent, et calculer les multiplicités de ces intersections.

Cependant, du fait qu’elle se base sur un corps, cette théorie ne se généralise
pas facilement à un contexte arithmétique, où on aimerait regarder des variétés
ou des schémas définis sur Z.

La théorie de l’intersection arithmétique, initiée par Arakelov [Ara76] pour
les surfaces et étendue en dimension supérieure par Gillet & Soulé [GS90], vise
à pallier ce problème en rajoutant à l’objet algébrique une structure supplé-
mentaire issue de l’analyse complexe. Cette théorie a permis de nombreuses
avancées en géométrie arithmétique, on peut citer par exemple la preuve par
Faltings [Fal83] de la conjecture de Mordell.

Ce mémoire vise à présenter les idées de la théorie de l’intersection arithmé-
tique de Gillet & Soulé. Dans une première partie, on présente les définitions
principales de la théorie de l’intersection classique sur un corps. Dans la seconde,
on s’intéresse à la notion de courant en géométrie complexe, avant d’utiliser
cette notion dans la troisième partie pour construire le produit d’intersection
arithmétique.

1 Théorie classique de l’intersection
Dans cette partie, après une introduction informelle à la théorie des schémas,

on présente la théorie de l’intersection classique sur un corps, en suivant par
exemple [Ful98] ou [Har77, A].

1.1 Crash course sur les schémas
Le but de cette partie est de donner une introduction informelle à la théorie

des schémas. Pour un traitement rigoureux, on pourra se référer par exemple à
[Har77] ou [Vak18]. On pourra également regarder [Eis04] pour les définitions
d’algèbre commutative non données ici.
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Un schéma est l’équivalent en géométrie algébrique de ce qu’est une va-
riété différentielle en géométrie différentielle. On peut y penser comme l’espace
géométrique associé aux solutions d’un système d’équations polynomiales.

De même qu’une variété différentielle est obtenue en recollant des ouverts
de Rn, un schéma s’obtient par recollement de "briques élémentaires" appe-
lées spectres d’anneaux. Si A est un anneau (unitaire commutatif), SpecA est
l’ensemble des idéaux premiers de A, muni d’une topologie particulière.

Un schéma est également muni d’une structure supplémentaire, appelée
structure d’espace annelé. Pour simplifier, à chaque point x du schéma X est
associé un anneau local OX,x, représentant les germes en x de fonctions régu-
lières 1 sur X. On notera également k(x) le quotient de OX,x par son unique
idéal maximal.

Une des particularités de la topologie des schémas est que tous les singletons
ne sont pas fermés. Si X = SpecA, alors les x ∈ X tels que {x} est fermé sont
les idéaux maximaux de A. Si x ∈ X n’est pas fermé, alors on peut considé-
rer son adhérence {x} : c’est un sous-schéma de X, dont la codimension 2 est
dimKrull OX,x. Pour p ∈ N, si on note X(p) l’ensemble des points x ∈ X tels que
dimKrull OX,x = p, alors l’application x 7→ {x} est en fait une bijection entre
X(p) et les sous-schémas fermés irréductibles 3 de codimension p.

Si Z est un tel sous-schéma, on appelle point générique de Z son antécédent
par cette bijection. Si on le note η, alors OX,η (que l’on notera aussi OX,Z)
s’identifie aux fonctions régulières qui sont définies dans un voisinage de Z ⊆ X.
On note aussi k(Z) pour k(η), il s’apparente aux fractions rationnelles définies
sur Z.

Un morphisme de schémas X → Y (analogue de ce qu’est une application
lisse en géométrie différentielle) est la donnée d’une application continue X → Y ,
ainsi qu’une donnée supplémentaire liée à la structure d’espace annelé de X et
de Y . Dans notre description simplifiée, cela se traduit par des morphismes
OY,f(x) → OX,x pour tout x ∈ X (noter que les morphismes sur les anneaux
locaux vont dans le sens opposé).

Soit A un anneau, on dit qu’un schéma X est un schéma sur A, si on se
donne un morphisme X → SpecA. La structure additionnelle de ce morphisme
nous permet alors de munir tous les OX,x de structure de A-algèbre. Les cas qui
nous intéressent ici sont A est un corps, ou A = Z.

Si B est une A-algèbre, on peut regarder l’ensemble X(B) des B-points de X.
Cet ensemble est défini par X(B) = Hom(SpecB,X), on peut y penser comme
les solutions à valeurs dans B du système d’équations polynomiales qui définit
X. Dans le cas particulier A = Z, B = C, l’ensemble X(C) des points complexes
de X peut être muni d’une structure de variété différentielle complexe.

1. C’est-à-dire polynomiales, en un certain sens. Il faut les voir comme l’analogue des
fonctions lisses à valeurs dans R en géométrie différentielle.

2. On ne définira pas précisément la dimension ici, et on se contentera d’une approche
intuitive : un point est de dimension 0, une courbe est de dimension 1, etc.

3. Y est irréductible s’il n’est pas l’union de sous-schémas plus petits.
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1.2 Équivalence rationnelle et groupes de Chow
On fixe dans toute cette partie un schéma X sur un corps k, que l’on suppose

irréductible.

Définition 1.1. On note Zp(X) le groupe abélien libre engendré par X(p). Un
élément de Zp(X) sera vu comme une somme formelle finie de sous-schémas
fermés irréductibles de codimension p. Ces éléments sont appelés cycles de co-
dimension p.

Soient W ∈ X(p−1), x ∈ X(p) ∩W et r ∈ OW,x. On définit l’ordre d’annula-
tion de r en x par

ordx(r) = lengthOW,x
(OW,x/(r))

On vérifie que l’ordre est fini, et qu’il satisfait ordx(rs) = ordx(r)+ordx(s). Cela
nous permet d’étendre la définition de l’ordre d’annulation à toute r ∈ k(W )∗ 4.
Un ordre positif indique un zéro de r, tandis qu’un ordre négatif indique un
pôle.

Définition 1.2. Soient W ∈ X(p−1) et r ∈ k(W )∗. On définit le diviseur de r
par :

div r =
∑

x∈X(p)∩W

ordx(r) . {x} ∈ Zp(X).

On dit que deux cycles Z1 et Z2 ∈ Zp(X) sont rationnellement équivalents
s’il existe un nombre fini de Wi ∈ X(p−1) et de ri ∈ k(Wi)

∗ tels que

Z1 − Z2 =
∑
i

div(ri)

On note CHp(X), et on appelle p-ème groupe de Chow, le quotient de Zp(X)
par la relation d’équivalence rationnelle.

Exemple 1.3.
— Il n’y a pas de cycle de la forme div r dans Z0(X) (pour cause de dimen-

sion), donc CH0(X) = Z0(X) ≃ Z, un générateur est [X].
— On peut montrer que CHp(An

k ) = Z si p = n et 0 sinon.
— Soit p ≤ n, tout sous-espace vectoriel E de kn+1 de codimension p définit

un sous-espace projectif P(E) ⊆ Pn. On peut montrer que si E,F ⊆
kn sont de même dimension, alors P(E) et P(F ) sont rationnellement
équivalents, et que CHp(Pn

k ) ≃ Z.
4. Si r ∈ k(W ), alors pour tout x ∈ W , r s’écrit au voisinage de x comme quotient de

germes de fonctions régulières – formellement k(W ) = Frac(OW,x).
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1.3 Fonctorialité
Définition 1.4. Soit f : X → Y un morphisme plat 5. On définit le tiré en
arrière de Z ⊆ X par :

f∗([Z]) = [f−1(Z)]

On étend f∗ par linéarité en une application Zp(Y ) → Zp(X).

Proposition 1.5. Si W ⊆ Y et r ∈ k(W )∗, alors f∗(div r) = div(f∗r). En
particulier, f∗ se factorise en une application CHp(Y ) → CHp(X).

Définition 1.6. Soit f : X → Y un morphisme propre entre schémas. Notons
d = dimX − dimY . On définit le poussé en avant de Z ⊆ X par :

f∗([Z]) = n[f(Z)]

où n = [k(Z) : k(f(Z))] si cette extension de corps est finie, et 0 sinon.
On étend f∗ par linéarité en une application Zp(X) → Zp−d(Y ).

Proposition 1.7. Si Z1 et Z2 ∈ Zp(X) sont rationnellement équivalents, alors
f∗(Z1) et f∗(Z2) le sont aussi. En particulier, f∗ se factorise en une application
CHp(X) → CHp−d(Y ).

1.4 Degré d’un cycle et produit d’intersection
Les deux ingrédients principaux de la théorie de l’intersection sont le degré,

qui permet d’obtenir un invariant numérique d’un cycle, et le produit d’inter-
section, qui permet de calculer l’intersection de deux cycles. La composition des
deux nous permet de mesurer numériquement une intersection, et de pouvoir
énoncer des théorèmes de type Bézout.

Définition 1.8. Notons n la dimension de X et π la projection X → Spec k.
On appelle degré la composée

Zn(X)
π∗−→ Z0(Spec k) ≃ Z

Proposition 1.9. Si W ⊆ X et f ∈ k(W )∗, alors deg(div r) = 0. En particu-
lier, le degré se factorise en une application deg : CHn(X) → Z.

De plus on peut montrer que si Z =
∑

i nixi ∈ CHn(X), alors

deg(Z) =
∑
i

ni[k(xi) : k]

Remarque. Pour r ∈ k(X), on a

deg(div r) =
∑

x∈X(n)

ordx(r)[k(x) : k]

Le fait que le degré se factorise par CHn(X) revient à dire que r a autant de
zéros que de pôles, comptés avec multiplicité dans une clôture algébrique de k.

5. Cette condition technique permet d’assurer que Z et f−1(Z) ont la même codimension.
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Définition 1.10. Soient Y =
∑

niYi ∈ Zp(X) et Zj =
∑

mjZj ∈ Zq(X). On
dit que Y et Z s’intersectent proprement si pour tout i et pour tout j, Yi ∩ Zj

est de codimension p+ q si cette intersection n’est pas vide.

Théorème 1.11. Soit X un schéma quasi-projectif non singulier sur un corps
k.

Il existe une unique application CHp(X) ⊗ CHq(X) → CHp+q(X), appelée
produit d’intersection et notée ([Y ], [Z]) 7→ [Y ] · [Z], qui vérifie les axiomes
suivants :

— Le produit d’intersection fait de CH(X) :=
⊕

p CH
p(X) un anneau com-

mutatif gradué, dont le neutre pour la multiplication est [X] ∈ CH0(X).

— Si f : X → Y est plat, alors pour tous α, β ∈ CH(Y ) on a

f∗(α · β) = f∗(α) · f∗(β) (1)

— Si f : X → Y est propre et plat, alors pour tout α,∈ CH(X), β ∈ CH(Y )
on a

f∗(α · f∗(β)) = f∗(α) · β (2)

— Si Y et Z ⊆ X s’intersectent proprement, alors pour toute composante
irréductible 6 W de Y ∩ Z il existe un entier m(W ;Y,Z), ne dépendant
que d’un voisinage du point générique de W , tel que

[Y ] · [Z] =
∑
W

m(W ;Y,Z)[W ] (3)

Idée de démonstration. Lorsque Y et Z sont deux sous-schémas fermés qui s’in-
tersectent proprement, on voudrait que les multiplicités m(W ;Y,Z) reflètent
notre intuition géométrique (multiplicité de 1 pour deux courbes qui s’inter-
sectent transversalement, multiplicité supérieure à 2 en cas en tangence, etc).
La formule exacte est un résultat de Serre [Ser75] :

m(W ;Y,Z) =

∞∑
i=0

(−1)i lengthOX,W
Tor

OX,W

i (OX,W /I,OX,W /J)

où I et J sont les idéaux de OX,W définissant Y et Z respectivement.
Pour passer du cas général au cas particulier, il nous faut utiliser le lemme

de déplacement de Chow [Cho56] :

Lemme 1.12. Soient X un schéma sur un corps, soient Y,Z deux cycles. Alors
il existe un cycle Z ′ qui est rationnellement équivalent à Z, et tel que Y et Z ′

s’intersectent proprement.

Pour finir la preuve, il reste à montrer que la construction obtenue est indé-
pendante du choix de Z ′, et vérifie les propriétés mentionnées.

6. Les composantes irréductibles d’un schéma sont ses sous-schémas irréductibles maxi-
maux ; ces composantes sont en nombre fini.
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2 Courants en géométrie complexe
La difficulté pour étendre la théorie de l’intersection au contexte arithmé-

tique est que SpecZ et les variétés arithmétiques en général ne sont pas "com-
pactes" et qu’on ne peut pas les "compactifier" en utilisant seulement le langage
algébrique. L’idée d’Arakelov est d’adjoindre un objet issu de la géométrie com-
plexe ; chez Gillet & Soulé cet objet est un courant de Green.

On présente dans cette partie les courants et les courants de Green, on pourra
voir à ce sujet [Dem12] et [GS90] respectivement.

On fixe jusqu’à la fin de cette section X une variété différentielle complexe
compacte, de dimension (complexe) n.

2.1 Formes différentielles en géométrie complexe
Notons Ak(X) l’ensemble des k-formes différentielles sur X. On sait qu’on

a une décomposition de la forme Ak(X) =
⊕

p+q=k A
p,q(X), où Ap,q(X) est

l’ensemble des formes de type (p, q), c’est-à-dire qui s’écrivent localement sous
la forme

α =
∑

i1<···<ip
j1<...jq

αI,Jdzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ . . . dz̄jq .

La différentielle extérieure d : Ak(X) → Ak+1(X) se décompose alors en deux
parties d = ∂ + ∂̄, avec ∂ : Ap,q(X) → Ap+1,q et ∂̄ : Ap,q+1(X).

Si f : X → Y est une fonction lisse entre variétés différentielles, on dispose de
la notion de tiré en arrière des formes différentielles f∗ : Ak(Y ) → Ak(X). Ce tiré
en arrière commute avec d. Lorsque X et Y sont en fait des variétés complexes,
et si f est holomorphe, alors le tiré en arrière vérifie f∗(Ap,q(Y )) ⊆ Ap,q(X), et
il commute avec ∂ et ∂̄.

2.2 Courants
Comme on travaille sur une variété compacte, on peut munir Ak(X) d’une

topologie 7. Celle-ci se traduit en termes de suites convergentes de la manière
suivante :

Définition 2.1. On dit qu’une suite (α(i)) de Ak(X) converge vers 0 si pour
tout ouvert de coordonnées locales, les fonctions composantes u

(i)
I,J ainsi que

toutes leurs dérivées partielles successives convergent uniformément vers 0.

De la même façon que les formes différentielles sont un analogue en dimension
supérieure des fonctions lisses, les courants vont être un analogue en dimension
supérieure des distributions.

7. Sinon, il faudrait regarder uniquement les formes à support compact
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Définition 2.2. On note Dk(X) le dual topologique de A2n−k(X), c’est-à-dire
l’ensemble des formes linéaires continues A2n−k(X) → C. On l’appelle ensemble
des courants de degré k.

De même que pour les formes différentielles, on a une décomposition de la
forme Dk(X) =

⊕
Dp,q(X), où Dp,q(X) est le dual de An−p,n−q(X).

Exemple 2.3. Si α ∈ Ap,q(X), alors α induit un courant [α] ∈ Dp,q(X) via

∀η ∈ An−p,n−q(X), [α](η) =

∫
X

α ∧ η.

Exemple 2.4. Si Z ⊆ X est une sous-variété complexe de codimension p, alors
on définit un courant δZ ∈ Dp,p(X), dit courant d’intégration, par

∀η ∈ An−p,n−p(X), δZ(η) =

∫
Z

η.

Si Z ⊆ X n’est en fait qu’un sous ensemble analytique (c’est-à-dire, Z peut
posséder des singularités), une telle définition est toujours possible, en intégrant
seulement sur le lieu non singulier de Z, et en montrant que l’intégrale impropre
obtenue converge bien. [Lel57]

Définition 2.5. On définit la différentielle extérieure au niveau des courants
de la manière suivante : si T ∈ Dk(X), alors dT ∈ Dk+1(X) est donné par

∀η ∈ A2n−k−1(X), dT (η) = (−1)k+1T (dω)

On définit de même ∂ : Dp,q(X) → Dp+1,q(X) et ∂̄ : Dp,q(X) → Dp+1,q(X).

Le signe est fait de telle sorte que pour toute forme α ∈ Ak(X), on ait
d[α] = [dα]. Cela résulte en effet de la formule de Stokes, car pour tout η :

0 =

∫
X

d(α ∧ η) =

∫
X

dα ∧ η + (−1)k
∫
X

α ∧ dη = [dα](η)− d[α](η)

Définition 2.6. Soient f : X → Y une application holomorphe entre variétés
complexes et T ∈ Dp,q(X). Notons d = dimX − dimY . On définit le poussé en
avant f∗T ∈ Dp−d,q−d(Y ) par

∀η ∈ A2n−p−q(Y ), f∗T (η) = T (f∗η)

2.3 Courants de Green
On note dans la suite dc = 1

4iπ (∂ − ∂̄), on a alors ddc = − 1
2iπ∂∂̄.

Définition 2.7. Soit Z ⊆ X un sous ensemble analytique de codimension p.
Un courant de Green pour Z est un courant g ∈ Dp−1,p−1(X) tel qu’il existe
une forme ω ∈ Ap,p(X) telle que

ddcg + δZ = [ω]

On étend cette définition dans le cas où Z =
∑

niZi est un cycle analytique,
en remplaçant δZ par

∑
niδZi

.
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Proposition 2.8 (Formule de Poincaré-Lelong). Soit X une var complexe,
f ∈ M(X) une fonction méromorphique,

∑
mjZj = div f son diviseur.

Alors on a l’égalité de courants dans D1,1(X) :

ddc[log |f |2] =
∑

mjδZj
.

Autrement dit, les cycles de la forme div f possèdent un courant de Green.
Mieux, celui-ci est en fait donné par une forme différentielle sur X \

⋃
j Zj .

Idée de démonstration. On montre d’abord le cas où X = C et f = z.
Soient φ une fonction lisse et ε > 0. En appliquant deux fois le théorème de

Stokes, on a :∫
|z|=ε

log |z|2∂̄φ =

∫
|z|≥ε

dz

z
∧ ∂φ

∂z̄
dz̄ +

∫
|z|≥ε

log |z|2∂∂̄φ

=

∫
|z|=ε

φ(z)dz

z
+

∫
|z|≥ε

log |z|2∂∂̄φ

Ainsi, en utilisant la formule de Cauchy, on obtient comme voulu

∂∂̄[log |z|2](φ) = [log |z|2](∂∂̄φ) = lim
ε→0

∫
|z|≥ε

log |z|2∂∂̄φ = −2iπφ(0)

On se ramène du cas général à ce cas particulier en remarquant que, dans
un voisinage U d’un point de Zj , la fonction f s’écrit f(w) = g(w)w

mj

1 avec g
holomorphe sans zéro. Alors

ddc[log |f |2] = mjdd
c[log |w1|2] = mjδ{w1=0} = mjδZj∩U .

Théorème 2.9. Soit X une variété complexe, que l’on suppose kählérienne.
Alors tout sous-ensemble analytique Z ⊆ X possède un courant de Green.

Si g1 et g2 ∈ Dp−1,p−1(X) sont deux courants de Green pour Z, alors

g1 − g2 = [η] + ∂S + ∂̄T

pour η une forme différentielle et S, T des courants de degré approprié.
De plus, le courant de Green pour Z peut être choisi de la forme [g], avec g

une forme différentielle lisse sur X \ Z. On appellera forme de Green une telle
forme.

À propos de la démonstration. L’existence et la formule d’unicité ne sont pas
très difficiles à démontrer, et découlent de la théorie de Hodge et du lemme
∂∂̄. La seconde partie en revanche, est très technique mais sera cruciale dans la
suite.

Exemple 2.10. Soient X = C2 et Z = {0}. On peut montrer, via la formule
de Bochner-Martinelli [GH78] que

g =
1

2π
log(|z1|2 + |z2|2)

(z1dz1 − z2dz2) ∧ (z̄1dz̄1 − z̄2dz̄2)

(|z1|2 + |z2|2)2

vérifie ddc[g] = δ0 autrement dit [−g] est un courant de Green pour Z.
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2.4 Le ∗-product de courants de Green
De la même manière qu’on ne peut pas multiplier deux distributions, il est

impossible de définir un produit extérieur entre deux courants. En revanche, on
peut multiplier un courant par une forme différentielle de la manière suivante :

Définition 2.11. Soient T ∈ Dp,q(X) et α ∈ Ap′,q′(X). Alors on définit T ∧α ∈
Dp+p′,q+q′(X) par

(T ∧ α)(η) = T (α ∧ η)

Définition 2.12. Soient Y, Z ⊆ X deux sous-ensembles analytiques, de codi-
mension respective p et q, tels que Z ⊈ Y .

1. Soit gY ∈ Ap−1,p−1(X \Y ) une forme de Green pour Y , notons i : Z ↪→ X
l’inclusion. On définit le courant [gY ] ∧ δZ ∈ Dp+q−1,p+q−1(X) par

[gY ] ∧ δZ = i∗[i
∗gY ]

2. Soient gY une forme de Green pour Y et gZ un courant de Green pour Z.
On définit alors le ∗-product [gY ] ∗ gZ ∈ Dp+q−1,p+q−1(X) par

[gY ] ∗ gZ = [gY ] ∧ δZ + gZ ∧ ωY

Ici ωY est la forme différentielle telle que ddc[gY ] + δY = [ωY ].

Théorème 2.13. Soient Y, Z, gY , gZ comme précédemment, on suppose de plus
que Y et Z s’intersectent proprement. Dans ce cas [Y ] · [Z] est défini comme un
élément de Zp+q(X) (voir (3)), et on a

ddc([gY ] ∗ gZ) + δ[Y ]·[Z] = [ωY ∧ ωZ ]

Autrement dit, [gY ] ∗ gZ est un courant de Green pour Y · Z.

Motivation pour le théorème. Si on oublie un instant qu’on a affaire a des cou-
rants, et qu’on calcule comme avec des formes différentielles, on a :

ddc(gY ∗ gZ) = ddc(gY ∧ δZ + gZ ∧ ωY )

= ddcgY ∧ δZ + ddcgZ ∧ ωY car ωY et δZ sont fermées
= (ωY − δY ) ∧ δZ + (ωZ − δZ) ∧ ωY

= ωY ∧ ωZ − δY ∧ δZ

Cependant il faut garder à l’esprit que ce calcul ne fait pas sens mathématique-
ment, et est juste là pour motiver le théorème.

On termine cette partie en s’intéressant aux propriétés de ce ∗-product, et à
la manière de le définir entre deux courants de Green arbitraires.

Notons Ãp,q(X) = Ap,q(X)/(Im ∂ + Im ∂̄) et similairement pour D̃p,q(X).

Proposition 2.14. Soient Y, Z comme précédemment. Soient gY , hY deux formes
de Green pour Y telles que [gy] = [hy] dans D̃p−1,p−1(X). Soient gZ , hZ vé-
rifiant les mêmes hypothèses pour Z. Alors [gY ] ∗ [gZ ] = [hY ] ∗ [hZ ] dans
D̃p+q−1,p+q−1(X).
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Cela nous permet la définition suivante :

Définition 2.15. Soient Y,Z comme précédemment, soient gY et gZ deux cou-
rants de Green pour Y et Z respectivement. D’après le théorème 2.9, il existe
une forme de Green hY pour Y , et ce même théorème nous dit qu’il existe une
forme η telle que gY = [hY + η] dans D̃p−1,p−1(X).

On définit alors le ∗-product entre courants par

gY ∗ gZ = [hY + η] ∗ gZ ∈ D̃p+q−1,p+q−1(X)

Théorème 2.16. Le ∗-product, ainsi défini entre courants de Green généraux,
et à valeurs dans D̃, est commutatif et associatif.

3 Groupes de Chow et produit d’intersection arith-
métiques

On utilise la notion de courant de Green pour présenter les objets de la
théorie d’intersection arithmétique de [GS90]. On pourra aussi voir à ce sujet
[Sou+92] et [Bos91].

Dans la suite, on fixe X une variété arithmétique, c’est-à-dire un schéma
régulier, projectif, plat 8 sur SpecZ. On notera X(C) la variété complexe obtenue
en considérant les points complexes de X.

3.1 Groupes de Chow arithmétiques
Définition 3.1. On définit pour p ∈ N, le groupe abélien des cycles arithmé-
tiques :

Ẑp(X) = {(Z, g) ∈ Zp(X)⊕ D̃p−1,p−1(X(C)) | g courant de Green pour Z(C)}

La formule de Poincaré-Lelong nous dit que si i : Y ↪→ X est un sous-schéma
de codimension p − 1, et r ∈ k(Y )∗, alors (div(r),−i∗[log |r|2]) est un élément
de Ẑp(X). On le note d̂iv(r).

Définition 3.2. On note R̂p(X) le sous-groupe de Ẑp(X) engendré par les
cycles de la forme d̂iv(r), et ĈH

p
(X) = Ẑp(X)

/
R̂p(X) le p-ème groupe de

Chow arithmétique.

Exemple 3.3.

— Il n’y a pas de courants de Green pour [X] ∈ Z0(X), donc ĈH
0
(X) ≃

CH0(X) ≃ Z.

8. L’adjectif régulier est une hypothèse technique qui permet de s’assurer que X est "suffi-
samment ressemblant à un schéma sur un corps". L’adjectif projectif signifie que X peut-être
vu comme un sous-schéma d’un espace projectif, elle implique en particulier que X(C) est
kählérienne.
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— Montrons que l’application a : R → ĈH
1
(SpecZ), qui à x associe [(0, x)],

est un isomorphisme.
(SpecZ)(C) est un singleton, et {p}(C) est vide. Un courant de Green
pour {p} est donc juste un nombre réel, ainsi

Ẑ1(X) =
{(∑

np · p, x
) ∣∣∣ np ∈ Z presque tous nuls, x ∈ R

}
Si Z = (

∑
np · p, x) ∈ Ẑ1(X), alors il est rationnellement équivalent à

Z − d̂iv
(∏

pnp

)
=

(
0, x+

∑
np log |p|2

)
,

ce qui montre la surjectivité de a.
Pour l’injectivité, si (0, x) ∼ (0, 0), il existe r = ε

∏
pnp ∈ Q× tel que

(0, x) = d̂iv(r) =
(∑

np · p,− log |r|2
)
. Un tel r vérifie alors np = 0 pour

tout p, donc r = ±1 et x = − log |r| = 0.

3.2 Fonctorialité
Théorème 3.4. Soient X et Y deux variétés arithmétiques, et soit f : X → Y
un morphisme.

1. Supposons que f soit plat, alors pour tout p il existe un morphisme de tiré
en arrière f∗ : ĈH

p
(Y ) → ĈH

p
(X).

2. Supposons que f soit propre, et que f induise une application lisse X(C) →
Y (C). Notons d = dimX−dimY . Alors pour tout p il existe un morphisme

de poussé en avant ĈH
p
(X) → ĈH

p−d
(Y )

Idée de démonstration. La construction rigoureuse de ces fonctorialités présente
des difficultés techniques. Heuristiquement, ces opérations sont définies par les
formules suivantes :

1. f∗[(Z, [g])] = [(f∗(Z), [f∗g])], où f∗(Z) est le pullback de cycles défini en
1.4 et f∗g est le pullback classique de formes différentielles.

2. f∗[(Z, g)] = [(f∗Z, f∗g)], où f∗Z est le pushforward de cycle défini en 1.6,
et où f∗g est le pushforward de courants, défini en 2.6.

3.3 Degré arithmétique et produit d’intersection
Définition 3.5. Notons π la projection X → SpecZ et n + 1 la dimension de
X, de sorte que dimX − dimSpecZ = n. On appelle degré arithmétique, et on
note d̂eg, la composée

ĈH
n+1

(X)
π∗−→ ĈH

1
(SpecZ) ≃ R

où l’isormorphisme est donnée par a−1 (voir l’exemple 3.3)
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De plus on peut montrer que si Z = (
∑

i nixi, g) ∈ ĈH
n+1

(X), alors

d̂eg(Z) =
∑
i

ni log(Card k(xi)) +
1

2

∫
X(C)

g

Remarque. Si r = ε
∏

pvp ∈ Q, alors

d̂eg(d̂iv r) = d̂eg
(∑

vp · p,− log |r|2
)
=

∑
np log p− log |r| = 0

par la formule du produit. On voit donc clairement ici que pour que le degré
arithmétique puisse être défini, on a besoin de la contribution archimédienne
des courants de Green : la partie uniquement algébrique ne possède pas à elle
seule cette propriété d’invariance.

Théorème 3.6. Il existe un produit d’intersection

ĈH(X)pQ × ĈH
q
(X)Q → ĈH

p+q
(X)Q

qui munit le Q-espace vectoriel ĈH(X)Q est muni d’une structure multiplicative

graduée et commutative, dont le neutre est [(X, 0)] ∈ ĈH
0
(X).

Si Y,Z ⊆ X s’intersectent proprement et si gY , gZ sont des courants de
Green respectifs, alors on a

([Y ], gY ) · ([Z], gZ) = ([Y ] · [Z], gY ∗ gZ) ∈ ĈH
p+q

(X)

De plus, les formules (1) et (2) sont également vérifiées.

À propos de la démonstration. La preuve de ce résultat est complexe et tech-
nique. La difficulté principale est que comme X est un schéma sur Z, le lemme
de déplacement 1.12 n’est plus valable. Ainsi on ne peut pas se ramener fa-
cilement du cas "intersection propre" au cas général. Les auteurs contournent
cette difficulté en utilisant des constructions K-théoriques, et au prix de devoir
tensoriser par Q (voir [GS87]).

L’autre difficulté majeure a déjà été évoquée dans la seconde partie : la défi-
nition du ∗-product de courants de Green nécessite le théorème 2.9 d’existence
de courants de Green représentés par des formes différentielles, qui est également
un résultat difficile.
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