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Introduction

Etudier les représentations d’un groupe donné revient à déterminer les
différentes façons dont il peut agir sur un espace vectoriel par automor-
phismes linéaires. En fonction des structures additionnelles présentes sur
le groupe, on peut s’intéresser à des catégories plus spécifiques de repré-
sentations. L’objet de cet article est de donner au lecteur un aperçu de la
théorie des représentations hilbertiennes (actions sur un espace de Hilbert
via des opérateurs bornés) des groupes réductifs réels.

Les premiers pas de la théorie des représentations, datant de la fin
du xixe siècle, sont généralement attribués à Frobenius et ne concernent
que les groupes finis. Néanmoins, au début du siècle suivant, l’éclosion
de la mécanique quantique va motiver le développement d’une théorie
des représentations unitaires pour une large classe de groupes incluant
notamment les groupes de Lie. Cela se comprend sans peine si l’on sait
que les symétries d’un système quantique sont implémentées au niveau
mathématique par des opérateurs unitaires sur l’espace de Hilbert dont
les rayons représentent les différents états possibles du système.

Parmi les grands noms du domaine, on peut citer Weyl et Mackey, dont
les travaux ont eu une influence considérable. Le premier apporte d’impor-
tantes contributions à la théorie des représentations des groupes de Lie,
surtout compacts, dans la deuxième partie des années 20. En particulier,
il élabore une généralisation de la décomposition de Fourier aux fonctions
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définies sur un groupe compact quelconque [22], fondant ainsi l’analyse
harmonique abstraite moderne. Avec cette découverte vient également une
théorie des caractères en tout point identique à celle déjà connue pour les
groupes finis. Plus tard, dans les années 50, Mackey aura une approche
très générale, développant des outils issus de l’analyse fonctionnelle pour
appréhender les représentations unitaires de dimension infinie des groupes
localement compacts. C’est à lui que l’on doit par exemple le concept de
représentation induite dans son cadre le plus général. Grâce à ces outils, il
parvient notamment à classifier les représentations unitaires irréductibles
d’un produit semi-direct K⋉A avec K compact et A abélien. Par ailleurs,
ses travaux sur les extensions de groupes [20] lui permettent d’esquisser
une stratégie pour classifier les représentations d’un groupe de Lie quel-
conque à partir de celles de certains de ses sous-groupes réductifs (cela a
été rendu rigoureux pour les groupes algébriques par Duflo [9]).

Les groupes de Lie réductifs ont donc une place centrale en théorie des
représentations des groupes de Lie généraux. Mais il existe en réalité une
autre raison historique, plus élémentaire que celle évoquée ci-dessus, pour
laquelle il convient de s’y intéresser. Depuis la découverte des groupes
de Lie, ceux d’entre eux qui sont semi-simples ont toujours fait l’objet
d’une attention particulière, en partie parce que bon nombre de groupes
de Lie classiques sont de ce type : SLn(R), SLn(C), O(p, q), SO(p, q),
Sp(2n,R), etc. Il s’agit de la plus petite classe de groupes de Lie stable par
extension et contenant tous les groupes de Lie simples (i.e. ceux qui sont
connexes et sans sous-groupe normal connexe non trivial). En essayant
de classifier leurs représentations unitaires irréductibles, on s’est rendu
compte qu’une excellente stratégie pour en fabriquer consistait à induire
à partir de représentations irréductibles de sous-groupes qui ne sont plus
semi-simples mais seulement réductifs. Ainsi, même en se restreignant aux
groupes de Lie semi-simples, on est forcé d’étudier la classe plus large des
groupes de Lie réductifs.

La théorie des représentations des groupes de Lie réductifs est essen-
tiellement fondée sur l’oeuvre d’un seul mathématicien, Harish-Chandra.
Parmi ses innombrables découvertes, il constate que les représentations
unitaires ne forment pas la catégorie de représentations la plus naturelle
pour ces groupes, qu’il convient en effet de se restreindre à celle des repré-
sentations tempérées ou bien de se placer dans le cadre plus large des re-
présentations admissibles. Au début des années 70, Langlands montre que
la classification des représentations irréductibles admissibles se ramène à
celle des représentations irréductibles tempérées [18]. Moins de quinze ans
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plus tard, Knapp et Zuckerman achèvent de classifier ces dernières [14,15].
Cependant, entre ces deux bornes, le problème de la classification des re-
présentations irréductibles unitaires demeure encore ouvert, bien que des
avancées récentes aient été faites vers une solution algorithmique [5].

Dans ce qui suit, nous nous efforcerons de retracer quelques éléments
clés de la théorie des représentations des groupes réductifs réels. Nous
introduirons d’abord toutes les notions essentielles, celles touchant à la
théorie de Lie et aux groupes réductifs puis celles de théorie des repré-
sentations. Dans une dernière partie, nous exposerons la classification de
Langlands ainsi qu’une classification des représentations irréductibles tem-
pérées en suivant les idées d’un récent article [2]. Dans ce dernier, l’auteur
montre l’existence d’une bijection naturelle entre le dual tempéré d’un
groupe de Lie réductif et le dual unitaire de son groupe de déplacements
qui fut conjecturée un demi-siècle plus tôt par Mackey.

1 Théorie de Lie élémentaire

Avant d’aborder les aspects structurels des groupes de Lie réductifs,
nous allons introduire quelques notions de base de théorie de Lie.

1.1 – Groupes de Lie

Un groupe de Lie est un groupe muni d’une structure de variété diffé-
rentielle de sorte que la loi de composition et l’inversion soient lisses. Les
morphismes entre de tels objets sont les morphismes de groupes lisses.
Rappelons que l’on peut associer à tout groupe de Lie une algèbre de
Lie réelle de même dimension, et ce de façon fonctorielle : pour G et H
deux groupes de Lie d’algèbres de Lie respectives g et h, si φ : G → H
est un morphisme de groupes de Lie alors il existe un unique morphisme
d’algèbres de Lie φ∗ : g → h tel que le diagramme

G H

g h

φ

φ∗

expG
expH

commute.
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Grâce à cette fonctorialité, on peut construire la représentation ad-
jointe de G. Pour g ∈ G, notons cg l’action de g sur G par conjugaison.
L’automorphisme cg de G induit pour tout g ∈ G un automorphisme de
g noté Ad(g). On obtient ainsi un morphisme de groupes de Lie

Ad : G −→ Aut(g)
g 7−→ Ad(g) = cg∗

que l’on appelle représentation adjointe de G. En différentiant à nouveau,
on retombe sur la représentation adjointe de g, pour laquelle g agit sur
elle-même par crochet :

ad : g −→ Der(g)
X 7−→ ad(X) = [X, · ]

Une autre notion essentielle est celle de sous-groupe de Lie. Fixons
G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g. Nous appelerons sous-groupe de Lie
de G la donnée d’un sous-ensemble H de G et d’une structure de groupe
de Lie sur H de sorte que l’inclusion H ↪→ G soit un morphisme de
groupes de Lie. À ce stade, quelques remarques méritent d’être formulées.
Tout d’abord, l’ensemble sous-jacent d’un sous-groupe de Lie de G est
nécessairement un sous-groupe de G et son algèbre de Lie s’identifie à une
sous-algèbre de Lie de g. D’autre part, pour H un sous-groupe de G, il
peut a priori exister plusieurs sous-groupes de Lie de G d’ensemble sous-
jacent H. Néanmoins, on peut montrer que si on se donne un sous-groupe
H de G et une sous-algèbre h de g, alors il existe au plus un sous-groupe
de Lie de G d’ensemble sous-jacent H et d’algèbre de Lie h. Un tel sous-
groupe de Lie existe si et seulement si le sous-groupe H0 de G engendré
par exponentiation de h est normal dans H et que H/H0 est dénombrable.
Dans ce cas, H0 est la composante connexe du neutre dans H.

En application de ce qui précède, pour toute sous-algèbre de Lie h de
g, il existe un unique sous-groupe de Lie connexe de G d’algèbre de Lie
h et son ensemble sous-jacent est précisément le sous-groupe de G généré
par exp(h).

Une situation que nous rencontrerons souvent est celle où H est fermé
dans G. En fait, si H est un sous-groupe de G alors H est fermé dans G si
et seulement si H est une sous-variété de G : c’est le théorème de Cartan-
von-Neumann. Dans ce cas-là, il existe un unique sous-groupe de Lie de G
d’ensemble sous-jacent H (on l’obtient en munissant ce dernier de l’atlas
de sous-variété) et son algèbre de Lie est h = {X ∈ g : ∀t ∈ R, etX ∈ H}.
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1.2 – Algèbres de Lie

En ce qui concerne les algèbres de Lie, nous nous contenterons de don-
ner quelques définitions usuelles ainsi qu’une caractérisation des algèbres
de Lie réductives qui nous intéressent au premier chef.

Dans cet article, les algèbres de Lie seront réelles, sauf à de rares
exceptions près où elles seront complexes. Ce qui suit s’applique aux deux
cas.

Soit g une algèbre de Lie. On appelle représentation de g la donnée
d’un espace vectoriel E et d’un morphisme d’algèbres de Lie g → End(E).
Une représentation de g s’étend de façon unique en une représentation de
son algèbre enveloppante, que l’on définit comme suit :

Définition 1.1 L’algèbre enveloppante de g, notée U(g), est le quo-
tient de l’algèbre tensorielle de g par l’idéal engendré parXY−Y X−[X,Y ]
pour X et Y parcourant g. Il s’agit de l’algèbre associative unifère univer-
selle contenant g telle que le crochet de deux éléments dans g corresponde
à leur commutateur.

Nous enchaînons avec la définition de certains qualificatifs pour les
algèbres de Lie.

Pour A et B deux parties d’une algèbre de Lie, on note [A,B] l’espace
vectoriel généré par les éléments de la forme [X,Y ] pour X ∈ A et Y ∈ B.

Définition 1.2 Soit g une algèbre de Lie. On définit deux suites décrois-
santes d’idéaux de g comme suit :

Cn+1(g) = [g, Cn(g)], Dn+1(g) = [Dn(g), Dn(g)],

avec les conditions initiales D0(g) = C0(g) = g. On dit que g est nil-
potente (resp. résoluble) s’il existe un rang n tel que Cn(g) = 0 (resp.
Dn(g) = 0).

Remarquons qu’une algèbre de Lie nilpotente est toujours résoluble.
En effet, en reprenant les notations de la définition, Dn(g) ⊂ Cn(g) pour
tout n. Un cas particulier d’algèbres de Lie nilpotentes est celui des al-
gèbres de Lie abéliennes (celles dont le crochet est nul).

Soit g une algèbre de Lie. La somme de deux idéaux résolubles de g est
encore un idéal résoluble de g. Ainsi, il existe un plus grand idéal résoluble
de g, on l’appelle radical de g et on le note rad(g). Par ailleurs, on définit
le radical nilpotent de g comme l’intersection de rad(g) avec [g, g]. C’est
un idéal nilpotent de g (voir [4] pp.64-65).
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Définition 1.3 Une algèbre de Lie est dite réductive si son radical nil-
potent est nul et on dit qu’elle est semi-simple si son radical est nul.

Voici quelques caractérisations utiles des algèbres de Lie réductives :

Proposition 1.4. Soit g une algèbre de Lie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

• g est réductive,
• tout idéal de g admet un idéal supplémentaire dans g,
• le radical de g est égal à son centre z(g) = {X ∈ g : [X, g] = 0}.

Si une de ces conditions est réalisée alors [g, g] est semi-simple et c’est
l’unique sous-algèbre de g vérifiant g = z(g)⊕ [g, g].

La structure fine des algèbres de Lie réductives est donc essentiellement
la même que celle des algèbres de Lie semi-simples, que l’on sait par
ailleurs classifier depuis la fin du xixe siècle grâce aux travaux de Killing,
Weyl et Cartan. Cette classification fait intervenir les systèmes de racines,
objets absolument omniprésents en théorie de Lie. Nous nous empressons
donc de les introduire.

1.3 – Systèmes de racines

Dans ce qui suit, les espaces vectoriels sont réels.

Sur un espace vectoriel V , on appelle réflexion de vecteur u ∈ V \ {0}
toute symétrie vectorielle s de V telle que ker(s+ 1) = Ru.

Définition 1.5 Soit V un espace vectoriel. Un système de racines sur
V est un sous-ensemble R de V \ {0} vérifiant les conditions suivantes :

• V est engendré par R comme espace vectoriel,
• pour tout α ∈ R, il existe une (unique) réflexion sα de vecteur α qui

stabilise R,
• pour tout couple (α, β) ∈ R2, on a : sα(β)− β ∈ Zα.

On dit que les éléments de R sont des racines.

Dans cette définition, l’unicité de sα est en fait garantie par le fait que
R est une partie génératrice de V , c’est pourquoi nous l’avons mis entre
parenthèses. Voici une autre remarque : du fait que sα soit une réflexion
de vecteur α, il existe une unique forme linéaire α∗ sur V telle que pour
tout β ∈ V on ait sα(β) − β = α∗(β)α. On appelle α∗ la racine duale
de α, appellation qui se justifie par le fait que R∗ = {α∗ : α ∈ R} soit un
système de racines sur le dual de V .
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Il existe une notion de base pour les systèmes de racines :

Définition 1.6 Soit R un système de racines sur un espace vectoriel V .
Une base du système de racines est une partie S de R telle que :

• les éléments de S forment une base de V ,
• pour toute racine α, les coefficients de α dans la base S sont ou bien

tous entiers positifs, ou bien tous entiers négatifs.
Les racines ayant des coefficients positifs dans la base S sont dites positives
(relativement à S). Les éléments de S sont appelées racines simples.

On peut montrer que tout système de racines admet une base. En fait,
un système de racines R sur un espace vectoriel V admet autant de bases
qu’il y a de composantes connexes dans V ∗ \ ∪α∈R ker(α).

Pour une introduction plus complète aux systèmes de racines, nous
recommandons le chapitre V du livre de Serre [23].

2 Structure des groupes réductifs réels

Ayant introduit plus haut quelques fondements de théorie de Lie, nous
allons à présent définir les groupes réductifs réels (ou groupes de Lie ré-
ductifs) et étudier un peu leur structure, ce qui nous servira maintes fois
lorsque nous nous intéresserons à leurs représentations. La plupart des élé-
ments présentés dans cette section peuvent se retrouver en grands détails
dans le chapitre VII de [17].

La définition exacte des groupes réductifs réels varie en fonction des
auteurs, d’autant plus que la véracité de certains théorèmes de théorie
des représentations dépend subtilement de la classe de groupes que l’on
considère. Une des définitions les plus générales que l’on puisse donner est
la suivante :

Définition 2.1 Soit G un groupe de Lie et Θ un automorphisme involutif
de G. Notons g l’algèbre de Lie de G, θ l’automorphisme involutif de g
induit par Θ, K le sous-groupe des points fixes de Θ et p = ker(θ + 1).
On dit que G muni de Θ est un groupe réductif réel si les conditions
suivantes sont réalisées :

(1) Il existe une structure euclidienne sur g telle que d’une part θ soit
une isométrie et que d’autre part, pour tout g ∈ G, l’adjoint de
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Ad(g) soit égal à Ad(Θ(g)).
(2) K est compact.
(3) L’application

K × p −→ G
(k, p) 7−→ k exp(p)

est un difféomorphisme.
(4) Pour tout g ∈ G, Ad(g) s’étend en un automorphisme intérieur de

l’algèbre de Lie gC obtenue par complexification de g. Cela signifie
que Ad(g)C appartient au sous-groupe de Lie connexe de Aut(gC)
d’algèbre de Lie ad(gC)).

Même si cela n’apparaît pas clairement dans la définition, si (G,Θ) est
un groupe réductif alors l’algèbre de Lie g de G est réductive. En effet,
la condition (1) ci-dessus implique que tout idéal de g admet un idéal
supplémentaire dans g.

Les conditions (1), (2) et (3) de la définition sont des imitations des
propriétés vérifiées par la décomposition polaire des endomorphismes in-
versibles sur un espace euclidien ou hermitien. Un groupe réductif réel est
donc un groupe de Lie disposant d’une sorte de décomposition polaire. La
condition (4) permet simplement de contrôler la non-connexité éventuelle
de G.

Il y a trois sources majeures d’exemples de groupes réductifs réels.
Présentons-les brièvement.

Il y a tout d’abord les groupes réductifs linéaires connexes, tel
que SLn(R). Ce sont les sous-groupes connexes fermés de GLn(R) (pour
un certain n) qui sont stable par transposition. Soit G ⊂ GLn(R) un tel
groupe. L’automorphisme involutif de G donné par A 7→ tA-1 et le produit
scalaire (X,Y ) 7→ Tr tXY sur son algèbre de Lie vérifient la première
condition de la définition. Pour la troisième condition, il suffit de montrer
que pour tout A ∈ G, si la décomposition polaire de A est UM avec U
orthogonale et M symétrique définie positive alors M ∈ G. Cela n’est
pas complètement évident, on peut le prouver en s’inspirant du lemme
6.15 de [17]. Les conditions (2) et (4) sont quant à elles automatiquement
vérifiées dans ce cas.

Une deuxième classe d’exemples est celle des groupes qui s’obtiennent
comme ensemble des points réels d’un groupe linéaire algébrique
connexe réductif défini sur R. Pour faire simple, un groupe linéaire
algébrique défini sur R est un sous-groupe de GLn(C) (pour un certain n)
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qui s’obtient par intersection de GLn(C) avec le lieu d’annulation d’une fa-
mille de polynômes à coefficients réels en n2 indéterminées. Un tel groupe
est dit réductif s’il n’admet pas de sous-groupe normal fermé connexe uni-
potent non trivial (« unipotent » signifie que g−1 est un endomorphisme
nilpotent pour tout élément g du sous-groupe). Soit G(C) un groupe li-
néaire algébrique défini sur R, réductif et connexe. En opérant un chan-
gement de base adapté si nécessaire, on peut montrer que G(C) est stable
par transposition-conjugaison A 7→ tĀ. Alors l’intersection de G(C) avec
GLn(R) (« les points réels ») forme un sous-groupe fermé de GLn(R) qui,
muni de l’involution A 7→ tA-1 est un groupe réductif réel (voir [17] propo-
sition 1.122). Parmi les exemples couverts par cette catégorie de groupes,
on trouve GLn(R) et O(p, q).

Enfin, il y a tous les groupes de Lie semi-simples de centre fini.
Un groupe de Lie est dit semi-simple s’il est connexe et que son algèbre de
Lie est semi-simple. On peut montrer que tout groupe de Lie semi-simple
admet une involution Θ vérifiant les conditions (1) et (3). La condition
(2) est alors équivalente au fait que le groupe soit de centre fini (c.f
[17] théorème 6.31). La dernière condition est automatiquement vérifiée
puisque les groupes semi-simples sont par définition connexes.

2.1 – Sous-classes des groupes réductifs

Comme évoqué plus tôt, pour certains théorèmes, la classe de groupes
réductifs à considérer devra être plus restrictive que les seules conditions
de la définition 2.1. Nous allons donc commencer par introduire un peu
de vocabulaire pour pouvoir mieux décrire les groupes réductifs réels.

Pour tout ce qui suit, fixons un groupe réductif réel G d’involution Θ.
On utilise les mêmes notations que dans la définition plus haut. On note
k l’algèbre de Lie de K qui est aussi l’ensemble des points de fixes de θ.

Soit Gss le sous-groupe de Lie connexe de G d’algèbre de Lie [g, g].
Remarquons que Gss est semi-simple. On dit que G est dans la classe de
Harish-Chandra si Gss est de centre fini.

On dira que G est linéaire s’il admet une représentation fidèle de
dimension finie, c’est à dire s’il existe un espace vectoriel V de dimension
finie et un morphisme de groupes de Lie injectif G ↪→ GL(V ). Tout groupe
réductif réel linéaire est dans la classe de Harish-Chandra (cela découle
de [17] proposition 7.9)
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On appelle sous-algèbre de Cartan de g une sous-algèbre nilpotente h
de g qui est son propre normalisateur dans g, c’est à dire qui vérifie pour
tout X ∈ g :

[X, h] ⊂ h =⇒ X ∈ h.

Un sous-groupe de Cartan de G est sous-groupe de G qui s’obtient comme
centralisateur d’une sous-algèbre de Cartan de g. On dira donc que G est à
sous-groupes de Cartan abéliens si pour toute sous-algèbre de Cartan
h de g, le groupe CG(h) = {g ∈ G : ∀X ∈ h, Ad(g)X = X} est abélien. Le
fait que g soit réductive implique que ses sous-algèbres de Cartan soient
abéliennes. Ainsi, le caractère non-abélien d’un sous-groupe de Cartan de
G ne peut venir que de sa non-connexité. Le groupe des points réels d’un
groupe linéaire algérbique connexe réductif défini sur R est toujours à
sous-groupes de Cartan abéliens.

2.2 – Procédés de construction

A présent, nous allons expliquer comment construire des sous-groupes
réductifs de G. Lorsqu’il nous faudra fabriquer des représentations irré-
ductibles de G, nous induirons souvent à partir de représentations de
sous-groupes de G obtenus par les procédés que nous décrivons ici.

On définit la composante scindée Vec(G) de G comme étant le sous-
groupe de Lie connexe de G d’algèbre de Lie p ∩ z(g), où z(g) désigne le
centre de g. C’est un sous-groupe fermé de G, il est abélien et isomorphe
au groupe additif (p ∩ z(g),+) via l’exponentielle. En particulier, on a
Vec(G) = exp(p ∩ z(g)). La condition (4) de la définition 2.1 assure que
Vec(G) soit contenu dans le centre de G.

La sous-algèbre de Lie [g, g] est stable par action des automorphismes
de G. On en déduit que K normalise Gss et donc que l’ensemble KGss est
un sous-groupe de G. Nous noterons ce dernier ◦G. Il s’avère que c’est un
sous-groupe fermé de G, stable par l’involution globale Θ et que la paire
(◦G,Θ|◦G) forme un groupe réductif réel. De plus, l’application

◦G×Vec(G) −→ G
(g, v) 7−→ gv

est un isomorphisme de groupes de Lie.

Un autre procédé de construction important est le suivant. Soit a une
sous-algèbre de Lie abélienne de g qui est stable par θ. Le centralisateur
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de a dans G, noté CG(a), est défini comme le sous-groupe de G formé des
éléments qui agissent trivialement sur a. Autrement dit :

CG(a) = {g ∈ G : ∀X ∈ a, Ad(g)X = X}.

C’est un sous-groupe fermé de G stable par Θ, son algèbre de Lie est

cg(a) = {X ∈ g : [X, a] = 0}

et la paire (CG(a),Θ|CG(a)) forme un groupe réductif réel.

Les deux procédés de construction de groupes réductifs réels présentés
ci-dessus ont la qualité de préserver les sous-classes de groupes de réductifs
définis à la sous-section précédente.

2.3 – Structure de l’algèbre de Lie

Nous continuons notre présentation des groupes réductifs réels avec
une brève étude de leur structure infinitésimale.

On appelle sous-algèbre vectorielle de g toute sous-algèbre abé-
lienne incluse dans p. Fixons a une sous-algèbre vectorielle maximale de g.
Grâce à la condition (1) de la définition 2.1, g peut être muni d’une struc-
ture euclidienne telle que pour tout Y ∈ p, l’endomorphisme ad(Y ) soit
symétrique. Ainsi, les endomorphismes de la forme ad(H) pour H parcou-
rant a sont diagonalisables et commutent deux à deux. Pour tout λ ∈ a∗,
notons

gλ = {X ∈ g : ∀H ∈ a, [H,X] = λ(H)X}

l’espace propre généralisé associé. Comme a est vectorielle maximale, l’es-
pace propre associé à 0 est réduit à m⊕ a, où m désigne l’intersection de
g0 avec k. En notant Ra l’ensemble des formes linéaires non-nulles α telles
que gα ̸= 0, on obtient la décomposition suivante :

g = m⊕ a⊕ (
⊕
α∈Ra

gα).

On peut montrer que Ra est un système de racines sur l’espace des formes
linéaires sur a qui s’annulent sur p ∩ z(g).

Fixons S une base de Ra et notons

n =
⊕

α∈R+
a

gα
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la somme des sous-espaces propres associés aux racines positives relative-
ment à S. Le sous-espace n est une sous-algèbre de Lie nilpotente de g.

Les sous-algèbres de g de la forme m ⊕ a ⊕ n pour a et S choisis
comme ci-dessus sont dites paraboliques minimales. Une sous-algèbre
de g est dite parabolique si elle contient une sous-algèbre parabolique
minimale. Les sous-algèbres paraboliques de g peuvent être décrites très
explicitement :

Proposition 2.2. Soit a une sous-algèbre vectorielle maximale de g, S
une base du système de racine associé et qmin la sous-algèbre parabolique
minimale de g relative à la paire (a, S). Pour F une partie de S, on définit
ΓF = Ra ∩ vect(F ) et :

q(a, S, F ) = qmin +
⊕
α∈ΓF

gα,

où gα désigne pour tout α ∈ Ra l’espace propre généralisé associé à α.

Pour toute partie F de S, q(a, S, F ) est une sous-algèbre de g. Ré-
ciproquement, toute sous-algèbre de g contenant qmin est de cette forme.
De plus, pour F ̸= F ′, les sous-algèbres q(a, S, F ) et q(a, S, F ′) sont dis-
tinctes.

Le groupe K agit naturellement sur les sous-algèbres paraboliques de
g. En effet, pour tout k ∈ K, l’action adjointe de k commute avec θ
donc préserve p, ce qui implique que l’image d’une sous-algèbre vecto-
rielle maximale est encore une sous-algèbre vectorielle maximale. Mieux
encore, si a est une sous-algèbre vectorielle maximale de g, S une base
de Ra et k un élément de K, alors le système de racine associé à Ad(k)a
est précisément tAd(k)-1Ra et tAd(k)-1S en est une base. Notant q la
sous-algèbre parabolique minimale relative à la paire (a, S), on en déduit
que Ad(k)q est la sous-algèbre parabolique minimale relative à la paire
(Ad(k)a, tAd(k)-1S). On a le résultat suivant :

Proposition 2.3. Le groupe K agit transitivement sur l’ensemble des
paires (a, S) où a est une sous-algèbre vectorielle maximale de g et S
une base du système de racine associé.

En conséquence, K agit transitivement sur les sous-algèbres parabo-
liques minimales. Ainsi, si on fixe (a, S) comme dans l’énoncé ci-dessus,
alors toute sous-algèbre parabolique de g est conjuguée par un élément de
K à une sous-algèbre contenant la parabolique minimale associée à (a, S).
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2.4 – Sous-groupes de Levi, sous-groupes paraboliques

Les deux classes de sous-groupes de G mentionnés dans le titre jouent
un rôle majeur dans la description de ses représentations irréductibles.
Nous consacrons donc quelques lignes à les définir et à présenter leurs
propriétés.

Définition 2.4 On dit qu’un sous-groupe de G est un sous-groupe de
Levi s’il est le centralisateur d’une sous-algèbre vectorielle de g. Explici-
tement, les sous-groupes de Levi de G sont ceux de la forme

CG(b) = {g ∈ G : ∀Y ∈ b, Ad(g)Y = Y }

pour b une sous-algèbre vectorielle de g.

Tous les sous-groupes de Levi de G sont fermés, Θ-stables et ce sont
surcroît des groupes réductifs réels. Nous définissons également les sous-
groupes paraboliques de G :

Définition 2.5 On dit qu’un sous-groupe de G est un sous-groupe pa-
rabolique s’il est le normalisateur d’une sous-algèbre parabolique de g,
c’est à dire s’il est de la forme

NG(q) = {g ∈ G : Ad(g)q ⊂ q}

pour q une sous-algèbre parabolique de g.

Les sous-groupes paraboliques sont fermés dans G. Une sous-algèbre
parabolique q est son propre normalisateur dans g, ce qui implique que l’al-
gèbre de Lie de NG(q) est q. Il existe donc une correspondance biunivoque
entre les sous-algèbres paraboliques de g et les sous-groupes paraboliques
de G.

Par ailleurs, pour tout sous-groupe parabolique Q, on peut montrer
que L = Q ∩ θ(Q) est un sous-groupe de Levi de G. On dira que L est
le facteur de Levi de Q. De façon réciproque, tout sous-groupe de Levi
de G se réalise comme facteur de Levi d’un sous-groupe parabolique, bien
que ce dernier ne soit pas unique.

Afin de décrire un peu plus finement la structure des sous-groupes pa-
raboliques, plaçons-nous dans le contexte de la proposition 2.2. On consi-
dère une sous-algèbre parabolique q associée à un triplet (a, S, F ) avec F
une partie de S. Soient Q le normalisateur de q dans G, L son facteur de
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Levi et NF le sous-groupe connexe de G d’algèbre de Lie

nF =
⊕

α∈R+
a \ΓF

gα.

Notons AF = Vec(L), MF = ◦L et aF , mF leurs algèbres de Lie respec-
tives.

Proposition 2.6. Les faits suivants sont vérifiés :
• NF est un sous-groupe distingué fermé simplement connexe de Q.

Son algèbre de Lie nF est le radical nilpotent de q.
• AF est un sous-groupe abélien fermé simplement connexe de Q et

son algèbre de Lie aF est égale à ∩α∈F ker(α).
• MF est Θ-stable, c’est un groupe réductif réel et il est fermé dans Q.
• On a : q = mF ⊕ aF ⊕ nF .
• L’application

MF ×AF ×NF −→ Q
(m, a, n) 7−→ man

est un difféomorphisme.
• L =MFAF est le centralisateur de aF dans G.
• Le quotient G/Q est compact.

Le premier point de la proposition ci-dessus montre que le sous-groupe
NF est une donnée intrinsèque de Q. On l’appelle radical unipotent
de Q.

Une fois un peu comprise la structure des groupes réductifs réels, nous
pouvons enfin commencer à étudier leurs représentations.

3
Représentations hilbertiennes des groupes réductifs
réels

L’objectif de cette section est de donner une introduction générale à
la théorie des représentations des groupes réductifs réels. Nous définirons
notamment les duaux admissibles et tempérés, ainsi que l’induction de
représentations.

Commençons par les définitions qui s’imposent. Fixons G un groupe
localement compact quelconque. Il s’agit simplement d’un groupe muni
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d’une topologie localement compacte de sorte que la loi de composition
et l’inversion soient des opérations continues.

On appellera espace hilbertien un espace vectoriel topologique com-
plexe complet dont la topologie est engendrée par une norme provenant
d’un produit scalaire. Autrement dit, un espace hilbertien est un espace
de Hilbert dont on a oublié le produit scalaire tout en se rappelant de
sa topologie. Par la suite, un produit scalaire sur un espace hilbertien
désignera toujours un produit scalaire hermitien dont la norme génère la
topologie de l’espace.

Définition 3.1 Une représentation hilbertienne de G est la donnée
d’un morphisme de groupes continu π : G → Aut(E) où E est un espace
hilbertien et Aut(E) son groupe des automorphismes continus muni de la
topologie forte.

Pour précision, la topologie forte sur l’espace End(E) des endomor-
phismes linéaires continus d’un espace vectoriel topologique est la topo-
logie projective relative aux applications f ∈ End(E) 7→ f(ξ) ∈ E pour ξ
parcourant E.

Nous poursuivons avec d’autres définitions. Soit (π,E) une représenta-
tion hilbertienne de G. Une sous-représentation de (π,E) est un sous-
espace fermé de E stable par action de G. On dit que la représentation
est irréductible si elle est non-nulle et si elle n’admet pas d’autres sous-
représentations que {0} et E.

On définit également les morphismes de la catégorie des représenta-
tions hilbertiennes.

Définition 3.2 Soient (π,E) et (π′, E′) deux représentations hilbertiennes
de G. Un G-morphisme (ou opérateur entrelaçant) (π,E) → (π′, E′)
est une application linéaire continue E → E′ qui commute à l’action de G.

Deux représentations hilbertiennes (π,E) et (π′, E′) de G sont dites
équivalentes si elles sont isomorphes dans la catégorie définie plus haut,
c’est à dire, s’il existe un opérateur entrelaçant inversible E → E′.

Une représentation hilbertienne (π,E) est dite unitarisable s’il existe
un produit scalaire sur E pour lequel π(g) soit un opérateur unitaire pour
tout g ∈ G. On appelle dual unitaire de G le quotient de l’ensemble des
représentations hilbertiennes unitarisables de G par la relation d’équiva-
lence définie ci-dessus. Il est d’usage de noter le dual unitaire Ĝ.

Enfin, mentionnons quelques constructions usuelles : le dual topolo-



16 Représentations des groupes réductifs réels

gique d’une représentation hilbertienne, le quotient d’une représentation
hilbertienne par une sous-représentation et le produit fini (ou la somme
finie) de représentations hilbertiennes sont à leur tour, de façon naturelle,
des représentations hilbertiennes.

3.1 – Représentations des groupes compacts

Avant d’aborder le cas des groupes réductifs réels, nous nous concen-
trons sur celui des groupes compacts. Nous utiliserons les résultats de
cette partie pour définir les représentations admissibles d’un groupe ré-
ductif réel et décrire son dual tempéré.

Deux faits essentiels à savoir en ce qui concerne les représentations des
groupes compacts sont que, d’une part, toutes les représentations hilber-
tiennes sont unitarisables et d’autre part, que toute représentation hilber-
tienne irréductible est de dimension finie. Une des applications directes du
premier fait est que toute représentation de dimension finie d’un groupe
compact se décompose en somme directe de représentations irréductibles.
Quant au second fait, il implique par exemple que le dual unitaire d’un
groupe de Lie connexe compact se déduit du calcul des représentations
irréductibles de dimension finie de son algèbre de Lie, ce qui se fait grâce
à la théorie du plus haut poids (voir [23] chapitre VII).

Fixons K un groupe compact et notons K̂ son dual unitaire. Pour tout
élément de ω de K̂, choisissons un représentant (ρω, Vω) de ω.

Définition 3.3 Soit (π,E) une représentation hilbertienne de K. Pour
tout ω ∈ K̂, on appelle composante isotypique de (π,E) relative à ω
le sous-espace fermé de E généré par les éléments de la forme f(v) pour
v un élément de V et f : (ρω, Vω) → (π,E) un K-morphisme.

Les composantes isotypiques d’une représentation hilbertienne (π,E)
sont des sous-représentations de (π,E). De plus, leur somme est directe et
dense dans E. Par ailleurs, les K-morphismes préservent les composantes
isotypiques : si f : (π,E) → (π′, E′) est un K-morphisme et ω un élément
de K̂ alors l’image par f de la composante isotypique de (π,E) relative à
ω est incluse dans celle de (π′, E′).

La somme des composantes isotypiques d’une représentation hilber-
tienne de K peut se caractériser autrement. Avant, donnons juste une
définition :

Définition 3.4 Soit (π,E) une représentation hilbertienne de K. On dit
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qu’un vecteur ξ ∈ E est K-fini si le sous-espace de E engendré par les
éléments de la forme π(k)ξ pour k parcourant K est de dimension finie.

En fait, on peut montrer que l’ensemble des vecteurs K-finis d’une
représentation hilbertienne de K est précisément la somme de ses compo-
santes isotypiques.

La dernière notion essentielle dont nous aurons besoin par la suite est
la suivante :

Définition 3.5 Soit (π,E) une représentation hilbertienne de K. On dit
que (π,E) est admissible si ses composantes isotypiques sont de dimen-
sion finie.

Il est difficile d’aborder le thème des représentations des groupes com-
pacts sans présenter le théorème de Peter-Weyl et la théorie des caractères.
Hélas, par manque de place, nous ne le ferons pas. Un lecteur désireux
d’en savoir plus pourra consulter le chapitre 5 de [10].

3.2 – Dual admissible d’un groupe réductif réel

Grâce aux développements précédents, nous pouvons maintenant dé-
finir les duaux tempérés et admissibles d’un groupe réductif réel.

Pour toute cette partie, G désigne un groupe réductif réel dans la classe
de Harish-Chandra d’involution Θ et d’algèbre de Lie g. Le sous-groupe
compact des points fixes de Θ est noté K.

Fixons (π,E) une représentation hilbertienne de G. Un vecteur ξ ∈ E
est dit lisse si l’application g ∈ G 7→ π(g)ξ est lisse. On note C∞(π,E) le
sous-espace des vecteurs lisses de (π,E). Ce sous-espace est naturellement
muni d’une action de g. En effet, pour tout X ∈ g, on peut définir une
application linéaire πg(X) : C∞(π,E) → C∞(π,E) de la façon suivante :

∀ξ ∈ C∞(π,E), πg(X)ξ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

π(etX)ξ.

Pour tout (X,Y ) ∈ g2, on a [πg(X), πg(Y )] = πg([X,Y ]). Autrement dit,
(πg, C

∞(π,E)) est une représentation de g.

On appelle module de Harish-Chandra de (π,E) le sous-espace de
E formé par les vecteurs K-finis lisses. On le notera HC(π,E). Le mot
« module » se réfère ici au fait que HC(π,E) est stable par action de
K et g (il n’est cependant pas stable par G en général). En fait, c’est
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un exemple particulier de ce que l’on appelle un (g,K)-module (voir [3],
section 2).

On dira que deux représentations hilbertiennes de G sont infinitési-
malement équivalentes si leurs modules de Harish-Chandra sont iso-
morphes. Explicitement, si on se donne (π′, E′) une autre représentation
hilbertienne de G, alors (π′, E′) est infinitésimalement équivalente à (π,E)
s’il existe HC(π,E) → HC(π′, E′) un isomorphisme linéaire qui commute
aux actions de K et g.

Une représentation hilbertienne (π,E) de G est dite admissible si
sa restriction à K est admissible. On peut montrer que toute représenta-
tion hilbertienne irréductible unitarisable de G est admissible (voir [28]
théorème 3.4.10).

Définition 3.6 On appelle dual admissible d’un groupe réductif G le
quotient de l’ensemble de ses représentations irréductibles admissibles
par la relation d’équivalence infinitésimale. Le dual admissible de G est
noté Ĝ adm.

Il assez clair que l’équivalence de deux représentations admissibles im-
plique leur équivalence infinitésimale. La réciproque est fausse en général
mais elle est vraie lorsqu’on considère deux représentations irréductibles
unitarisables [3] (théorème 6). La première assertion nous indique qu’il
existe une flèche naturelle Ĝ→ Ĝ adm, la seconde montre que cette flèche
est injective. On peut ainsi considérer le dual unitaire d’un groupe réductif
réel comme un sous-ensemble de son dual admissible.

A présent, définissons le dual tempéré de G.

Rappelons que tout groupe localement compact admet, à multiplica-
tion scalaire près, une unique mesure invariante par translation à gauche
et une unique mesure invariante par translation à droite (on les appelle
mesure de Haar à gauche et à droite). Lorsque le groupe est unimodulaire,
ce qui est le cas de tout groupe réductif réel (voir corollaire 8.31 de [17]),
les mesures de Haar à gauche coïncident avec les mesures de Haar à droite.

Définition 3.7 On munit ◦G d’une mesure de Haar. On dit qu’une re-
présentation admissible (π,E) de G est tempérée si pour tout vecteur
K-fini ξ de E et tout vecteur K-fini ν de la représentation duale de (π,E),
la fonction g ∈ ◦G 7→ |ν(π(g)ξ)|2+ε est intégrable pour tout ε > 0.

Toutes les représentations tempérées irréductibles sont unitarisables.
C’est une conséquence d’un résultat de Langlands (c.f. [18] lemme 4.10).
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Définition 3.8 Le dual tempéré de G est le quotient de l’ensemble des
représentations tempérées irréductibles de G par la relation d’équivalence
usuelle des représentations hilbertiennes. On le notera Ĝ tem.

Il découle de la remarque précédente que Ĝ tem s’identifie à un sous
ensemble de Ĝ. Ce dernier se caractérise comme le support de la mesure
de Plancherel (18.8 [8]) sur Ĝ que l’on appelle aussi dual réduit de G (voir
18.1.7 et 18.3.1 de [8]). Ce résultat est l’objet d’un célèbre article [13] de
Howe et al.

Avant d’expliquer les résultats de classification des duaux tempérés et
admissibles, nous introduisons un dernier ingrédient.

3.3 – Induction des représentations

Nous présentons ici un outil fondamental de théorie des représenta-
tions. Le principe de l’induction est de construire des représentations d’un
groupe à partir de représentations de sous-groupes plus petits. Il y a bien
des choses à dire a ce sujet mais nous nous contenterons ici de la définition
qui, déjà, prend un peu de place. Pour une présentation plus exhaustive,
consulter par exemple [10] (chapitre 6) et [24].

Fixons G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G de sorte
que G/H soit compact. Soit (π,E) une représentation hilbertienne de H.
La représentation de G induite de (π,E) s’obtient en « forçant » G à agir
sur E. Construisons-là pas à pas.

Tout d’abord, remarquons que la projection G → G/H est une fibra-
tion de fibre H (c’est un H-fibré principal). On note G ×π E le quotient
topologique de G× E par l’action continue de H définie par :

∀h ∈ H,∀(g, ξ) ∈ G× E, h.(g, ξ) = (gh-1, π(h)ξ).

La projection canonique E × G → G passe au quotient et induit donc
une surjection continue G×π E → G/H. Muni de cette dernière, G×π E
hérite d’une structure naturelle de fibré vectoriel continu de fibre E. Nous
pouvons expliciter les trivialisations : si s est une section locale continue
de G→ G/H définie sur un ouvert U , alors

U × E −→ (G×π E)|U
(x, ξ) 7−→ (s(x), ξ)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques au-dessus de U .
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On définit ensuite une notion de métrique continue surG×πE → G/H.
On appelle métrique sur G ×π E → G/H la donnée pour tout x ∈ G/H
d’un produit scalaire ⟨ , ⟩x sur la fibre de G ×π E → G/H au-dessus de
x. Une telle métrique est dite continue si, vue dans une trivialisation telle
qu’explicitée plus haut, elle se met sous la forme

⟨ξ, η⟩x = ⟨ξ, axη⟩, (ξ, η ∈ E)

pour ⟨ , ⟩ un produit scalaire quelconque sur E et (ax) une famille d’opé-
rateurs inversibles fortement continue.

A présent, fixons une métrique continue ⟨ , ⟩ sur G ×π E → G/H.
Notons D1/2 le fibré vectoriel des demi-densités sur G/H et D1 celui des
1-densités. Considérons l’application bilinéaire positive au dessus de G/H
suivante :

µ :
(
G×π E

⊗
D1/2

)
×G/H

(
G×π E

⊗
D1/2

)
−→ D1

(ξ ⊗ α, η ⊗ β) 7−→ ⟨ξ, η⟩ᾱβ.

Notons Γ l’espace des sections de G×π E
⊗
D1/2. L’expression∫

G/H

µ(ψ,φ) (ψ,φ ∈ Γ)

définit un produit scalaire sur Γ. Du fait de la compacité de G/H, la
topologie pré-hilbertienne générée sur Γ par ce produit scalaire est indé-
pendante du choix de la métrique continue ⟨ , ⟩. Le complété Γ̃ de Γ pour
cette topologie est alors un espace hilbertien.

Il ne reste à présent qu’à donner l’action de G sur Γ̃. L’action de G par
translations à gauche sur lui-même induit une action continue de G sur
G×π E. L’action à gauche de G sur G/H induit une action lisse de G sur
D1. En tensorisant les deux actions, on obtient une action continue de G
sur G×π E

⊗
D1/2. De là, on déduit une action de G sur Γ. Un élément

g de G agit sur une section ψ de G×π E
⊗
D1/2 de la façon suivante :

∀x ∈ G/H, (g.ψ)(x) = g · ψ(g-1x).

Cette action s’étend en une représentation hilbertienne de G d’espace
sous-jacent Γ̃. On l’appelle représentation de G induite de (π,E) et
on la note IndGH(π,E).

L’usage des densités dans la construction ci-dessus peut sembler su-
perflu. On pourrait aussi par exemple choisir une mesure lisse de plein
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support sur G/H et intégrer la métrique contre cette dernière, ce qui
nous donnerait plutôt un produit scalaire sur les sections de G×π E. En
fait, la raison pour laquelle on tensorise par les demi-densités c’est que
cela permet d’avoir une induction qui préserve l’unitarisabilité : si (π,E)
est unitarisable alors IndGH(π,E) l’est aussi.

En pratique, dans cet article, nous n’induirons des représentations qu’à
partir de sous-groupes paraboliques de groupes réductifs réels. Nous allons
donc examiner ce cas plus attentivement.

Soit G un groupe réductif réel dans la classe de Harish-Chandra et
K le groupe des points fixes de l’involution. On se donne Q un sous-
groupe parabolique de G dont on note respectivement L et N le facteur de
Levi et le radical unipotent. L’algèbre de Lie de la partie scindée Vec(L)
de L est notée a. Soit (π,E) une représentation hilbertienne de ◦L et
λ : a → C une application R-linéaire. Au vu des différentes propriétés
énoncées à la proposition 2.6, il existe un unique morphisme de groupes
continu π ⊗ λ : Q→ Aut(E) tel que :

• (π ⊗ λ)|◦L = π,
• ∀H ∈ a, (π ⊗ λ)(eH) = eλ(H),
• ∀n ∈ N, (π ⊗ λ)(n) = 1.

La paire (π ⊗ λ,E) forme alors une représentation hilbertienne de Q que
l’on peut ensuite induire sur G. Toutes nos inductions seront de cette
forme. Pour conclure, voici quelques propriétés de l’induction parabo-
lique :

Proposition 3.9. Les assertions suivantes sont vérifiées :
(1) La représentation IndGQ(π ⊗ λ) est admissible dès que (π,E) l’est.
(2) Si (π,E) est tempérée et λ imaginaire pure alors IndGQ(π ⊗ λ) est

tempérée.
(3) Si (π′, E′) est une représentation admissible de ◦L équivalente à

(π,E) alors IndGQ(π
′ ⊗ λ) est équivalente à IndGQ(π ⊗ λ).

(4) Soit Q′ un autre sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi L.
La représentation induite IndGQ′(π⊗λ) est équivalente à IndGQ(π⊗λ)
dès lors qu’une des deux est irréductible.

(5) Soit k un élément de K. Notons k∗π et k∗λ les tirés en arrière de
π et λ par l’action par conjugaison de k. La représentation

IndG
k-1Qk

(k∗π ⊗ k∗λ)

est équivalente à IndGQ(π ⊗ λ).
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Pour les preuves, on pourra consulter [24] lemme 2.4 pour (1), [16]
proposition 7.14 pour (2) et [16] VII§4 pour (4).

4 Classifications des duaux tempérés et admissibles

Ce qui nous occupera le plus dans cette dernière section est la clas-
sification du dual tempéré d’un groupe réductif réel au moyen de la bi-
jection de Mackey-Higson introduite dans [2]. Cela nécessitera quelques
préliminaires sur le caractère infinitésimal d’une représentation et sur les
K-types minimaux. Avant tout cela néanmoins, nous présentons la clas-
sification de Langlands du dual admissible. Cette dernière décrit le dual
admissible d’un groupe réductif réel en fonction des duaux tempérés de
sous-groupe réductifs. Cela fournira donc une motivation supplémentaire
pour s’intéresser au dual tempéré.

Afin de présenter la classification de Langlands, plaçons nous dans le
même contexte qu’à la proposition 2.6, avec les mêmes notations. Soit G
un groupe réductif réel d’algèbre de Lie g, a une sous-algèbre vectorielle
maximale de g et S une base du système de racine. On appelle triplet de
Langlands un triplet de la forme (F, π, λ) où

• F est une partie de S,
• π est une représentation irréductible tempérée de MF ,
• λ est une forme linéaire sur aC qui s’annule sur a ∩ mF telle que

pour toute racine simple α ∈ S \ F de racine duale Hα ∈ a, on ait
Re [λ(Hα)] > 0.

Pour F une partie de S, on notera QF le sous-groupe parabolique de G
associé.

Theorème 4.1. (Classification de Langlands [18])

• Pour tout triplet de Langlands (F, π, λ), la représentation induite
IndGQF

(π ⊗ λ|aF
) (définie comme à la section 3.3) admet un unique

quotient irréductible. On l’appelle quotient de Langlands relatif à
(F, π, λ), on le note J(F, π, λ).

• Deux quotients de Langlands J(F, π, λ) et J(F ′, π′, λ′) sont infini-
tésimalement équivalents si et seulement si F = F ′, π équivalente à
π′ et λ = λ′.
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• Toute représentation admissible irréductible de G est infinitésimale-
ment équivalente à un quotient de Langlands.

4.1 – Caractère infinitésimal réel et K-types minimaux

Soit G un groupe réductif réel d’algèbre de Lie g. Notons K le sous-
groupe des points fixes de l’involution. On suppose que G est linéaire à
sous-groupes de Cartan abéliens.

On se donne (π,E) une représentation admissible irréductible de G.
On peut montrer (voir [3] théorème 5) que son module de Harish-Chandra
HC(π,E) est également irréductible comme (g,K)-module : son seul sous-
espace non-nul stable par les actions conjointes de g et K est HC(π,E).
Par le lemme de Schur (c.f. [28] 3.3.2), cela implique que le centre de l’al-
gèbre enveloppante de g agit sur HC(π,E) via des scalaires. Notons Z(g)
le centre de l’algèbre enveloppante de g. On appelle caractère infinité-
simal de (π,E) l’unique morphisme d’algèbres Z(g) → C par lequel Z(g)
agit sur HC(π,E). Les morphismes d’algèbres Z(g) → C sont appelés
caractères de Z(g).

Il existe pour les caractères de Z(g) des notions de partie réelle et
partie imaginaire (voir [28] section 3.1 puis [27] §2). Même si nous n’expli-
citerons pas ces notions dans le détail, nous allons tout de même donner
un énoncé formel.

Soit C l’ensemble des caractères de Z(g). De façon « canonique », il
existe des parties C Re et C Im de C dont l’intersection est réduite à un
unique caractère, ainsi que des rétractions Re : C → C Re et Im : C → C Im

telles que l’application Re × Im : C → C Re × C Im soit une bijection. Les
éléments de C Re sont appelés caractères réels de Z(g).

On en déduit une notion de caractère infinitésimal réel pour les
représentations admissibles irréductibles de G.

Dans sa thèse datant de 1979, Vogan démontre qu’il existe une façon
assez naturelle de paramétrer les représentations tempérées irréductibles
de caractère infinitésimal réel de G grâce au dual unitaire de K. Par la
suite, pour raccourcir quelque peu les énoncés, on appellera représen-
tation tempirique de G toute représentation tempérée irréductible de
caractère infinitésimal réel.

Tâchons d’expliquer dans les grandes lignes l’approche de Vogan. Tout
d’abord, on associe à tout élément µ ∈ K̂ une certaine longueur |µ| > 0
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(c.f [26]). Si (π,E) est une représentation admissible de G alors on définit
les K-types minimaux de (π,E) comme les éléments µ de K̂ de longueur
minimale parmi ceux dont la composante isotypique dans (π,E) est non-
nulle. Voici le théorème d’intérêt :

Theorème 4.2. Une représentation tempirique de G admet un unique K-
type minimal. De plus, deux représentations tempiriques de G admettant
le même K-type minimal sont nécessairement équivalentes. Enfin, de fa-
çon réciproque, tout élément de K̂ peut s’obtenir comme l’unique K-type
minimal d’une représentation tempirique de G.

Par l’entremise des représentations tempiriques et de leurs K-types
minimaux, on peut ainsi injecter K̂ dans Ĝ tem.

4.2 – Classification du dual tempéré et analogie de Mackey

Au début des années 70, Mackey évoqua l’idée que de larges pans
du dual unitaire d’un groupe réductif réel G = Kep devaient pouvoir se
paramétrer de la même façon que le dual unitaire de son groupe de dé-
placements de Cartan, à savoir le produit semi-direct G0 = K ⋉ p où p
est vu comme un groupe additif. Cette idée avait pour origine une intui-
tion physique. Supposons en effet que G soit le groupe des isométries de
notre espace-temps, de sorte que l’on puisse interpréter ses représenta-
tions irréductibles comme les différentes particules de notre monde (lire
par exemple [25] chapitre IX). Le groupe G0 s’interprète alors comme le
groupe des isométries de ce même espace-temps que l’on aurait "applati",
c’est à dire, dont on aurait annulé la courbure. Or, dans le cas où cette
dernière est suffisamment faible pour que cela n’affecte point nos obser-
vations, les particules associées à G0 (ses représentations irréductibles)
devraient rendre compte de la même physique que celles associées à G,
d’où la conjecture de Mackey. La correspondance entre les duaux de G
et G0 se vérifiait sur certains exemples mais elle n’avait pas de réel fon-
dement mathématique et c’est pourquoi l’idée fut reçue avec un grand
scepticisme. C’est d’autant plus le cas que la théorie des représentations
des groupes réductifs réels avançaient alors à grands pas et dans une toute
autre direction.

Ce n’est que bien plus tard, après réinterprétation de l’analogie de
Mackey au regard de la conjecture de Baum-Connes [11], que Higson [12]
montra l’existence d’une bijection naturelle entre le dual tempéré de G
et le dual unitaire de G0 pour G un groupe complexe semi-simple. Plus
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récemment, Afgoustidis parvint à généraliser cette construction à tout
groupe réductif réel G linéaire à groupes de Cartan abéliens [2]. Les
quelques lignes qui suivent visent à expliciter cette bijection.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous allons nous étendre un peu
plus longuement sur G0. Tandis que G agit transitivement par isométries
sur l’espace symétrique G/K, le groupe G0 agit quant à lui par isométries
sur l’espace tangent de G/K au point K, lequel est identifié à p. On peut
donc vaguement interpréter G0 comme le groupe des isométries infinitési-
males d’une variété riemannienne dont G serait le groupe des isométries
globales. Par exemple, dans le cas où les éléments de G = SL2(R) sont
identifiées à des isométries directes du plan hyperbolique, son groupe Car-
tan G0 = SO(2)⋉R2 représente les isométries directes du plan euclidien.
Une autre façon d’interpréter G0 est de le considérer comme l’approxi-
mation de G dans le régime p ≈ 0. Dans ce cas, pour X,Y ∈ p, on peut
écrire eXeY ≈ eX+Y , ce qui donne effectivement la loi de groupe de G0.
Reformulé de manière plus élégante, G0 s’identifie au fibré normal de l’in-
clusion K ↪→ G.

Afin d’expliciter la bijection de Mackey-Higson, nous devons d’abord
introduire quelques notations. Pour toute forme linéaire ν ∈ p∗, on note
Kν le stabilisateur de ν pour l’action co-adjointe de K sur p∗ (la contra-
grédiente de l’action adjointe sur p). On appelle donnée de Mackey un
couple de la forme (ν, π) où ν est une forme linéaire sur p et π une repé-
sentation hilbertienne irréductible de Kν . Deux données de Mackey (ν, π)
et (ν′, π′) sont dites équivalentes s’il existe un élément k ∈ K tel que
ν′ = k.ν et π = π′ ◦ ck où ck : Kν → Kν′

désigne la conjugaison par k.
On note M le quotient de l’ensemble des données de Mackey par cette
relation d’équivalence.

Commençons par la description du dual unitaire de G0. Pour toute
forme linéaire ν ∈ p∗, notons Gν

0 le stabilisateur de ν pour l’action co-
adjointe de G0 sur p∗. Remarquons que Gν

0 = Kν ⋉ p pour tout ν ∈ p∗.
Si (ν, π) est une donnée de Mackey, alors π se prolonge en une unique
représentation π ⊗ iν de Gν

0 telle que :

(π ⊗ iν)(k,X) = eiν(X)π(k).

Le théorème suivant, dû à Mackey [19], détermine le dual unitaire de Ĝ0.

Theorème 4.3. Pour toute donnée de Mackey (ν, π), la représentation de
G0 induite de π⊗iν est irréductible et unitarisable. Réciproquement, toute
représentation hilbertienne irréductible unitarisable de G0 est obtenue de
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cette façon. De plus, pour (ν, π) et (ν′, π′) deux données de Mackey, si
IndG0

Gν
0
(π⊗ iν) est équivalente à IndG0

Gν′
0

(π′⊗ iν′) alors (ν, π) et (ν′, π′) sont

équivalentes. On obtient ainsi une bijection entre M et Ĝ0.

La preuve de ce théorème est expliquée avec grand soin dans [10] sec-
tion 6.6.

Une construction analogue fonctionne pour le dual tempéré de G qui,
on le rappelle, est supposé linéaire et à sous-groupes de Cartan abéliens.

Soit (ν, π) une donnée de Mackey. Contrairement au cas du groupe
de déplacements, le sous-espace p de g n’est pas un idéal, ce qui signifie
qu’il n’y a pas d’action naturelle de G sur p∗. Néanmoins, en identifiant
les éléments p∗ à des formes linéaires sur g qui s’annulent sur k, on peut
considérer p∗ comme un sous-espace de g∗. Notons Lν le stabilisateur de
ν pour l’action co-adjointe de G sur g∗. Alors Lν est un sous-groupe de
Levi de G. En effet, en considérant un produit scalaire ⟨ , ⟩ sur g vérifiant
la condition (1) de la définition 2.1 et en notant ν# = ⟨ν, ·⟩, on peut voir
que Lν est le centralisateur de ν# dans G. Autre fait remarquable, l’in-
tersection K ∩ ◦Lν est égale à Kν . Le groupe réductif Lν étant également
linéaire à sous-groupes de Cartan abéliens, il existe par le théorème 4.2
une représentation tempirique π̃ de ◦Lν ayant pour Kν-type minimal la
classe d’équivalence de π.

Proposition 4.4. Soit Q un sous-groupe parabolique de G ayant pour fac-
teur de Levi L. Notons a l’algèbre de Lie de la partie scindée de L. Alors
la représentation IndGQ(π̃ ⊗ iν|a) est irréductible.

Ce résultat est essentiellement une reformulation d’un théorème que
l’on attribue à Harish-Chandra, bien qu’il ne l’ait jamais publié (c.f. [24]
théorème 2.6). Les propriétés (2), (3) et (4) de l’induction parabolique
énoncées à la proposition 3.9 impliquent que IndGQ(π̃ ⊗ iν|a) est tempérée
et que sa classe d’équivalence ne dépend pas des choix de π̃ et Q. Ainsi,
notre procédé associe à toute donnée de Mackey un unique élément du
dual tempéré de G. La propriété 3.9(5) assure que cette association passe
au quotient, ce qui définit une application M → Ĝ tem.

Theorème 4.5. (Afgoustidis [2] théorème 3.5) M → Ĝ tem est bijective.

Ce théorème propose une paramétrisation particulièrement simple du
dual tempéré de G. En le combinant avec le théorème 4.3, on obtient une
bijection Ĝ0 ≃ Ĝ tem dite de Mackey-Higson.

En ce qui concerne la preuve, mentionnons simplement qu’elle est assez
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élémentaire si l’on admet les principaux résultats de la classification de
Knapp-Zuckerman [14,15].

Ouverture

L’existence de la bijection de Mackey-Higson soulève des questions qui
mériteraient de futures recherches.

Dans l’article [1], Afgoustidis montre que la bijection Ĝ0 ≃ Ĝ tem pré-
serve suffisamment de structures sur les duaux pour que l’on puisse fournir
une démonstration simple de la conjecture de Connes-Kasparov pour G ré-
ductif réel au moyen d’une déformation continue de G sur G0 dans le style
de [12]. L’analogie de Mackey permet ainsi de mettre en évidence que les
groupes G0 et G partagent de nombreux invariants bien que leurs struc-
tures respectives soient fort différentes. Or, fait remarquable, la bijection
de Mackey-Higson s’étend aux duaux admissibles de G0 et G (théorème
5.1 de [2]). On pourrait ainsi se demander quelles structures des duaux
admissibles sont préservées par la bijection.

Une autre piste à l’explorer est la généralisation de cette approche
aux espaces homogènes de G. Prenons H un sous-groupe Θ-stable de G.
L’espace homogène G/H se déforme continûment sur le fibré normal N
de l’inclusion K/K ∩ H ⊂ G/H. C’est un exemple d’une construction
géométrique répandue que l’on appelle déformation au cône normal (voir
par exemple [7] 2.3.1). Y a-t-il alors une correspondance naturelle entre les
représentations irréductibles de G qui apparaissent dans la décomposition
de L2(G/H) et les représentations irréductibles de G0 apparaissant dans
celle de L2(N) ?

Enfin, Monk et Voigt [21] ont montré que l’analogie de Mackey et
la quantification permettaient de construire une déformation à deux pa-
ramètres des groupes de Lie semi-simples complexes aux propriétés in-
étessantes. Puisque les travaux sur la quantification des groupes de Lie
semi-simples réels vont bon train [6], on pourrait également essayer de
déterminer si cette déformation s’étend au cas réel.
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