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1 Quelques notions générales de statistiques

1.1 Formalisme, notation et exemple
Pour formaliser une expérience statistique, il faut tout d’abord que l’observation
soit issue d’un espace probabilisable (Ω,F). Sur cet espace, nous considérons
un ensemble de lois de probabilités P, qui contient l’ensemble de lois de prob-
abilités que nous pensons susceptibles de régir l’expérience considérée. S’il
est à priori possible de choisir pour P la totalité des lois de probabilité sur
(Ω,F), il ne s’agit pas toutefois d’une obligation ; l’ensemble P permet de
prendre en compte les informations connues à priori ; et ce choix est ainsi
primordial.

L’espace P est généralement paramétré par un autre espace Θ, sous la
forme P = {Pθ ∣ θ ∈ Θ}. Cette paramétrisation n’est pas toujours identifiable :
il est possible que pour θ1 ≠ θ2, Pθ1 = Pθ2

Par souci de simplicité, nous considérons ici que nous observons un évène-
ment ω ∈ Ω, tiré d’après une loi P . A priori, cette loi P peut ou peut ne
pas appartenir à P. L’objectif de la statistique est d’inférer de l’information
sur la loi P à partir de l’observation ω. Cette information peut être partielle
ou totale. Souvent, un statisticien cherche à construire un θ̂ tel que Pθ̂ ≃ P .
Encore faut il définir le sens de proximité sur un tel espace ! Mais il est
possible qu’un statisticien cherche à déterminer une propriété plus restreinte
de P (par exemple sa moyenne, sa variance), donc une fonction partant de P
dans un autre espace. Nous nous concentrerons ici sur le cas de l’estimation
de θ.

Usuellement, une expérience statistique est indexé par un nombre d’observations,
noté n. Il est courant alors de supposer que la paramétrisation par Θ est in-
dépendante de n, tandis que Ω,F ,P le sont. Il s’agit alors de savoir, si, dans
le cas où l’observation ωn est tiré selon Pn,θ et quand le modèle est identifi-
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able, nous avons limn→∞ θ̂n = θ, pour une convergence soit en probabilité ou
presque sûre. Il faut donc que Θ soit muni au minimum d’une topologie.

L’objet θ̂ recherché est un estimateur. Un estimateur est une fonction
mesurable de Ω dans Θ ; afin de le construire, aucune fonction de θ ne peut
donc être employée. Un des objets des statisticiens est de construire un es-
timateur θ̂ ayant les propriétés de convergence présenté ci dessus ; dans le
cas courant où de plus l’espace Θ est métrique, il s’agit de s’intéresser aux
vitesses optimales d’estimation.

Donnons un exemple aisé pour rendre plus compréhensible nos nota-
tions : n lancers indépendant d’une pièce biaisée. Le paramètre déterminant
l’expérience est la probabilité d’obtenir pile (noté 1), indexé par θ. L’espace
Ωn = {0,1}n, munie de la topologie discrète. Chacune des lois de probabilité
Pn,θ correspond à n-lancers indépendants d’une pièce telle que la probabilité
d’obtenir pile est θ. Notons donc que l’hypothèse d’indépendance des lancers
est incorporée dans le choix de P. Ici, Θ = [0,1] est métrique, et est doté de
la topologie découlant de cette métrique. Un estimateur assez évident de θ
est la proportion de pile observé. Cet estimateur converge presque surement
vers θ quand n tend vers l’infini.

Le formalisme développé ci-dessus permet de traiter des cas bien plus
complexes, où l’espace θ n’est pas une partie d’un espace de dimension fini. Il
peut s’agir par exemple d’un espace fonctionnel ; par exemple des paramètres
d’un processus de diffusion de type dXt = σ(Xt)dBt où Bt est un mouvement
brownien, pour l’observation de (X1, . . . ,Xn). L’estimation de σ est un ex-
emple d’estimation non paramétrique.

1.2 Vitesse d’estimation
Si l’estimation n’est pas le seul objet de la statistique, cette présentation
se restreindra à celui-ci. Plus précisément, nous nous intéressons au cas où
l’objet à estimer appartient à un espace métrique. Grossièrement, la vitesse
d’estimation d’un estimateur représente la vitesse à laquelle la suite (θ̂n−θ)n∈N
tend vers 0. La vitesse d’estimation n’est pas une valeur ponctuelle, mais
globale sur Θ. Pour un problème statistique donné, il s’agit par exemple de
montrer que

sup
θ∈Θ

Eθ d(θ̂n, θ) ≤ rn

Pour une suite rn tendant vers 0, qui donne une majoration de la vitesse
d’estimation. D’autres critères peuvent toutefois être avancés, par exemple :
pour tout θ, avec probabilité au moins αn →n→∞ 1,

d(θ̂n, θ) ≤ rn

2



Ou même, pour Θ ⊂ Rn, ∀θ,
r−1
n (θ − θ̂n) →D L

pour une certaine loi L.
Ce type de résultat permet d’établir une borne supérieure sur la vitesse

d’estimation. Pour que l’estimateur soit jugé bon, il faut s’assurer que sa
vitesse n’est pas trop éloignée de la vitesse optimale qu’un estimateur peut
atteindre. Dans le paradigme minimax, le risque minimax est défini par

Rn = inf
θ̂n

sup
θ∈Θ

Eθd(θ̂n, θ)

où la minimisation est faite sur tous les estimateurs possibles. Une famille
d’estimateurs (θ̂n)n∈N réalisant ce risque à une constante près est dit mini-
max ; si de plus, R−1

n supθ∈Θ Eθ d(θ̂n, θ) → 1, l’estimateur est sharp.
Il est clair que la vitesse d’estimation dépend de la distance d choisie.

Dans un cadre plus général, il n’est pas nécessaire, ni toujours judicieux,
de demander que d soit une distance ; on parle alors de fonction de perte,
fonction à valeur dans R+ tel que ∀θ, L(θ, θ) = 0. La même approche minimax
reste applicable.

1.3 Estimation paramétrique
Dans le cadre d’estimation paramétrique, l’objet de l’estimation vis dans
une sous partie de Rd. Un des résultats les mieux connus d’estimation
paramétriques s’applique dans le cas d’expériences produits, c’est à dire
où une même expérience est répétée de manière indépendante n fois, avec
quelques hypothèses supplémentaires. La vitesse d’estimation "attendue"
dans le cadre de l’estimation paramétrique est de l’ordre de n− 1

2 , à constante
près. Si cette vitesse d’estimation n’est pas automatique, son apparition est
établie dans un cadre plus restreint par deux résultats :
Theorem 1.1. Dans un modèle exponentiel canonique minimal, l’estimateur
θ̂n dit du maximum de vraisemblance est asymptotiquement normal :

√
n (θ̂n − θ) →D N (0, I(θ)−1)

où I(θ) est la matrice d’information de Fischer (échantillonné une fois).
Theorem 1.2. Théorème de Cramer–Rao

Dans le cas de n observations indépendantes, pour θ̂ un estimateur sans
biais de θ,

Eθ ∥θ̂ − θ∥
2 ≥ 1

n
∥I(θ)−1∥2

2

où I(θ est la matrice d’information de Fischer (échantillonné une fois).
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Rappelons toutefois que cette vitesse paramétrique n’est pas systéma-
tique. Il est par exemple assez aisé d’en donner un contre exemple : l’estimation
du maximum m atteignable par une variable aléatoire uniforme sur [0,m]
est plus rapide, de vitesse n−1. De plus, la borne de Cramer–Rao ne porte
que sur des estimateurs sans biais ; il est à priori possible de trouver un
estimateur biaisé meilleur.

Un grand nombre de modèles rentrant dans le cadre des modèles exponen-
tiels : gaussiennes multivariées, lois de poissons, lois gammas... expliquant
l’intuition assez générale qu’un problème statistique paramétrique standard
doit avoir une vitesse d’estimation de l’ordre de

√
d
n , où d est la dimension.

Le cas où la dimension croit avec n (par exemple d = n) relève de la statis-
tique en grande dimension ; il est alors nécessaire, afin de pouvoir construire
un estimateur consistent, d’ajouter d’autre contraintes : un exemple connu
est celui de l’estimation de matrices à partir d’observations tronquées (cas
où par exemple n≪ d) en supposant une structure de faible rang (voir [17],
[20])

De même, l’estimation non paramétrique nécessite des hypothèses sup-
plémentaires pour fonctionner. Ces contraintes peuvent être sous la forme
d’hypothèses de régularité, de contraintes de formes ou autres. Il est en tout
cas attendu en estimation non paramétrique d’obtenir des vitesses plus lentes
que les vitesses paramétriques.

2 Estimation non–paramétrique
L’estimation non–paramétrique est un domaine vaste, qui apparaît naturelle-
ment dès qu’il s’agit d’estimer un objet sans hypothèse forte sur celui-ci, et
permet, au prix de méthodes plus complexes, d’inférer des résultats bien
plus proches de la réalité. Il est en effet illusoire de s’imaginer que tous
les phénomènes présents dans la nature s’approximent par des phénomènes
gaussiens. Nous donnons quelques exemples d’estimation non–paramétrique,
qui permettent d’obtenir une bonne intuition sur le rôle que jouent la dimen-
sion ambiante ainsi que la régularité.

2.1 Estimation de densité
L’estimation de densité, sans à priori sur l’appartenance de celle ci à une
grande famille de lois (gaussiennes multivariées, ), est un champ naturel de
l’estimation non–paramétrique, et permet de comprendre quelques grands
principes. Nous supposons observer des tirages indépendants d’une même
loi P sur E ⊂ Rd. L’objet de l’estimation non paramétrique est d’inférer la
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loi de P , qui est supposée avoir une densité p par rapport à Lebesgue. La
distance considérée sera ici une norme Lq(E).

Donnons maintenant deux résultats qui peuvent de prime abord sembler
contradictoire, montrant la nécessité d’ajouter d’autres hypothèses avant de
pouvoir espérer trouver des vitesses de convergence :

Theorem 2.1. Il est possible de construire un estimateur à noyau p̂n con-
sistent pour le risque L1, c’est à dire tel que ∀p,

lim
n→∞E∫

x∈E
∣p̂n(x) − p(x)∣ = 0

Theorem 2.2. Il n’existe aucune vitesse de convergence pour l’estimation
d’une densité sur E (sous réserve que E contienne un ouvert de Rd). Formelle-
ment,

sup
p

inf
p̂n

E∫
x∈E

∣p(x) − p̂n(x)∣ = 2

Ce qui signifie que, bien que nous ayons établi l’existence d’un estimateur
consistent, la vitesse d’estimation peut être arbitrairement lente, mettant
à mal le paradigme minimax. Pour contrer cette difficulté, il faut ajouter
une hypothèse de régularité sur les densités p à estimer. Cette régularité
est généralement quantifié par un paramètre s. Il peut s’agir d’espaces de
Sobolev ou de Besov, ou de fonctions Höldériennes. s correspond alors au
niveau de dérivabilité de la densité. Bien que cette propriété ne puisse être
établie sans d’autres précisions, il est possible de montrer dans certains cas
que la vitesse d’estimation est alors de n− s

2s+d . La construction d’un es-
timateur atteignant cette vitesse peut se faire par une méthode de noyau
suffisamment régulier, décrite ci-dessous.

Soit K un noyau, c’est à dire une fonction intégrable de Rd d’intégrale 1
; on appelle Kh la fonction définie par Kh(x) = h−dK(xh). Nous définissons
l’estimateur f̂h par ( 1

n ∑
n
i=1 δXi

)∗Kh, où 1
n ∑

n
i=1 δXi

est le processus empirique.
Il est clair que E(f̂h) = f ∗Kh, et que nous avons donc affaire à un estimateur
biaisé. Nous procédons à une décomposition type biais–fluctuation :

Ef ∥f − f̂∥Lp ≤ ∥f − f ∗Kh∥Lp +Ef ∥f ∗Kh − f̂∥Lp

Il s’agit alors de choisir h de manière à ce que les deux termes soient de
même ordre, et de préciser des conditions sur K. Selon la régularité s de f ,
l’action de la convolution par K sera plus ou moins importante. Intuitive-
ment, la convolution a un caractère lissant, et si la fonction f oscille à petite
échelle, ces oscillations seront gommés, résultant dans un terme de biais plus
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important. Au contraire, plus f est régulier, moins la densité sera perturbée
par la convolution avec Kh. En choisissant K de manière appropriée (ce qui
dépend de s), et en supposant qu’on ait un contrôle uniforme sur une norme
dépendant de la régularité s des f possibles (par exemple une condition de
type ∥f∥Hs ≤ C, on peut obtenir une borne ∥f − f ∗Kh∥Lp ≤ Chs. Le terme
de fluctuation peut être borné dans un certain nombre de cas par C

√
1
hdn

.
Afin de minimiser notre borne, il suffit de prendre h ≃ n− 1

2s+d : l’estimateur
ainsi construit a une vitesse majorée par n− s

2s+d .
Le procédé présenté ici passe sous silence différentes conditions nécessaires

afin de mener à bien l’analyse. Elles peuvent s’exprimer sous la forme de
condition de support compact au diamètre majoré par une constante connue,
d’une décroissance à vitesse fixée à l’infini... Travailler sur un tore permet
souvent de simplifier l’analyse, enlevant tout problème de bord et permettant
tout de même de convoluer facilement. Il n’existe pas, à la connaissance de
l’auteur, de résultat général sur les méthodes d’estimation à noyau : [10] en
établit un pour des densités appartenant à des espaces de Besov Bs

p∞,, et
[34] donne un résultat pour d = 1, des densités dans des classes de Holder ou
de Sobolev et des pertes quadratiques, locale pour Holder et intégrée pour
Sobolev (voir aussi [8] et [9] pour une vue des résultats quand p = 1). Si
d’autres méthodes existent (par projection notamment), les estimateurs à
noyaux ont l’avantage de la simplicité, une fois les noyaux réguliers établis
(voir [34] pour la construction).

2.2 Équations de diffusions
La recherche des dynamiques bio-moléculaires, l’étude de phénomènes économiques
créent un besoin d’estimer des processus de manière fine, et en particulier
sans hypothèse paramétrique. Une sous classe de processus particulièrement
étudiée est les processus de diffusion (voir [1], [4], [7], [11], [16], [28], [13], [35],
[26]) Les diffusions considérées sont des diffusions d’Ito sur Rd, solutions de
l’équation différentielle stochastique

dYt = b(Yt)dt + σ(Yt)dWt. (1)

L’objectif est d’estimer le processus à partir d’observations discrètes espacées
d’un pas de temps ∆ : c’est à dire qu’on observe (Y0, Y∆, . . . , Yn∆). Plusieurs
cas de figure sont envisageables ; par exemple ∆ →n→∞ 0 (régime de haute
fréquence), soit le pas de temps est fixe (régime de basse fréquence). Le
pas de temps peut être aléatoire, observé ou non. Par la suite, nous con-
sidérons que le pas de temps est fixé, et vaut 1. Le résultat qui suit permet
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d’introduire les méthodes par projection, autre instrument utile en estimation
non paramétrique.

Cette diffusion est aussi décrite par les probabilités de transition px(⋅) =
p(x, ⋅). L’estimation de la probabilité de transition consiste à l’estimation de
la densité du couple (Y0, Y∆), ce qui revient peu ou prou à ce qui est décrit
précédemment dans le cadre d’estimation de densité ; la vitesse d’estimation
est donc, en supposant que p appartient à l’espace de Sobolev Hs, n− s

2s+2d

(l’espace ambiant étant de dimension 2d, nous trouvons la vitesse d’estimation
attendue ; et remarquons au passage que l’hypothèse d’indépendance des ob-
servations peut être affaiblie). Pour une preuve de ce résultat, voir [5], [22],
[23].

Nous allons par la suite montrer les grandes étapes d’une amélioration
de ce résultat, en utilisant la structure particulière qu’offre la diffusion. Les
paramètres b et σ de la diffusion définissent de manière injective les prob-
abilités de transition. Celles ci sont de même entièrement déterminées par
l’opérateur de transition, noté P , et nous admettrons que la norme L2 sur
p équivaut à la norme de Hilbert–Schmidt sur P . En supposant la diffusion
réversible, cet opérateur est elliptique, auto adjoint pour la mesure invariante
µ de la diffusion, et a une décomposition spectrale dont la décroissance des
valeurs propres est exponentielle, d’après la loi de Weyl.

Afin d’éviter les problèmes de bord, nous considérons une diffusion sur
le tore Td, décrite par l’équation (1). Nous demandons, pour simplifier
les preuves, que la mesure invariante de cette diffusion soit la mesure de
Lebesgue.

Pour (Ψi)i∈N une base orthonormée de L2 (Td), l’opérateur de transi-
tion P est déterminé par l’ensemble des coefficients (⟨Ψi, PΨj′⟩)(i,j)∈N2 . Afin
d’obtenir un estimateur de P , nous allons estimer une partie de ces coeffi-
cients par P̂i,j pour i, j ≤ N et considérer l’opérateur défini par P̂i,j = 1(i, j ≤
N)P̂i,j. L’erreur d’estimation se scinde ensuite en deux parties : un terme de
biais ∑max i,j>N P 2

i,j et un terme de fluctuation ∑i,j≤N(Pi,j − P̂i,j)2. Un choix
approprié de N permettra finalement de balancer fluctuation et biais. On
note PN la réduction de P à VN = Span(Ψi ∣ i ≤ N), c’est à dire, en notant
πN la projection orthogonale sur VN , PN = πNPπN . La séparation biais fluc-
tuation découle de la séparation P − P̂ = (P −PN)+(PN − P̂ ). Cette approche
de construction d’estimateur s’appelle l’estimation par projection.

L’estimation de (Pi,j)i,j≤N se fait en deux étapes : tout d’abord en con-
struisant un premier estimateur P̃ qui estime individuellement chaque com-
posante, puis en utilisant la propriété de décroissance des valeurs propres de
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P pour réduire le terme de fluctuation. On définit

P̃i,j =
1

2n ∑
0≤m≤n−1

(ψi(Ym)ψj(Ym+1) + ψj(Ym)ψi(Ym+1))

Cet estimateur a de bonnes propriétés d’approximation de PN en norme
d’opérateur ; avec grande probabilité, ∥P̃ − PN∥∞ ≤

√
N
n . Pour transformer

cette borne en norme d’opérateur en borne sur la norme d’Hilbert-Schmidt,
nous utilisons le fait que P , et donc PN aussi, s’approxime bien par un
opérateur de rang faible, ce qui découle de la décroissance exponentielle de ses
valeurs propres. Rappelons que ∥A∥2 ≤ Rang(A) ∥A∥∞ ; avoir une structure
de faible rang permet donc d’obtenir une bonne borne sur la norme d’Hilbert–
Schmidt.

Une technique fréquemment utilisée pour imposer à un estimateur une
structure de faible rang (ou de parcimonie) est le seuillage. Ici, la matrice
P̃ est symétrique, et donc diagonalisable sous forme Q̂D̂Q̂t. Le seuillage de
P̃ se fait sur ses valeurs propres, en replaçant par 0 toutes celles dont la
valeur absolue est en dessous d’un seuil α. Il peut aussi se définir de manière
équivalente par

P̂ = arg min
S

(∥P̃ − S∥2 + α2Rang(S)) (2)

Il est facile de montrer que pour α ≥ ∥P̃ − PN∥∞ cet estimateur satisfait
la propriété suivante :

∥P̂ − PN∥2
2 ≤ 4 inf

S
(∥S − PN∥2

2 + α2Rang(S)) (3)

En choisissant pour S une bonne approximation de rang fini de PN , on
obtient avec grande probabilité la borne ∥P̂ − PN∥2

2 ≤
N
n log(n) d

2 .

Afin de borner le terme de biais, nous supposons, ce qui est justifié dans
le cadre de diffusion qui nous intéresse, que l’opérateur P se décompose dans
une base orthogonale (uk)k∈N qui appartiennent à l’espace de Sobolev Hs. On
demande de plus à ce que ∑k λ2

k ∥uk∥
2
Hs

< C. Le terme de biais se décompose
en

∥πPπ − P ∥2 ≤ ∥πPπ − πP ∥2 + ∥πP − P ∥2 ≤ ∥Pπ − P ∥2 + ∥πP − P ∥2 ≤ 2 ∥(Id − π)P ∥2

Utilisons maintenant l’identité

∥P (Id − π)∥2
2 = ∑

k

∥(Id − π)Puk∥2
2

= ∑
k

λ2
k ∥(Id − π)uk∥

2
2

8



Jusqu’ici, nous n’avons pas eu besoin d’hypothèse sur la régularité de la base
Ψ choisie. L’identité précédente montre qu’une base permettant de bien
estimer une fonction suffisamment lisse avec un nombre restreint d’éléments
permettrait d’obtenir une bonne borne. Nous choisissons donc d’employer
une base d’ondelettes Ψλ de régularité S > s et en considérant pour VN
l’ensemble des ondelettes de résolution au maximum de J . Nous avons donc
N = dim(VN) ∝ 2Jd. Les résultats connus sur les ondelettes entraînent que

∥(Id − π)uk∥2 ≤ 2−Js ∥uk∥Hs

D’où il découle que le biais est borné par 2−Js. En réunissant les 2 bornes,
nous obtenons une majoration de l’erreur d’estimation avec grande proba-
bilité de 2−Js + 2Jd

2 n−
1
2 log(n) d

4 . En optimisant sur J , la vitesse d’estimation
est majorée par Cn− s

2s+d log(n)− d
2

s
2s+d , ce qui, au facteur logarithmique près,

est la vitesse d’estimation non paramétrique avec cette fois ci une dimension
de d plutôt que 2d. On peut montrer que le facteur logarithmique ne peut
pas être enlevé, et que cet estimateur est minimax optimal. Pour une preuve
détaillée de ce résultat dans un cadre plus général, voir [25].

3 Bornes inférieures
La recherche de la vitesse minimax d’estimation se fait en deux étapes : la
construction d’un estimateur atteignant cette vitesse, et la preuve qu’aucun
autre estimateur ne peut être plus rapide. Cette deuxième partie s’intéresse
à l’information contenue dans l’observation, c’est à dire à la géométrie de
l’espace des lois de probabilités considérées. Intuitivement, si les lois sont
paramétrées par θ, nous cherchons à savoir comment Pθ′ s’approche de Pθ
pour θ′ → θ ; plus les lois s’approchent lentement, plus l’estimation autour
de θ est facile, et donc plus la borne inférieure est faible. A l’inverse, si on
peut trouver deux lois similaires Pθ et Pθ′ tels que d(θ, θ′) est grand1, on peut
obtenir une borne inférieure assez grande. L’obtention de bornes inférieures
se rapproche donc de questions de tests statistiques.

Un test T est une statistique à valeur dans {0,1} cherchant à établir ou
rejeter une hypothèse contre une autre. Dans le cas d’hypothèses simples, il
s’agit de savoir si une loi est tirée selon une loi P0 ou une loi P1. L’erreur de
première espèce consiste à rejeter X ≃ P0 sous P0, l’erreur de seconde espèce
à accepter X ≃ P0 sous P1. Le niveau d’un test est dans ce cadre EP0(T ),

1Notons que la notion de distance entre lois de probabilité est ambigüe, plusieurs dis-
tances naturelles existant ; les plus utiles sont la distance d’Hellinger, en variation totale,
et la divergence de Kullback–Leibler, qui n’est toutefois pas une distance
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et sa puissance EP1(T ). Le lemme fondamental de Neyman–Pearson indique
qu’un test au maximum de vraisemblance ont une puissance maximale parmi
les tests de niveau inférieur ou égal.

Une méthode habituelle pour établir des bornes inférieures repose sur les
remarques suivantes :

inf
θ̂

sup
θ∈Θ

Eθ (d(θ, θ̂)) ≥ s inf
θ̂

sup
θ∈Θ

Pθ (d(θ, θ̂) ≥ s)

≥ s inf
θ̂

sup
θ∈{θ0,...,θM}

Pθ (d(θ, θ̂) ≥ s)

Si s est de l’ordre de la vitesse rn que l’on cherche à établir comme borne
inférieure de la vitesse d’estimation, il suffit donc de borner inf θ̂ supθ∈{θ0,...,θM} Pθ (d(θ, θ̂) ≥ s)
par une constante. En supposant maintenant que l’ensemble {θ0, . . . , θM} est
constitué d’éléments suffisamment éloignés les uns des autres, c’est à dire tel
que ∀i ≠ j, d(θi, θj) ≥ 2s on peut restreindre l’infimum pris sur θ̂ à un infimum
sur les estimateurs à valeur dans {θ0, . . . , θM}, ce qui revient à écrire chercher
à borner, sur les estimateurs Ψ à valeur dans [0,M], infΨ supj Pθj

(Ψ ≠ j).
Nous terminons cette brève présentation des bornes inférieures avec un ré-
sultat central :

Theorem 3.1. S’il existe des θ0, . . . , θM , tels que les mesures Pi soient toutes
absolument continues les unes entre elles2, tels que ∀i ≠ j d(θi, θj) ≥ 2s, et
s’il existe τ > 0 et 0 < α < 1 tels que

1
M

M

∑
i=1
Pj(

dP0

dPj
≥ τ) ≥ 1 − α (4)

alors
inf
θ̂

sup
θ∈Θ

Pθ(d(θ, θ̂ ≥ s) ≥
τM

1 + τM (1 − α) (5)

La condition (4) se décline de plusieurs façons pour donner des condi-
tions sur les distances des différentes lois entre elles, pour plusieurs distances
possibles.

4 Conclusion
L’estimation non paramétrique forme un domaine de recherche actif en statis-
tiques, et relativement neuf ; si longtemps des statistiques paramétriques

2ceci peut être relâché, il suffit de considérer la partie absolument continue de P0 par
rapport à Pj dans la formule qui suit
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ont été préféré pour leur implémentation plus aisé, l’augmentation des puis-
sances de calcul ainsi que la prise de conscience des limites des hypothèses
paramétriques a poussé à un gain d’intérêt pour ce domaine. Plusieurs ques-
tions demeurent encore à résoudre ; tout d’abord la mise en place d’un mod-
èle général permettant de rassembler la plupart des intuitions des statisti-
ciens sur les modèles non paramétriques, l’obtention d’estimateurs ayant des
garantie de robustesse (que se passe-t-il quand la loi P selon laquelle les
données sont tirées n’appartient pas au modèle?) ou d’adaptation (peut on
construire un adaptateur qui ne nécessite pas la connaissance préalable de
s, tout en atteignant la vitesse minimax). Une dernière question soulevée
depuis quelques années concerne la prise en compte des contraintes algorith-
miques : peut on établir des résultats sur des vitesses minimax en considérant
des estimateurs dont la complexité algorithmique est limitée (voir [2])?
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