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0.1 Structures géométriques sur une surface de
genre ¢

Soit S une surface différenticlle de genre g > 2 et soit S son revétement universel.
On munit S d’une métrique de courbure constante qu’on releve en une métrique
sur S. Le théoréme d’uniformisation de Riemann nous dit que S est isométrique
a la sphere munie de sa métrique de courbure 41, au plan munit de sa métrique
plate ou au plan hyperbolique munit de sa métrique de courbure —1. La formule de
Gauss-Bonnet,

1
—/KdV:2—2g<O,
2m Js

nous permet de déduire que la seule métrique de courbure constante possible pour
S est une métrique de courbure négative, autrement dit, S est isométrique au plan
hyperbolique H2. Fixons f une telle isométrie et posons

m(S) — PSL(2,R)
yo— fyft

Cette représentation est fidele, discrete, et le choix d’une autre isométrie f; : S — H2
revient & conjuguer p par un élément de PSL(2,R). Inversement, une telle re-
présentation p : m; — PSL(2,R) fidele et discréte nous permet de quotienter
S muni d’une métrique hyperbolique par p(m;(S)) pour obtenir une métrique de
courbure constante égale a —1 sur S. Il y a donc une bijection entre les mé-
triques riemanniennes de courbure —1 sur S et les éléments de l'espace quotient

p:



4 TABLE DES MATIERES

X (m(S), PSL(2,R))/PSL(2,R) ou X (m(S), PSL(2,R)) est I’ensemble des représen-
tations fideles et discretes de m1(S) vers PSL(2, R).

Cet espace est composé des représentations fideles et discretes de m(S) vers
PSL(2,R). Le groupe 7 (S) peut étre décrit a I'aide de 1’équation

m(S) = (a1, b1, ..., a4, by : [a1,b1]...[ay, by = 1),

choisir une représentation p : m;(S) — PSL(2, R) revient donc a choisir 2¢g matrices
Ay, By, ..., Ay, B, dans PSL(2, R) vérifiant I’équation polynomiale [A;, By]...[4,, By| =
Id. L’ensemble Hom(m (S), PSL(2,R)) peut donc étre munit de la topologie de Za-
riski d’une sous-variété de PSL(2,R). On peut alors se poser la question de la des-
cription topologique de X (m(S), PSL(2,R))/PSL(2,R).

Théoréeme 0.1. L’espace X (m1(S), PSL(2,R))/PSL(2,R) est formé de deux
composantes connezxes notées T (S) et T (S) correspondant auz deux orien-

tations de S. Chacune des deux composantes est contractile, homéomorphe
a R696,

I1 est méme possible de donner explicitement des coordonnées pour 7 (.S) ayant une
interprétation géométrique simple. L’espace T (S) est appelé espace de Teichmiiller.

0.2 Espace de Teichmiiller supérieur et représen-
tations convexes co-compactes

Nous allons généraliser la notion précédente a des groupes de Lie autres que G =
PSL(2,R). Soit G un groupe de Lie simple de type non-compact et I" un groupe
sans torsion de type fini qui jouera le role de m;(S). Comme pour le cas précédent,
nous allons étudier I’ensemble Hom(I', G)/G munit de la topologie de Zariski de G.
On dit qu'une composante connexe de cet ensemble est un espace de Teichmiiller
supérieur si elle est composée de représentations fideles et discretes. Notons que
I’existence d’un espace de Teichmiiller supérieur pour des groupes G, I" n’est a priori
pas assuré. Lorsqu'un tel espace existe, il est alors intéressant d’essayer de relier les
représentations de cet espace a des structures géométrique sur une variété.

Intéressons nous au cas classique ou G = SOy(n, 1). 1l existe une famille clas-
sique de représentations de Hom(I', G) fideles et discretes qui soit stable par petite
déformation.

Définition 0.2. Une représentation p : I' — SOq(n,1) est dite convere co-
compacte s’il existe une partie géodésiquement convexe C' C H" sur laquelle p agit
co-compactement.

Proposition 0.3. Toute représentation convezre co-compacte est fidéle et discrete.
De plus, l’ensemble des représentations convexe co-compactes forme une partie ou-
verte de Hom(I',SOg(n, 1)).

L’ensemble des représentations convexes co-compacte nous donne donc un bon can-
didat pour un espace de Teichmiiller supérieur de Hom(I', SO¢(n, 1)). 11 suffirait de
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montrer que cet ensemble est fermé, i.e qu'une limite de représentations convexes
co-compactes reste convexe co-compacte. Ce n’est en général pas le cas; le résultat
dépend de la nature du groupe I'.

Exemple 0.4. 1. Pour I' = Fy, on a Hom(FFy, SOg(n, 1)) ~ SOg(n, 1)xSOq(n, 1)
qui est connexe, ’ensemble des représentations convexes co-compactes ne
peut donc pas étre fermé car il serait alors composé de toutes les représen-

tations de Fy vers SOg(n, 1), dont la représentations triviale qui n’est pas
fidele.

2. Quand T" est le groupe fondamentale d'une n-variété hyperbolique fermée,
on peut montrer que les représentations convexes co-compactes forment un
espace de Teichmiiller supérieur. Le théoreme de rigidité de Mostow nous dit
méme que dans l'espace quotient Hom(T', SOq(n, 1))/SOq(n, 1), 'espace de
ces représentations est réduit a un singleton.

0.3 Représentations quasi-fuchsiennes de SOy(n, 1)

Nous allons introduire un deuxieme type de représentations de Hom(I', SOy(n, 1))
ou I" est le groupe fondamental d’une (n— 1)-variété hyperbolique fermée. Soit p une
représentation de I' vers SOg(n — 1,1) et SOg(n — 1,1) C SOgy(n, 1) une inclusion
obtenue par l'isomorphisme SOg(n — 1,1) ~ Stab(z) ou x € H". On pose p la
représention de I' vers SOg(n, 1) obtenue par la composition de p et de 'inclusion
SO()(TL —1, 1) - SOQ(TL, 1)

Définition 0.5. On dit qu'une telle représentation est fuchsienne.

Nous allons chercher a déformer ces représentations. Considérons les composantes
connexes de Hom(I",SOg(n, 1)) contenant des représentations fuchsiennes.

Définition 0.6. Une représentation p € Hom(I', SOg(n, 1)) est dite quasi-fuchsienne
si elle appartient a une composante connexe contenant une représentation fuch-
sienne.

Proposition 0.7. Une représentation de SOg(n, 1) est quasi-fuschsienne si et seule-
ment si elle préserve un ensemble A homéomorphe a S"~2 dans le bord visuel OH" ~

i

Il est possible de montrer que les représentations quasi-fuchsiennes ne forment pas
des espaces de Teichmiiller supérieurs de SOq(n, 1). Nous allons en revanche pouvoir
appliquer cette construction a d’autres groupes G, pour lesquels elle va donner de
meilleurs résultats.

0.4 Composantes de Hitchin de PSL(n,R).

Plagons nous maintenant dans le cas I' = m1(S) ot S est une surface hyperbolique
fermée et G = PSL(n,R). Soit 7 : PSL(2,R) — PSL(n,R) une représentation
irreductible, unique a conjugaison pres. On dit qu’'une représentation p de I' vers
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PSL(n,R) est fuchsienne si elle est de la forme 7 o p ot p est une représentation de
I’ dans PSL(2,R). Comme dans le cas précédent, on appelle représentation quasi-
fuchsienne ou représentation de Hitchin les éléments des composantes connexes de
Hom(m(S), PSL(n,R)) contenant des représentations fuchsiennes. Ces composantes
connexes sont appelées composantes de Hitchin.

Une étude précise des composantes de Hitchin a permis de montrer qu’elles
étaient composées de représentations fideles et discretes. On en déduit donc le théo-
reme suivant [1] :

Théoréme 0.8. Les composantes de Hitchin sont des espaces de Teichmyil-
ler supérieurs de PSL(n,R).

Comme pour les espaces T (S) et T(S) de Hom(m(S), PSL(2,R))/PSL(2, R), nous
pouvons également décrire précisément la topologie de Hom(m(S), PSL(n, R))/PSL(n, R).

Théoréeme 0.9. Quand n est impair, l’espace
Hom(m (S), PSL(n,R))/PSL(n,R) posseéde trois composante connezes
dont une composante de Hitchin. Quand n est pair, il posséde sixz compo-
santes connexes dont deux de Hitchin. Toutes les composantes connexes
sont homeomorphes a des boules de dimension x(S)(1 — n?), dont il est
possible d’exhiber des paramétrisations explicites.

Enfin, remarquons qu’il manque un résultat pour compléter la généralisation du
cas n = 2. Les représentations formant les espaces de Teichmiiller de PSL(2,R)
proviennent toutes de structures géométriques, en 'occurence de structures hyper-
boliques sur la surface S. Nous pouvons nous demander, ici, si les représentations de
Hitchin découlent elles aussi de 'holonomie de structures géométriques intéressantes.
Il existe, par exemple, une réponse simple pour le cas n = 3 [2].

Théoreme 0.10. Pour toute représentation de Hitchin p €
Hom(m(S), PSL(3,R)), il existe un ouvert proprement conveze ) de
P(R?) stable par p tel que Q/p(mi(S)) soit homéomorphe a S. Autrement
dit, les représentations de Hitchin sont exactement les holonomies de
structures projectives réelles convexes sur S.

Dans son article, F. Labourie propose une interprétation géométrique pour n > 4.

0.5 Représentations d’Anosov pour un groupe de
surface

Nous allons chercher, pour un groupe de Lie simple G de type non-compact quel-
conque, une généralisation aux notions de représentations convexes co-compactes
pour G = SOg(n,1) et de représentations de Hitchin pour G = PSL(n,R). Nous
aimerions également que cette notion, comme pour les représentations convexes co-
compactes, soit stable par petite déformation et ne soit vérifiée que par des repré-
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sentations fideles et discretes. Il suffira alors, au cas par cas, de montrer qu’elle passe
a la limite pour exhiber des espaces de Teichmiiller supérieurs pour G. C’est dans
l'article de F. Labourie [3] que la définition de représentation Anosov est donnée
pour la premiere fois. Supposons pour l'instant que I' soit le groupe fondamental
d’une surface hyperbolique fermée, i.e I' = m((9).

Soient P~ et PT deux sous-groupes paraboliques opposés de G. Les espaces
quotients G/P~ et G/P* peuvent étre inteprétés comme des variétés drapeaux.

Proposition 0.11. La variété produit G/P~ x G/P™ contient une unique G orbite
ouverte. Deuz éléments A € G/P~ et B € G/P* sont dit transverses si (A, B) est
dans cette orbite.

Intéressons-nous maintenant a ’espace hyperbolique H2. Le groupe I', via son action
sur H2, agit également sur son bord visuel 0,,H2. Ce dernier est homéomorphe a S'.
Nous noterons M = T'H? le fibré tangent unitaire sur lequel le flot hyperbolique
¢, agit. Enfin, nous appellerons 7~ et 77 les applications qui & un élément (z,v) €
M associent les points passés infinis et futur infinis dans O,,H? de la géodésique
correspondante.

Définition 0.12. Une représentation p de I' vers G est dite (P, P*)-Anosov, ou
juste P~-Anosov, il existe des applications £~ : O, H? — G/P~ et £ : O, H? —
G/P™ telles que :

1. Les applications £~ et {1 soient continues et p-équivariantes,

2. Pour tous ¢, t* points distincts de 9, H?, les images £ (¢7) et £F(¢) soient
transverses,

3. Pour toute famille de normes continues et p-équivariantes (|| - ||;n)mens sur
Te (- m))(G/P7) (resp. Tet(r+(m))(G/PT)), on a la propriété suivante : Il
existe des constantes strictement positives A, a telles que pour tous t > 0,
m € M et e € Te(7-(m))(G/P7) (vesp. € € Te+(r+(m))(G/PT)),

lello—vom) < Ae™|le]m,

(Ilellonem) < Ae™|le][m)-

Il n’est pas tout a fait évident de voir que la notion de représentation Anosov est
bien la bonne notion a étudier. Il n’est pas tres compliqué de vérifier que les re-
présentations Anosov sont nécessairement fideles et discretes. Avec un peu plus de
travail, on peut également montrer le résultat suivant :

Théoréme 0.13. Soit p une représentation P-Anosov de Hom(I',G). I
existe un ouwvert U de Hom(I', G) contenant p tel que toutes les représenta-
tions de U soient P-Anosov. Autrement dit, les représentations Anosov sont
stables par petites déformations.

Intéressons-nous au cas particulier G = SOg(n,1). Dans ce cas, pour tout sous-
groupe parabolique P de G, l'espace G/ P est G-homéomorphe au bord visuel OH".
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Proposition 0.14. Une représentation p de ' vers SOg(n, 1) est convexe co-compacte
si et seulement si elle est P-Anosov. Les applications £~ et £ ont alors la méme
image A dans OH™, dont l’enveloppe convexre C' = Conv(A) joue le réle du sous-
ensemble de H™ stable par p.

De méme, nous allons étudier le cas particulier G = PSL(n, R). Pour tout k, notons
P, € PSL(n,R) le sous-ensemble des stabilisateurs de la projection d'un k-espace
P(R*) C P(R™). Il s’agit d'un sous-groupe parabolique de PSL(n, R). On dira qu'une
représentation est Borel-Anosov si est seulement si elle est P,-Anosov pour tout k.

Théoreme 0.15. Les représentations Borel-Anosov sont exactement les re-
présentations de Hitchin.

On voit donc que 'on obtient bien la notion voulue pour le cas G = PSL(n, R).

0.6 Représentations d’Anosov pour un group [
hyperbolique quelconque

Commencons par quelques définitions rapides.

Définition 0.16. Un espace géodésique FE est dit d-Gromov hyperbolique si pour
tout triangle géodésique dans E de c6tés ¢, ¢1, c2, on a pour tout i € Z/37Z et pour
tout = € c¢;,

d(l’, ¢ U Ci+1) < 0.
On peut par exemple montrer que I’espace hyperbolique H" est Gromov-hyperbolique.

Définition 0.17. Un groupe de type fini sans torsion I' est dit hyperbolique si son
graphe de Cayley est Gromov-hyperbolique.

La notion de groupe hyperbolique est tres adaptée a celle de représentation Anosov
car elle nous permet de considérer le bord hyperbolique OI' du groupe T'.

Définition 0.18. On appelle bord hyperbolique du groupe I' le bord visuel de son
graphe de Cayley, dont la bonne définition découle notamment de sa Gromov-
hyperbolicité.

Un théoreme simple nous permet de décrire la topologie du bord de la plupart des
groupes hyperboliques.

Théoreme 0.19. Supposons qu’un groupe hyperbolique I" agit fidélement,
discretement, proprement discontinuement et co-compactement sur un es-
pace Gromouv-hyperbolique E. Alors le bord OI' est homéomorphe au bord
visuel O F .

On en déduit quelques résultats particuliers :
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Exemple 0.20. 1. Quand I' est un groupe de surface, on a OI' ~ S! car I" agit
co-compactement sur la surface hyperbolique H?2.

2. Quand I" est le groupe fondamental d’une n-variété hyperbolique fermée, on
a O ~ S"! car I' agit co-compactement sur H".

3. Le groupe libre I' = IF,, est hyperbolique et son bord OI' est un ensemble de
Cantor sur la (n — 1)-sphere.

Définissons maintenant la notion de représentation Anosov dans le cas d’un groupe
hyperbolique I" [4]. On admettra qu’il est possible de construire un espace M jouant
le role du fibré tangent unitaire dans le cas d’un groupe de surface sur lequel agit
un flot ¢,.

Définition 0.21. Une représentation p de I" vers G est dite (P~, PT)-Anosov, s’il
existe des applications £~ : ' — G/P~ et €7 : 0T — G/ P telles que :

1. Les applications £~ et {1 soient continues et p-équivariantes,

2. Pour tous ¢, ¢ points distincts de O, les images {(¢7) et {7 (1) soient
transverses,

3. Pour toute famille de normes continues et p-équivariantes (|| - ||m)menr sur
Te(+~(m))(G/P7) (resp. Tet(r+(m))(G/PT)), on a la propriété suivante : Il
existe des constantes strictement positives A, a telles que pour tous t > 0,
m € M et e € Te(7-(m))(G/P7) (vesp. € € Te+ (r+(m))(G/PT)),

llello_,amy < Ae™|e]|m,

(lellsm < Ae™|lef]m)-

Dans le cas d'un groupe de surface, on a 9m (S) ~ 0,,H?, on retombe bien sur la
méme définition. On peut maintenant considérer, par exemple, le cas d’un réseau

uniforme de SOy(n,1). Les application £~ et £+ vont alors de 0, H" ~ S"! vers
G/P~ et G/PT.

0.7 Un autre exemple d’espace de Teichmiiller su-
périeur

Comme nous l'avons vu, les représentations d’Anosov sont des représentations fi-
deles et discretes qui vérifient le critere d’ouverture. Pour exhiber des espaces de
Teichmiiller supérieurs d'un groupe G, il suffit donc de montrer qu’un ensemble de
représentations P-Anosov est fermé dans Hom(I', G)/G. Prenons le cas traité en
[B] o G = SO¢(n,2), T' est le groupe fondamental d'une n-variété hyperbolique
fermée et ou P est le stabilisateur d’une droite isotrope de R™? muni de la forme
T e it T

Théoreme 0.22. L’ensemble des représentations P-Anosov forme une par-
tie fermée de Hom(I',SOq(n,2)). Autrement dit, il s’agit d’un espace de
Teichmiiller supérieur.
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Comme pour le cas G = SOg(n, 1), ces représentations possedent une inteprétation
géométrique simple. Considérons I'espace pseudo Riemannien H™! ~ SO(n, 2)/SOqy(n, 1).
Il peut, comme 'espace hyperbolique, étre muni d’un bord topologique OH™! pou-
vant étre identifié & I'ensemble des droites isotropes de R™2?. On a donc OH™! ~
SOp(n,2)/P. Les applications £~ et £ vont alors de 9" ~ S"~! vers OH™!.

Proposition 0.23. Les applications £~ et £ ont la méme image A C OH™. Le
dual ouvert de son enveloppe conveze, noté E(N), est inclus dans H™!.

Il est possible de montrer que toute représentation P-Anosov p agit fidélement,
discrétement et proprement discontinuement sur E(A). L’espace quotient E(A)/p(T)
vérifie certaines propriétés de la théorie des espaces lorentziens. Il est possible de
montrer que, réciproquement, toute holonomie d’un espace lorentzien vérifiant ces
propriétés est une représentation P-Anosov, notre espace de Teichmiiller supérieur
peut donc étre interprété comme un ensemble de structures géométriques sur une
variété.

0.8 Quelques questions ouvertes

Nous allons conclure en discutant de quelques questions ouvertes sur les espaces de
Teichmiiller supérieurs.

0.8.1 Espaces de Teichmiiller pour SOy(p, q)

Comme pour le cas G = SOq(n,2), il est possible de montrer [6] que les représen-
tations P-Anosov dans Hom(m;(N),SOq(p, q)) sont les représentations préservant
un ensemble A dans OHPY vérifiant quelques propriétés supplémentaires. Le fait que
I’ensemble des représentations P-Anosov soit fermé est en revanche une question ou-
verte. De méme, nous ne possédons pour I'instant aucune interprétation géométrique
des représentations P-Anosov.

0.8.2 Lien entre représentations Anosov et positivité dans
le cas d’un groupe de surface

Dans le cas I' = m1(9), il y a récemment eu des tentatives pour lier les représentations
Anosov d'un groupe de Lie G a une notion de représentations positives [7]. Ces
représentations positives ne peuvent étre définies que dans certains groupes de Lie
simples, mais il a été montré que dans quelques cas connues, elles coincidaient avec les
représentations Anosov formant un espace de Teichmiller supérieur. Nous aimerions
montrer que ces représentations positives, quand elles existent, décrivent 1’ensemble
des espaces de Teichmiiller supérieurs des ensembles Hom(m(5), G)/G.
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