ALGORITHMES HYBRIDES POUR LE TRANSPORT OPTIMAL

MAXIME SYLVESTRE

ABSTRACT. Depuis 'algorithme de descente de gradient utilisé en optimisation convexe
de nombreux autres types d’algorithmes sont apparus. On citera la descente de gradient
proximale ou encore la descente par bloc. Récemment, pour des applications a I’économie
notamment, les étapes d’optimisation utilisées étaient de types différents. C’est alors que
sont nés les algorithmes hybrides, mélant descente par bloc et gradient proximal. La
preuve de leur convergence est plus complexe mais des cas particuliers ont été explorés en
transport optimal notamment.

1. TRANSPORT OPTIMAL

Le probleme de transport optimal est formulé par Gaspard Monge en 1781 ([28]). C’est
un probleme d’optimisation combinatoire qui consiste a aparier de maniére optimale deux
ensembles contenant le méme nombre deux points dans le but de minimiser une fonction
de cout. Ce probleme peut s’écrire comme un probleme d’optimisation matriciel. Etant
donnée une matrice C' de cout le probleme est le suivant

min TP’ C
Pe6,, <

Leonid Kantorovich reformule dans les années 40 ce probleme. La simplification vient
de la reformulation qui permet d’optimiser sur un espace plus grand mais qui est continu.
P n’est plus une matrice de permutation mais une matrice bistochastique, ses lignes et ses
colonnes somment a 1 et ses coefficients sont positifs. Le probleme devient alors la min-
imisation d’une fonction convexe sur un espace convexe compact, ce qui assure ’exsitence
d’une solution. George Birkhoff et John von Neumann ont développé des ([29]) théoremes
permettant de démontrer 1’équivalence de ces deux problemes. La nouvelle formulation
permet d’introduire des contraintes aux marges plus variées. Il ne s’agit plus d’apparier des
points entre eux mais des poids discrets. On a n points x; de poids respectifs a; et m points
y; de poids respectifs bj. On introduit I’espace des matrices d’appariement

B(a7 b) — P € Mn,m(R+) | ZPZJ = ai’ ZPZJ — bj
J i

Le probleme devient alors

min TrP'D
PeB(a,b)
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Avec D la matrice des distances entre les points. Ce probléme introduit un nouveau
degré de liberté mais il propose surtout une nouvelle vision du probleme initial. En ef-
fet a,b sont des mesures de probabilité discretes sur des espaces. Ainsi il est possible de
généraliser une derniere fois ce probléme en introduisant des mesures de probabilités quel-
conques. Soient p € P(X) et v € P(Y) deux mesures de probabilité (avec X,Y deux
espaces probabilisables). Soit d: X x Y — R,. Le probléme est le suivant

1.1 inf d(x,y)dr

1) TFGH(%V)/ (.9)

Ou II(u, v) est 'ensemble des mesures de probabilité sur X x Y telles que les distribution
marginales sont respectivement p et v.

Théoréeme 1. Si XY sont des espaces polonais et d est semi-continue inférieurement.
Alors 1.1 admet une solution

La preuve ([35]) repose essentiellement sur la compacité de ’ensemble des plan de trans-
port. Bien que le probleme admette des solutions il n’y a pas de garantie sur leur régularité.
Ce qui complique leur approximation. C’est pour cela que le probleme de transport optimal
régularisé par ’entropie est introduit.

inf /d(m, y)dm + e/wlog Tdy @ v
well(p,v)

Dans le cas ou les marginales ont une entropie finie ce probleme admet une unique
solution ([11]). On y retrouve le probleme discret dans le cas ou les ensembles X, Y le sont
et c’est d’ailleurs pour ce type de probleme discret qu’ont émergé les premieres applications
en informatique. En informatique on citera I’algorithme de Sinkhorn permettant de calculer
le plan de transport optimal dont la convergence dans le cas discret fut prouvée en ([13])
et pour le cas continu ([32]). Ce probleme trouve des applications en informatique avec
son utilisation en machine learning et plus particulierement dans les modeles d’attention
([26]). On note aussi des applications a la résolution du pont de Schrédinger ([16]). Il y a
enfin des applications multiples en économie notamment pour I’étude des appariemments

([18])-

Pour rentrer plus en détail dans les fondements techniques de ces problemes le livre de
Villani fait office de référence ([35]).

2. OPTIMISATION CONVEXE

Dans le cadre du probleme de transport optimal ’objectif est semblable a un plus grand
ensemble de problemes; celui de la minimisation d’une fonctionnelle sur un espace. Le
probleme général est le suivant: étant donnée une fonction f sur un espace H a valeur
dans R construire une suite (x,), convergeante dont la limite est un minimiseur de f.
Dans le cas ou f est convexe la question équivalente est celle de la construction d’une suite
convergeant vers un zéro de 9 f 'opérateur sous-différentiel de f. En toute généralité il n’est
pas possible de minimiser de maniere déterministe une fonction quelconque. En effet les
algorithmes déterministes permettent seulement d’obtenir des minima locaux. Cependant
si I'hypothese de convexité est faite alors les minima locaux sont finalement globaux. On
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remarque que les fonctionnelles & minimiser dans le cadre du transport optimal sont bien
convexes.

Dans son livre sur 'analyse convexe ([30]) Rockafellar introduit tous les outils de base
pour étudier les problemes d’optimisation convexe.

3. ALGORITHMES D’OPTIMISATION

Soit H un espace de Hilbert et f une fonction de H dans R. L’objectif est alors de
trouver un opérateur T tel que la suite x,+1 = Tz, converge vers un point fixe de T'. Avec
la condition supplémentaire que ’ensemble des points fixes de 1" est ’ensemble des min-
imiseurs de la fonction f. Les différents types d’algorithmes reposent donc sur des opérateurs
différents dont les propriétés spécifiques (lipschitz, fermement non expansif, ...) assurent la
convergence du procédé. Deux grandes classes de propriétés sont a distinguer.

Les propriétés de régularité comme la convexité, le caractere lipschitz du gradient ou
la forte convexité. Ces propriétés reposent en partie sur le caractere différentiable de la
fonction & minimiser et permet de localiser le minimum en assurant que la fonction ne varie
pas trop fortement.

Les propriétés géométriques comme la sous-modularité ([3], [27]) ou plus récemment
léchangeabilité ([19]). Ces propriétés ne nécessitent pas que la fonction soit différentiable
et traduise 'interdépendance des coordonnées. Ces propriétés sont notamment utile dans
le cadre des algorithmes de descentes de coordonnée ou hybrides.

3.1. Propriétés fondamentales. Les propriétés suivantes sont souvent faites pour démontrer
la convergence des algorithmes.

Définition 1. f est dite convezxe si

Ve,y € HVt € [0,1], f((1 —t)x +ty) < (1 —t)f(z) +tf(y)
Définition 2. f est dite semi-continue inférieurement (sci) si
Ve, x, € Hyzp > 2 = limninff(mn) > f(x)
Définition 3. f est dite fermée si sont graphe est fermé.
Définition 4. f est dite propre si elle ne prend pas la valeur —oo.

Sous ces conditions il est possible d’introduire une généralisation de la notion de gradi-
ent. Celle de sous-gradient et de sous-différentiel en un point df(x). Il est défini comme
suit

Of(x) ={s€H|VyeH (s;y—=z) + f(z) < f(y)}
Le premier fait essentiel peut alors étre énoncé.

Proposition 1. L’opérateur sous-différentiel Of est mazximal monotone. De plus les min-
imiseurs de f sont les points tels que 0 € Of

On peut alors introduire les propriétés de régularités énoncées précédemment.
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Définition 5. f convexe est dite y-fortement convexe si

Va,y € H,Vs € 0f(x)

%HJ«" — g2+ (s,y —2) + f(2) < f(y)

Définition 6. f a un sous-gradient L-Lipschitz dés lors que
Vz,y € H,Va € 0f(z),Y3 € 9f(y)
la = BI* < L{z — y,a — B)

3.2. Approche différentielle. Dans le cas ol la fonction est différentiable, la formule de
Taylor donne ’approximation suivante:

fy) = f(z) +(Vf(2),y — =)+ o(y)

Ainsi pour y = x — aV f(x) et « petit on a bien f(y) < f(z) des lors que Vf(z) # 0. Le
théoreme de convergence est le suivant.

Théoréme 2. (9.3 [6]) La suite (x,,) définit comme suit
Tyl = Tp — oV f(zy) =Tay
converge vers un minimiseur de f si les trois affirmations suivantes sont satisfaites:
o [ est y-fortement convexe
o Vf est L-lipschitz
e 0 <a< %

La preuve repose sur une utilisation fine de la formule de Taylor au deuxiéme ordre
qui garantit la décroissance stricte des évaluation. On observe alors que l'opérateur est
contractant. Ce qui assure la convergence des itérés par théoreme de point fixe de Banach.
Bien que contraignantes, les hypotheses faites dans ce théoreme sont classiques.

Le principe de cet algorithme remonte au moins a Augustin Louis Cauchy en 1847.
Depuis, de nombreuses variantes ont été développées. Parmi les plus récentes on notera
Palgorithme accéléré ([33]) ou encore l'algorithme BFGS ([7]).

3.3. Approche opérateur. On pose R = (I + \df)~! la résolvante de parametre \ de
Iopérateur maximal monotone Jf. Observons dans un premier temps que les points fixes de
R sont les zéros de 0f. D’apres ce qui précede les points fixes de R sont bien les minimiseurs
de f. Dans ce cas R est appelé opérateur proximal et noté prox,;. Nous allons voir que cet
opérateur satisfait les conditions pour générer un algorithme d’optimisation.

Définition 7. Un opérateur T est dit fermement non expansif si

Tz = Ty||* < (z — y, Tx — Ty)

L’opérateur proximal est fermement non-expansif. Ainsi par le théoréme de Krasnoselskii-
Mann la suite d’itération converge.

Théoréeme 3. [/ La suite des itérés d’un opérateur fermement non-expansif converge vers
un point fize de l'opérateur.
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La preuve repose sur le fait que pour y point fixe de 7' la suite (||, —y||)» converge. Ainsi
pour la topologie faible la suite converge vers un point fixe de T du fait de son caractere
fermement non expansif.

L’intérét de cette méthode est qu’elle est plus stable que la précédente, il y a moins que
contrainte sur le parametre de I'opérateur proximal. Cela tient au fait que 'opérateur proxi-
mal est fermement non-expansif de maniere générale. Enfin ¢’est un algorithme d’optimisation
qui requiert moins d’hypotheses sur le caractere différentiable de la fonction. Cependant
le calcul de I'opérateur n’est pas évident, il est équivalent a la résolution du probleme de
minimisation suivant. 1

prox(z) = argmin f(y) + glo - yll?
Ce calcul est simple pour des fonctions classiques comme la norme 1. On retrouve alors
l'opérateur softmax utilisé en machine learning pour la régularisation. Dans le cas con-
traire le probleme d’optimisation est aussi complexe que celui pour lequel I'opérateur est
utilisé.
3.4. Approche de descente par bloc. Dans certains cas il est possible de minimiser de
maniére exacte la fonction sur une partie de ses coordonnées. Ainsi une méthode consiste
a itérer ces minimisations successives coordonnées par coordonnées. C’est la premiere ap-
proche qui ne concerne pas l’ensemble des coordonnées et qui nécessite de s’assurer que la
minimisation selon une coordonnée n’est pas défavorable a l’objectif final. Un probleme
qui sera d’autant plus complexe dans le cas hybride. L’étape centrale de I'algorithme est la
suivante.
(3.1) 2P € argmin f(x,2",)

x

Deux approches ont été exploitées jusqu’alors pour démontrer la convergence de cet
algorithme.

La premiere reprend ’esprit de la méthode avec opérateur. Elle requiert cependant les hy-
potheses classiques de y-forte convexité et de lipschtzianité de I’'opérateur sous-différentiel.

Théoréme 4. [2/] L’algorithme converge dés lors que f est y-fortement convexe et de
sous-différentiel L-Lipschitz. Avec % <2

La preuve de ce théoreme repose sur le fait que l’application qui a x_; associe le
x; minimisant la fonction toutes choses égales par ailleurs est contractante sous ces hy-
potheses.

La seconde approche repose sur une propriété géométrique de la fonction. La sous-
modularité.

Définition 8. f est dite sous-modulaire si
fl@vy)+ flzny) < flx)+ fy)

Cette propriété est équivalente dans le cas différentiable & la négativité des dérivées
croisées : %ﬁ;y < 0. Ces deux articles [36], [34] assurent la convergence de I’algorithme de
maniere locale lorsque la fonction est deux fois continuement dérivable. La preuve repose
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sur le fait que localement la hessienne a un rayon spectral plus petit que 1 ce qui assure
que le processus de Jacobi associé est convergeant.

Ces méthodes sont réputées par leur vitesse de convergence en pratique. En particulier
le célebre algorithme de Sinkhorn ([13]) utilisé en transport optimal est un algorithme de
descente par bloc.

Les grandes démonstrations et outils de base pour prouver les convergences d’algorithmes
sont présenté dans le livre de Bauschke sur les opérateurs monotones dans les espaces
Hilbertiens ([4]).

4. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTE ET PROBLEME DUAL

L’algorithme de Sinkhorn cité précédemment permet d’obtenir un plan de transport op-
timal. Cependant il porte sur I'optimisation de variables duales et non du plan de transport
lui méme. D’une maniere générale tout probleme d’optimisation convexe sous contrainte
admet une formulation dite duale. Soit f une fonction convexe sur un hilbert H. Soit C
un sous ensemble convexe de H, le probleme primal est le suivant

min
i /

Il existe une fonction £ : H x H telle que ming f = ming maxy £ et de plus sous

certaines conditions
min max £ = maxmin £
H H H H
On dit alors que le saut de dualité est nul. C’est le cas lorsque C' est un compact. Le
probleme dit dual consiste a maximiser la fonction
v — min L(u, v)
ueH

4.1. Cas du transport optimal. Rappelons dans le cas du transport optimal que ’optimisation
est réalisée selon des contraintes sur les marginales. Et on a :

inf /d(aj,y)dﬂ + /Wlogwdu QU= sup/z/;du + /d)dy — /exp(qS +¢Y—d)dpv
R0

el ()

I1 se trouve que dans le cas ou les marginales sont d’entropie finie ([11]) il est possi-
ble d’obtenir la solution du probléme primal a l’aide du probléme dual. Ce qui justifie
l'utilisation de 'algorithme de Sinkhorn. L’expression est la suivante

exp(¢* +¢* —d) ="

5. PROBLEMES HYBRIDES EN TRANSPORT OPTIMAL

Parmi les applications les plus récentes du transport optimal on compte le transport mar-
tingale ([14]), le transport avec contrainte linéaire ([37]), le transport causal ([1]) ou encore
le calcul de métrique (][23]). Ces problemes émergeants conservent la base d’optimisation
du transport optimal mais y ajoutent une contrainte sur le plan de transport. Hors dans
le cas continu ces contraintes peuvent-étre en nombre infini non dénombrable, c’est ce qui



TRANSPORT OPTIMAL HYBRIDE 7

est observé en transport martingale notamment. L’enjeu est d’assurer l’existence d’une
solution au probleme puis de développer une méthode permettant de I’approcher.

5.1. De nouveaux problémes de minimisation. Afin de gérer de nouvelles contraintes
sur le plan de transport un terme linéaire est ajouté au probleme de transport optimal.
Introduisons la fonctionnelle suivante

F(6,0,8) = / exp(¢ + v — dP)dA + / #(dP — b — ¢

A B fixé la condition de minimisation assure que les ¢, optimaux sont solutions du
probléme de transport optimal dual associé & la fonction de coit d®. Le plan de trans-
port optimal est 7 = exp(¢* + ¥* — d®). Ainsi la minimisation selon 8 permet, si la
fonction 5 — d? est bien choisie, d’obtenir des conditions sur le plan de transport optimal
obtenu. En effet dans le cas ou d® = dy + Bd la condition nécessaire d’optimalité est la

suivante:
/ ddn® = / dd#

Dans le cas du probleme de transport optimal discret cette approche porte ses fruits pour
Papprentissage de métrique ([10]). Cette derniere égalité est du type introduite dans le
cadre du transport otpimal avec contrainte linéaire.

(5.1) inf{/dodﬂ—i—/ﬂlogwd)\ | e Il,Vw € VV,/wdﬂ:O}

Ce probleme admet une solution des lors qu’il existe un plan de transport satisfaisant les
contraintes linéaires ([38]). La preuve utilise encore une fois le caractére compact de ce sous
ensemble de plan de transport. La fonctionnelle introduite précédemment permet de gérer
un nombre fini de contraintes linéaires. Ainsi une approximation consiste a remplacer W
par un espace linéaire de dimension finie.

Le transport optimal martingale quant a lui impose dans le cas continu un nombre infini
de contraintes non linéaires.

inf{/dgdﬂ—i—/ﬂlogwd/\ | m e ILE,[Y|X] —X}

Les tentatives de résolution reposent sur une discretisation du probleme. Mais pour éviter
une situation de fonctionnelle discontinue un autre type de contrainte est introduit ([22]).
D’autres tentatives reposent sur 'introduction du cott dit de Marton([21]).

5.2. De nouveaux algorithmes de minimisation. La fonction présentée précédemment
est intéressante pour la résolution de problemes plus complexes. Cependant ’ajout de la
nouvelle variable rend impossible I'utilisation d’un algorithme type Sinkhorn, car il n’y a pas
de formule de minimisation exacte pour ce dernier terme. Ainsi il est question d’hybrider
les méthodes d’optimisation. Cette approche rejoint I'idée de la descente de coordonnée par
bloc. Le principe est simple, certaines méthodes sont plus efficaces sur certains types de
problemes. N’est-il donc pas plus efficace d’utiliser sur chaque ensemble de coordonnées les
méthodes les plus adaptées?



8 MAXIME SYLVESTRE

5.3. Descente de gradient proximale. Une premiere méthode d’hybridation s’intéresse
a la minimisation de la somme de deux fonctions ayant des régularités différentes. Soient f, g
deux fonctions convexes sur H a valeur dans R telles que f est continuement différentiable.
Aucune hypothese supplémentaire n’est faite sur g. Comment résoudre le probleme

min f(x) + g(v)
L’algorithme proposé est le suivant

Tpt1 = ProxXy,(Tn — AV f(2,))
Il peut aussi étre percu comme une premiere étape de descente de gradient puis une sec-
onde proximale. Bien qu’individuellement ces deux méthodes convergent qu’en est-il de la
composition des deux?

Théoréeme 5. ([12]) On suppose que le gradient de f est L-lipschitz. Alors pour X\ €0, %]
lalgorithme ci-dessus converge vers une solution du probléme.

La preuve de convergence repose encore une fois sur le caractere fermement non expansif
de l'opérateur proximal.

Notons que cette méthode englobe d’autres méthodes comme celle de la descente de
gradient projeté. En effet dans le cas o g est la fonction indicatrice d’un ensemble convexe
alors 'opérateur proximal est simplement la projection sur cet ensemble.

5.4. Descente par bloc proximale. La seconde méthode d’hybridation présentée ici est
utile dans le probleme de transport optimal de la section précédente. En effet nous avons
vu que ¢, peuvent étre obtenu a l'aide de I'algorithme de Sinkhorn. Afin de profiter de
cette vitesse de convergence l'algorithme proposé utilise la descente par bloc sur certaines
coordonnées et une descente plus classique par gradient ou opérateur proximal sur les autres.
Soit F': Hy x Hy X H3 — R convexe, continument différentiable. Le probleme est

min min min

ueH, veHy BEH3

On propose 'algorithme de minimisation suivant

Un41 € argmin F(u, vy, By)
u
Un41 € argmin F(up41,v, Bn)
v

ﬁnJrl = Bn - )\VBF(UnJrla Un+1, /Bn)

La convergence de cet algorithme a été prouvée dans le cas de la fonctionnelle ([10]) lorsque
le probleme de transport est discret. Des pistes d’améliorations sont possibles pour accélérer
la convergence de 1’algorithme dont la vitesse est affectée par la derniere étape plus lente.
[5] présente une descente proximale accélérée.

6. APPLICATIONS A D’AUTRES DOMAINES

Bien que les différents problemes soient présentés comme des problemes d’optimisation
il est aussi possible de les interpréter comme la résolution d’un systeme non linéaire si ’on
prend le point de vue sous-différentiel. De plus les problemes de transport optimal avec
contrainte sont en partie nés dans d’autres domaines. Il y a donc de multiples applications
de ces résultats mathématiques.
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6.1. Physique. Le probléeme dual de transport optimal fourni des solutions au probleme du
pont de Schrédinger. Une des preuves de la convergence de I'algorithme de Sinkhorn dans
le cas continu est justement dérivée de ce probleme. La preuve est détaillée dans [16].

6.2. Economie. L’implémentation des méthodes itératives hybrides permet 1’étude de probleme
de matching ([19],[20]). L’algorithme hybride dans [10] est utilisé pour 'apprentissage de
métrique dans le cadre de I’étude des migrations. En finance le transport martingale est
utilisé pour le ”model-free superhedging” ([17]). Cependant les tentatives actuelles de calcul
effectif sont imparfaites. Enfin en économétrie ces algorithmes hybrides trouvent une utilité
pour la régression de vecteurs de quantile ([8]).

7. GRANDES QUESTIONS OUVERTES

7.1. Pistes explorées et a explorer. La sous-modularité est utilisée dans certains travaux
d’optimisation ([3]). Cependant les approches restent discretes. Hors comme nous ’avons vu
cette propriété géométrique assure la convergence de certains types de méthodes itératives.
Dans ([19]) nous avons étendu des résultats classique sur des fonctions sous-modulaire
discretes a des fonctions sur R™. Nous avons pu en déduire des informations sur le com-
portement du sous-différentiel d’une fonction convexe sous-modulaire. L’expression de ce
résultat est plus simple dans le cas différentiable

Théoréme 6. Soit f une fonction convexe différentiable. f est sous-modulaire si et seule-
ment st

Vo <2/, Vie{x =2}, (Vf(x)): > (Vf(a));

Ce théoreme dans le cas différentiable est une application directe de la sous-modularité
dans le calcul du gradient. Le point intéressant est l'introduction d’un ordre sur les
sous-différentiels, afin de traiter le cas général, qui est cohérent avec le cas différentiable.
Cette propriété permet de développer un algorithme d’optimisation pour les fonctions con-
vexes sous-modulaires. Il est intéressant de noter que la fonctionnelle du probleme dual
du transport optimal est convexe sous-modulaire. Ainsi I’enjeu est d’exploiter cette pro-
priété géométrique pour dériver des vitesses de convergence de ’algorithme hybride et d’'une
maniére générale réfléchir autour d’un cadre général de manipulation de ces méthodes hy-
brides. L’objectif final étant de pouvoir les appliquer aux problémes de transport optimal
avec des contraintes supplémentaires.

7.2. Grands axes de recherche. De nombreuses questions restent ouvertes.

e L’algorithme de Sinkhorn converge effectivement dans le cas discret et la vitesse
de convergence est du bon ordre. Cependant dans le cas continu la question reste
ouverte. On notera I'analogie avec I'algorithme de descente de gradient qui permet
de dériver une vitesse de convergence sous-linéaire, qui reste toutefois plus lente que
dans le cas discret ([25])

e Bien que le probleme régularisé a favorisé I'apparition d’un grand nombre d’applications
la question de la convergence de la solution de ce probléeme lorsque le terme d’entropie
est multiplié par un terme tendant vers 0 reste ouverte. ([11],[9])

e Chaque algorithme hybride demande une attention particuliere. Toutefois certaines
approches plus générales ont tenté de démontrer la convergence d’algorithme met-
tant en jeu des opérateurs différents.
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e Pour chacun des problemes d’optimisation il est possible de relacher la condition de
convexité. Les algorithmes déterministes ne permettent pas d’obtenir un minimum
global ([31]). En revanche des algorithmes stochastiques convergent vers des minima
globaux, mais a une vitesse lente. ([2])

e D’une maniére générale beaucoup de méthodes n’ont pas encore de bonnes vitesses
de convergence. Les constantes étant particulierement grande. ([25],[15])
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